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Ïåðåäìîâà

Ëiíiéíà àëãåáðà òà àíàëiòè÷íà ãåîìåòðiÿ âiäiãðàþòü ôóíäàìåíòàëüíó ðîëü â ìà-
òåìàòè÷íié îñâiòi. Àäæå ïîíÿòòÿ àáñòðàêòíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, âåêòîðà, ÿê
éîãî åëåìåíòà, áàçèñó òà êîîðäèíàò âåêòîðà â áàçèñi, ëiíiéíèõ òà ïîëiëiíiéíèõ
âiäîáðàæåíü âèêîðèñòîâóþòü âñi ãàëóçi ìàòåìàòèêè, òà êîìï'þòåðíèõ íàóê. Äó-
æå âàæëèâî, íà íàø ïîãëÿä, ïðèâ÷èòè ñòóäåíòà äî òîãî, ùî âàæëèâiøèìè çà ñó-
òíiñòü îá'¹êòiâ (íàïðàâëåíi âiäðiçêè, ìàñèâè, ïîñëiäîâíîñòi, ôóíêöi¨, ìíîæèíè,
îïåðàòîðè) ¹ îïåðàöi¨, çàäàíi íà îá'¹êòàõ, i âëàñòèâîñòi öèõ îïåðàöié. Îñîáëèâi-
ñòþ öüîãî ïîñiáíèêà ¹ òå, ùî ïîíÿòòÿ ëiíiéíî¨ àëãåáðè çðàçó ðîçãëÿäàþòüñÿ íàä
äîâiëüíèì ïîëåì, çîêðåìà ñêií÷åííèì, ÿêå â ïåâíèõ ñèòóàöiÿõ ìîæíà çàìiíèòè
êiëüöåì, íàïðèêëàä êiëüöåì ëèøêiâ. Òàêèé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ øâèäêî ïåðåõîäèòè
äî çàäà÷ íàäëèøêîâîãî êîäóâàííÿ (ëiíiéíi êîäè), à òàêîæ êðèïòîãðàôi¨ (àôiííi
øèôðè), ÿêi áàçóþòüñÿ íà ëiíiéíié àëãåáði íàä ñêií÷åííèìè ïîëÿìè òà êiëüöÿ-
ìè.

Ïðè âèêëàäåííi ìàòåðiàëó øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïîíÿòòÿ òà ôàêòè äèñ-
êðåòíî¨ ìàòåìàòèêè, îñîáëèâî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, òà ìàòåìàòè÷íîãî
àíàëiçó, ÿêi áóëè ïðîñëóõàíi ðàíiøå.

Âñi òåîðåìè íàâåäåíi ç ïîâíèì äîâåäåííÿì, îñêiëüêè ñàìå âîíè i äàþòü ñïðàâ-
æíþ ãëèáèíó ðîçóìiííÿ ìàòåðiàëó. Ïiäáið çàäà÷, íàâåäåíèé ïiñëÿ êîæíîãî ðîç-
äiëó, òàêîæ ìà¹ ñïðèÿòè öüîìó ðîçóìiííþ. Àíàëiòè÷íà ãåîìåòðiÿ ïî ñóòi ¹ âïëå-
òåíîþ â ëiíiéíó àëãåáðó, ÿê ïðîïåäåâòèêà iäåé îñòàííüî¨ â ìàëèõ ðîçìiðíîñòÿõ.

Ïiñëÿ êóðñó "Ëiíiéíà àëãåáðà òà àíàëiòè÷íà ãåîìåòðiÿ"ñòóäåíò ìà¹ ïðîñëóõà-
òè íàñòóïíi ìàòåìàòè÷íi êóðñè � àëãåáðà i òåîðiÿ ÷èñåë, ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç,
àíàëiç ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, òåîðiÿ àëãîðèòìiâ òà ìàòåìàòè÷íà ëîãiêà, òå-
îðiÿ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà, à òàêîæ êóðñè ç iíôîðìàòèêè �
îñíîâè êîìï'þòåðíèõ àëãîðèòìiâ, ïðèíöèïè ðîáîòè êîìï'þòåðíèõ ñèñòåì, îñíî-
âè ïðîãðàìóâàííÿ òà àëãîðèòìi÷íi ìîâè, îðãàíiçàöiÿ áàç äàíèõ i çíàíü, ñèñòåìè
êîäóâàííÿ iíôîðìàöi¨, ñèìâîëüíi îá÷èñëåííÿ òà êîìï'þòåðíà àëãåáðà, ôóíêöiî-
íàëüíå ïðîãðàìóâàííÿ, ëîãi÷íå ïðîãðàìóâàííÿ, ÿêi âåñü ÷àñ çâåðòàþòüñÿ äî ïî-
íÿòü òà ìåòîäiâ ëiíiéíî¨ àëãåáðè.

Ñàìå òîìó ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî öåé ïîñiáíèê ñòàíå íàñòiëüíèì äîâiäíèêîì
ñòóäåíòà ôàêóëüòåòó iíôîðìàòèêè, ÿê ñïåöiàëüíîñòi ïðîãðàìíà iíæåíåðiÿ òàê
i ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà, ïðîòÿãîì óñüîãî éîãî íàâ÷àííÿ i â áàêàëàâðàòi, i â
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ìàãiñòåðióìi.
×àñòèíà çàäà÷, íàâåäåíèõ ó ïîñiáíèêó, ¹ àâòîðñüêèìè, à ÷àñòèíó âçÿòî àâ-

òîðàìè ç ðiçíîìàíiòíèõ äæåðåë. Çîêðåìà, áàãàòî çàäà÷ çàïîçè÷åíî ç [5], [8], [6]
òîùî.
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Âñòóï

Îñêiëüêè ëiíiéíà àëãåáðà áóäó¹òüñÿ íàä òàêèìè ñòðóêòóðàìè ÿê êiëüöÿ òà ïîëÿ,
òî ïåðøèé ðîçäië ïîñiáíèêà i ïðèñâÿ÷åíèé öèì ïîíÿòòÿì. ×èñëåííi ïðèêëàäè,
ÿê ñêií÷åííi òàê i íåñêií÷åííi, ïîâèííi ïðèíåñòè ðîçóìiííÿ òîãî, ùî îïåðàöi¨
äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ìîæíà ðîçóìíî çäiéñíþâàòè íå òiëüêè íàä çâè÷àéíèìè
÷èñëàìè, ÷îìó â÷àòü â øêîëi, àëå i íàä çíà÷íî îá'¹êòàìè áiëüø ñêëàäíî¨ ïðèðî-
äè. Íàéáiëüø âàæëèâèìè ¹ êiëüöÿ ëèøêiâ, ïîëiíîìiâ, à òàêîæ ïîëå êîìïëåêñíèõ
÷èñåë òà ñêií÷åííi ïîëÿ â ¨õ ïîëiíîìiàëüíié ðåàëiçàöi¨.

Äðóãèé ðîçäië îïåðó¹ ç ïîíÿòòÿìè àëãåáðà¨÷íî¨ ìíîæèíè òà àôiííîãî ìíî-
ãîâèäó, ÿêi ùå íåùîäàâíî áóëè òåðìiíàìè àëãåáðà¨÷íî¨ ãåîìåòði¨. Çàóâàæèìî,
ùî àëãåáðà¨÷íà ãåîìåòðiÿ íàä ñêií÷åííèìè ïîëÿìè çíàéøëà øèðîêå çàñòîñóâà-
ííÿ â íîâiòíié òåîði¨ íàäëèøêîâîãî êîäóâàííÿ òà êðèïòîãðàôi¨. Â öüîìó ðîçäiëi
ðîçãëÿäàþòüñÿ ëèøå ëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi ìíîãîâèäè (êâàäðèêè), íàâîäÿòüñÿ
¨õ ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi. Âàæëèâîþ ¹ çàäà÷à ïàðàìåòðèçàöi¨ ìíîãîâèäiâ, îñî-
áëèâî äëÿ êîìï'þòåðíî¨ ãðàôiêè. Ïîáóäîâà çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü ìåòîäîì Ãàóñà, àáî îäíi¹þ ç éîãî ìîäèôiêàöié, ¹ ïî ñóòi ïàðàìå-
òðèçàöi¹þ ëiíiéíîãî àôiííîãî ìíîãîâèäó.

Òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé àëãåáði ìàòðèöü, â ÿêîìó öåíòðàëüíå ìiñöå çà-
éìà¹ ïèòàííÿ ¨õ îáîðîòíîñòi òà çâ'ÿçîê ç åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè íàä
ðÿäêàìè ìàòðèöü. Ìàòðè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ äà¹ êîìïàêòíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ
ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü i êîðîòêi äîâåäåííÿ òåîðåì, íàïðèêëàä òåîðåìè ïðî
ñòðóêòóðó ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

×åòâåðòèé ðîçäië ¹ öåíòðàëüíèì, îñêiëüêè ñàìå â íüîìó äà¹òüñÿ îçíà÷åííÿ
àáñòðàêòíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàä ïîëåì, à òàêîæ ïîíÿòòÿ içîìîðôiçìó âå-
êòîðíèõ ïðîñòîðiâ. Ïðè éîãî âèâ÷åííi ñëiä çðîçóìiòè, ùî êîîðäèíàòè ó âåêòîðà
íå iñíóþòü ñàìi ïî ñîái, à ç'ÿâëÿþòüñÿ ëèøå ïiñëÿ îáðàííÿ ïåâíîãî áàçèñó ïðî-
ñòîðó. Ðîçãëÿä ïiäïðîñòîðiâ ïîðîäæåíèõ ðÿäêàìè òà ñòîâï÷èêàìè ìàòðèöi äà¹
ìîæëèâiñòü ñôîðìóëþâàòè êðèòåðié Êðîíåêåðà - Êàïåëi ñóìiñíîñòi ñèñòåìè ëi-
íiéíèõ ðiâíÿíü. Îïåðàöi¨ íàä ïiäïðîñòîðàìè äàþòü ìîæëèâiñòü áóäóâàòè íîâi
ïðîñòîðè, ïðè öüîìó ñëiä ðîçðiçíÿòè âíóòðiøíi êîíñòðóêöi¨ âiä çîâíiøíiõ.

Âèçíà÷íèê ìàòðèöi ââîäÿòüñÿ ñïî÷àòêó ãåîìåòðè÷íî, ÿê ôóíêöiÿ, ÿêà îòðè-
ìàâøè íà âõiä íàáið âåêòîðiâ, ïîâåðòà¹ ÷èñëî, ÿêå çà ìîäóëåì äîðiâíþ¹ îá'¹ìó
ïàðàëåëåïiïåäà, ùî ïîáóäîâàíèé íà öèõ âåêòîðàõ. Ïðè öüîìó âëàñòèâîñòi ïî-
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ëiëiíiéíîñòi òà êîñîñèìåòðè÷íîñòi âèíèêàþòü ïðèðîäíèì ÷èíîì. Âàæëèâî, ùî
öi âëàñòèâîñòi âèçíà÷àþòü âêàçàíó ôóíêöiþ îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî
ìíîæíèêà. Òàêèé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ äîñèòü ëåãêî îòðèìàòè òåîðåìó ïðî òå ùî
âèçíà÷íèê äîáóòêó ìàòðèöü äîðiâíþ¹ äîáóòêó ¨õ âèçíà÷íèêiâ. Çàâåðøó¹òüñÿ
ðîçäië âèâåäåííÿì ÿâíèõ ôîðìóë äëÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi i ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (ôîðìóëè Êðàìåðà).

Áiëiíiéíèé ôóíêöiîíàë ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè íà ïàðàõ
áàçèñíèõ åëåìåíòiâ i ïðè ôiêñîâàíîìó áàçèñi éîìó âiäïîâiäà¹ áiëiíiéíà ôîð-
ìà. Øîñòèé ðîçäië ïîñiáíèêà ïðèñâÿ÷åíî áiëiíiéíèì ñèìåòðè÷íèì ôîðìàì òà
¨õ çâ'ÿçêó ç êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè. Ðîçãëÿíóòî ìåòîä Ëàãðàíæà ïîáóäîâè
áàçèñó â ÿêîìó áiëiíiéíà ñèìåòðè÷íà ôîðìà òà âiäïîâiäíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà
íàáóâàþòü äiàãîíàëüíîãî âèäó, à òàêîæ ìåòîä ßêîái, ÿêèé äîçâîëÿ¹ çðàçó âèçíà-
÷èòè åêâiâàëåíòíó äiàãîíàëüíó ôîðìó. Ñôîðìóëüîâàíî i äîâåäåíî çàêîí iíåðöi¨
êâàäðàòè÷íèõ ôîðì íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêèé ðàçîì ç ìåòîäîì ßêîái äà¹
êðèòåðié äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.

Ìåòðèçàöi¨ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ ïðèñâÿ÷åíî íàñòóïíèé ðîçäië. Âèíèêàþòü
ïîíÿòòÿ âiäñòàíåé òà êóòiâ ìiæ àôiííèìè ìíîãîâèäàìè. Ïîíÿòòÿ îðòîíîðìî-
âàíîãî áàçèñó òà ðîçêëàäó ïî íüîìó ¹ öåíòðàëüíèì i ìà¹ áàãàòî çàñòîñóâàíü,
çîêðåìà ðÿäè Ôóð'¹ âèíèêàþòü, ÿê ðîçêëàäè ôóíêöié ïî âiäïîâiäíèì ñèñòåìàì
îðòîãîíàëüíèì ñèñòåìàì ïîëiíîìiâ àáî òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié.

Ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì òà îïåðàòîðàì ïðèñâÿ÷åíî ñüîìèé ðîçäië ïîñiáíè-
êà. Ïèòàííÿ ïðî ïîáóäîâó áàçèñó â ÿêîìó ìàòðèöÿ îïåðàòîðà ìà¹ íàéïðîñòiøèé
âèãëÿä âiäiãðà¹ îñîáëèâî âàæëèâó ðîëü ÿê äëÿ îïåðàòîðiâ â çâè÷àéíîìó ïðî-
ñòîði òàê i â åâêëiäîâèõ òà óíiòàðíèõ ïðîñòîðàõ. Â öüîìó êîíòåêñòi ââîäèòüñÿ
Æîðäàíîâà íîðìàëüíà ôîðìà, ÿê êàíîíi÷íà ôîðìà ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòî-
ðà íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Äëÿ îïåðàòîðiâ íàä â åâêëiäîâèõ òà óíiòàðíèõ
ïðîñòîðàõ âàæëèâèì ¹ ïîíÿòòÿ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà. Ñàìîñïðÿæåíi òà îðòî-
ãîíàëüíi (óíiòàðíi) îïåðàòîðè çàéìàþòü òóò öåíòðàëüíi îïåðàòîðè. Äîâåäåíî,
ùî íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òàêi îïåðàòîðè çàâæäè äiàãîíàëiçóþòüñÿ ïðè-
÷îìó â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi. Öå äà¹ ìîæëèâiñòü äàòè êëàñèôiêàöiþ âñiõ îð-
òîãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü íà âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ íàä ïîëåì äiéñíèõ
÷èñåë.

Â ÿêîñòi çàñòîñóâàííÿ ðîçãëÿíóòî çâåäåííÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äî ãîëîâíèõ
îñåé. Öå áàçó¹òüñÿ íà òîìó, ùî ÿêùî âiäïîâiäíà áiëiíiéíà ñèìåòðè÷íà ôîðìà âè-
çíà÷àþòü áiëiíiéíèé ôóíêöiîíàë â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi, òî ïðè ïåðåõîäi äî
iíøîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ìàòðèöÿ ôîðìè (ÿêà ¹ ñèìåòðè÷íîþ) áóäå çìi-
íþâàòèñÿ òàê ñàìî ÿê i ìàòðèöÿ ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà. Öå äà¹ ìîæëèâiñòü
çâåñòè êâàäðàòè÷íó ôîðìó äî äiàãîíàëüíîãî âèäó íå ïðîñòî â ÿêîìó-íåáóäü
áàçèñi (ÿê ìè öå ðîáèëè â ðîçäiëi 6), à çðîáèòè öå â îðòîíîðìîâàíîìó áàçè-
ñi. Åëåìåíòè öüîãî áàçèñó i íàçèâàþòü ãîëîâíèìè âiñÿìè. Äëÿ çâè÷àéíîãî âå-
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êòîðíîãî ïðîñòîðó (áåç åâêëiäîâî¨ ñòðóêòóðè) öå äà¹ ìîæëèâiñòü ñôîðìóëþâàòè
äîñòàòíþ óìîâó òîãî, ùî ïàðà áiëiíiéíèõ ñèìåòðè÷íèõ ôîðì äiàãîíàëiçóþòüñÿ
îäíî÷àñíî.

Âàæëèâèì ãåîìåòðè÷íèì çàñòîñóâàííÿì âèêëàäåíî¨ òåîði¨ ¹ ìåòîä çâåäåííÿ
ðiâíÿíü êâàäðàòè÷íèõ ìíîãîâèäiâ (êâàäðèê) äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó, à òàêîæ
¨õ ïîâíà êëàñèôiêàöiÿ â ðîçìiðíîñòÿõ 2 òà 3.

Îñòàííié ðîçãëÿä ïîñiáíèêà ïðèñâÿ÷åíî áiëiíiéíèì òà êâàäðàòè÷íèì ôîð-
ìàì, òà ¨õ çâåäåííþ äî êàíîíi÷íîãî âèäó ðiçíèìè òèïàìè ïåðåòâîðåíü. Çîêðåìà,
çâåäåííÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äî ãîëîâíèõ îñåé ç äîäàòêîâèì ïåðåíåñåííÿì ïî-
÷àòêó êîîðäèíàò äà¹ ïîâíó êëàñèôiêàöiþ êðèâèõ òà ïîâåðõîíü äðóãîãî ïîðÿäêó.
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Ðîçäië 1

Îñíîâíi àëãåáðà¨÷íi ñòðóêòóðè.

Îçíà÷åííÿ 1.0.1. Áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ âèçíà÷åíîþ íà ìíîæèíi D íàçèâà¹-
òüñÿ äîâiëüíà ôóíêöiÿ f = f(x, y) âiä äâîõ çìiííèõ, ÿêà âèçíà÷åíà íà D i
ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â D, òîáòî

f : D ×D → D.

Ïðèêëàäàìè áiíàðíèõ îïåðàöié ¹ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ àáî ìíîæåííÿ íà ìíî-
æèíàõ N,Z,Q,R íàòóðàëüíèõ, öiëèõ, ðàöiîíàëüíèõ, äiéñíèõ ÷èñåë âiäïîâiäíî,
ïðè öüîìó

f(x, y) = x + y, f(x, y) = x · y.

Ìàþ÷è íà óâàçi öi ïðèêëàäè, íàäàëi, çàìiñòü çàïèñó f(x, y) áóäåìî âæèâàòè
çàïèñ

x ◦ y = f(x, y).

Ìíîæèíà ç çàäàíîþ áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ áóäå çîáðàæóâàòèñÿ ÿê ïàðà (D, ◦).
Îçíà÷åííÿ 1.0.2. Ìíîæèíà ç áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ (D, ◦) íàçèâà¹òüñÿ íàïiâ-
ãðóïîþ, ÿêùî îïåðàöiÿ ◦ ¹ àñîöiàòèâíîþ, òîáòî

∀x∀y∀z (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z). (1.0.1)
Îçíà÷åííÿ 1.0.3. Íàïiâãðóïà (D, ◦) íàçèâà¹òüñÿ ìîíî¨äîì, ÿêùî iñíó¹ íåé-
òðàëüíèé åëåìåíò âiäíîñíî îïåðàöi¨ ◦, òîáòî

∃e ∀x e ◦ x = x ◦ e = x. (1.0.2)
Îçíà÷åííÿ 1.0.4. Íàïiâãðóïà (D, ◦) íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíîþ, ÿêùî

∀x∀y x ◦ y = y ◦ x. (1.0.3)
Îçíà÷åííÿ 1.0.5. Ìîíî¨ä (D, ◦) íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ, ÿêùî áóäü-ÿêèé ¨¨ åëå-
ìåíò ìà¹ îáåðíåíèé, òîáòî

∀x∃x∗ x ◦ x∗ = x∗ ◦ x = e. (1.0.4)
Êîìóòàòèâíà ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ àáåëåâîþ.
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Ïðèêëàä 1.0.1. Ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ (N, +)
¹ êîìóòàòèâíîþ íàïiâãðóïîþ, àëå íå ¹ ìîíîiäîì, áî íåéòðàëüíèé åëåìåíò 0
íå íàëåæèòü öié ìíîæèíi; ïiäìíîæèíè Mk = {n ∈ N|n ≥ k} ¹ çàìêíåíèìè
âiäíîñíî äîäàâàííÿ i âîíè ¹ ïðèêëàäàìè íàïiâãðóï, àëå íå ¹ ìîíîiäàìè.

Ïðèêëàä 1.0.2. Ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ (N, ·)
òà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ (Q, ·) ¹ ïðèêëàäè êîìóòàòèâíèõ
ìîíîiäiâ, íåéòðàëüíèé åëåìåíòîì äëÿ ìíîæåííÿ ¹ 1 ∈ N.

Ïðèêëàä 1.0.3. Ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç íóëåì N̄ = N∪{0} îïåðàöi¹þ
äîäàâàííÿ (N̄, +) ¹ êîìóòàòèâíèì ìîíîiäîì, íåéòðàëüíèé åëåìåíòîì ¹ 0.

Ïðèêëàä 1.0.4. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè M ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó D = MM

� âñiõ ôóíêöié ç ìíîæèíè M â ñåáå, òîáòî D = {f |f : M → M}. Â ÿêîñòi
áiíàðíî¨ îïåðàöi¨ âiçüìåìî êîìïîçèöiþ ôóíêöié:

∀x ∈ M (f ◦ g)(x) = f(g(x)).

Ñàìîñòiéíî ïåðåâiðòå, ùî öÿ îïåðàöiÿ ¹ àñîöiàòèâíîþ, òîáòî ìà¹ ìiñöå (1.0.1).
Áiëüø òîãî,

(
MM , ◦) ¹ ìîíî¨äîì, àäæå ôóíêöiÿ Id : ∀x Id(x) = x ¹ î÷åâèäíî

íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì âiäíîñíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöi¨ ôóíêöié.

Çâåðíåìî óâàãè íà òå, ùî ðîçãëÿíóòèé âèùå ìîíîiä, ïðè |M | > 1, íå ¹ êî-
ìóòàòâíèì. Äiéñíî, íåõàé M = {a, b} i ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ f, g, ÿêi çàäàíî
òàáëèöåþ

x a b

f(x) b a

g(x) a a

Ñêëàäiòü òàáëèöi äëÿ ôóíêöié f ◦ g òà g ◦ f i ïåðåêîíàéòåñü, ùî âîíè ðiçíi.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî âñi âèùåíàâåäåíi ïðèêëàäè íàïiâãðóï òà ìîíîiäiâ íå ¹ ãðó-

ïàìè.

Ïðèêëàä 1.0.5. Ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë ç îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ (Z, +) ¹ àáåëå-
âîþ ãðóïîþ.

Ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ç îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ (Q, +) ¹ àáåëåâîþ ãðó-
ïîþ.

ßêùî çàìiíèòè îïåðàöiþ äîäàâàííÿ íà îïåðàöiþ ìíîæåííÿ, òî öi íàïiâãðóïè
íå áóäóòü ãðóïàìè. Äëÿ (Z, ·) öå î÷åâèäíî, à äëÿ (Q, ·) çàóâàæèìî, ùî 0 íå ìà¹
îáåðíåíîãî åëåìåíòà âiäíîñíî ìíîæåííÿ, ïðè÷îìó (1.0.4) íå âèêîíó¹òüñÿ òiëüêè
äëÿ x = 0.

Ïðèêëàä 1.0.6. ßêùî âèäàëèòè 0 i ðîçãëÿíóòè ìíîæèíó Q∗ = Q \ {0},
ìà¹ìî àáåëåâó ãðóïó (Q∗, ·)
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Ùå ïðîñòiøèìè ïðèêëàäàìè ãðóï ¹

Ïðèêëàä 1.0.7. ({0, 1},⊕), äå ⊕ � ïîáiòîâå äîäàâàííÿ (XOR) òà
({1,−1}, ·), äå · − çâè÷àéíå ìíîæåííÿ.

Ïðèêëàä 1.0.8. Íåõàé S(M) ⊂ MM ïiäìíîæèíà ôóíêöié, ùî ¹ ái¹êöiÿìè
ìíîæèíè M íà ñåáå. Îñêiëüêè äëÿ êîæíî¨ ái¹êöi¨ âèçíà÷åíà îáåðíåíà ôóíêöiÿ,
òî (S(M), ◦) ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî âèùåçãàäàíî¨ îïåðàöi¨ êîìïîçèöi¨ ôóíêöié. Öÿ
ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ ãðóïîþ íà ìíîæèíi M.

ßêùî M � ñêií÷åííà ìíîæèíà i ìiñòèòü n åëåìåíòiâ, òî çàìiñòü çàïèñó S(M)
âæèâàþòü Sn.

Âïðàâà 1.0.1. Ñêiëüêè åëåìåíòiâ ìiñòèòü ãðóïà Sn?

Çàóâàæèìî, ùî ãðóïà S3 ¹ ìiíiìàëüíèì (ïî êiëüêîñòi åëåìåíòiâ) ïðèêëàäîì
íåàáåëåâî¨ ãðóïè.

Íàäàëi, ÿêùî ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç êîìóòàòèâíîþ íàïiâãðóïîþ, áóäåìî çàìiñòü
◦ âæèâàòè + äëÿ ïîçíà÷åííÿ áiíàðíî¨ îïåðàöi¨.

1.1 Ìíîæèíè ç äâîìà áiíàðíèìè îïåðàöiÿìè

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. Ìíîæèíà D ç äâîìà áiíàðíèìè îïåðàöiÿìè (D, +, ◦) íàçè-
âà¹òüñÿ êiëüöåì ÿêùî

i) (D, +) � àáåëåâà ãðóïà;

ii) (D, ◦) � íàïiâãðóïà;

iii) ìàþòü ìiñöå çàêîíè äèñòðèáóòèâíîñòi:

∀x ∀y ∀z x ◦ (y + z) = (x ◦ y) + (x ◦ z); (1.1.5)
∀x ∀y ∀z (y + z) ◦ x = (y ◦ x) + (z ◦ x). (1.1.6)

ßêùî (D, ◦) � êîìóòàòèâíà íàïiâãðóïà, òî êiëüöå íàçèâà¹òüñÿ êîìó-
òàòèâíèì, à ÿêùî (D, ◦) � ìîíîiä, òî ãîâîðÿòü, ùî (D, +, ◦) ¹ êiëüöåì ç
îäèíèöåþ.

Ëåìà 1.1.1. Ìíîæèíà D∗ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ d ∈ D êiëüöÿ ç îäèíèöåþ,
òîáòî òèõ, ÿêi ìàþòü îáåðåíåíi âiäíîñíî îïåðàöi¨ ◦, äëÿ ÿêèõ

∃ d∗ : d ◦ d∗ = d∗ ◦ d = e

óòâîðþþòü ãðóïó.
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ìíîæèíà D∗ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ
¹ çàìêíåíîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ ◦. Äiéñíî, ÿêùî a∗, b∗ � îáåðíåíi åëåìåíòè äëÿ
åëåìåíòiâ a, b ∈ D, òî äëÿ åëåìåíòà a ◦ b îáåðíåíèì áóäå b∗ ◦ a∗.

Öÿ ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ ãðóïîþ êiëüöÿ D i ïîçíà÷à¹-
òüñÿ D∗.

Îçíà÷åííÿ 1.1.2. Êiëüöå (D, +, ◦) íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì, ÿêùî (D \ {0}, ◦) ¹
àáåëåâîþ ãðóïîþ (òóò 0 - íåéòðàëüíèé åëåìåíò âiäíîñíî +).

Ïðèêëàä 1.1.1. Êiëüöå öiëèõ ÷èñåë iç çâè÷àéíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ òà
ìíîæåííÿ ¹ ïðèêëàäîì êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ ç îäèíèöåþ - (Z, +, ·).
Ïðèêëàä 1.1.2. Íàãàäà¹ìî ïðèêëàä âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæè-
íi öiëèõ ÷èñåë, ÿêèé çóñòði÷àâñÿ â êóðñi äèñêðåòíî¨ ìàòåìàòèêè. Íåõàé n ∈
N, n > 1, � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Âèçíà÷èìî áiíàðíå âiäíîøåííÿ Rn :
(z1, z2) ∈ Rn ⇔ îñòà÷i âiä äiëåííÿ z1 òà z2 íà n çáiãàþòüñÿ ⇔ z1−z2 äiëèòüñÿ íà n.

Ðîçãëÿíåìî ïiäìíîæèíó 0 ⊂ Z ÷èñåë ÿêi åêâiâàëåíòíi ÷èñëó 0, çà îçíà÷åííÿì,
âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷èñåë ÿêi äiëÿòüñÿ íà n. Åëåìåíòàìè ïiäìíîæèíè 1 ⊂ Z
¹ ÷èñëà ÿêi ïðè äiëåííi íà n äàþòü â îñòà÷i 1, Â òàêèé ñïîñiá ìè îòðèìó¹ìî
îïèñ ôàêòîð-ìíîæèíè:

Zn = Z/ ∼= {0, 1, 2, 3, . . . , n− 1},
äå k− ¹ ìíîæèíîþ öiëèõ ÷èñåë, ÿêi ïðè äiëåííi íà n äàþòü â îñòà÷i k. Äëÿ
îïèñàíîãî âiäíîøåííÿ ïðèéíÿòî âæèâàòè ïîçíà÷åííÿ:

x ≡ y mod n ⇔ (x, y) ∈ Rn.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî öÿ ìíîæèíà, ÿê i Z òàêîæ ìà¹ ñòðóêòóðó êîìóòàòèâ-
íîãî êiëüöÿ ç îäèíèöåþ. Âiäïîâiäíi áiíàðíi îïåðàöi¨ ââîäÿòüñÿ ÷åðåç ïðåäñòàâ-
íèêiâ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi, à ñàìå çà îçíà÷åííÿì:

∀x ∀y x + y = x + y

∀x ∀y x · y = x · y.

Äîâåäiòü, ùî òàê ââåäåíi îïåðàöi¨ +, · íà ìíîæèíi Zn íå çàëåæèòü âiä
âèáîðó ïðåäñòàâíèêiâ êëàñiâ x ∈ x, y ∈ y.

Ïðèêëàä 1.1.3. Íàéìåíøèì íåòðèâiàëüíèì ïðèêëàäîì êiëüöÿ ¹ Z2, à îñêiëü-
êè âîíî ¹ ïîëåì (ïîêàæiòü öå), òî éîãî ÷àñòî ïîçíà÷àþòü ÿê F2 (F = �eld).

Ïðèêëàä 1.1.4. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî Zn ¹ ïîëåì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè n-
ïðîñòå ÷èñëî. Íàïðèêëàä, Z3 áóäå ïîëåì, à Z4 íi (×îìó?).
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Ïðèêëàä 1.1.5. Ïðèêëàäàìè ïîëiâ ¹ (Q, +, ·), , (R, +, ·) − ìíîæèíè ðàöiî-
íàëüíèõ òà äiéñíèõ ÷èñåë âiäíîñíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæå-
ííÿ.

Ïðèêëàä 1.1.6. Íåõàé (F, +, ◦) � ïîëå (íàïðèêëàä îäíå ç âèùåçãàäàíèõ), ðîç-
ãëÿíåìî ìíîæèíó ïîëiíîìiâ âiä çìiííî¨ x :

F[x] = {f(x) = cmxm + . . . + c1x + c0|ci ∈ F, i = 0, 1, 2, . . . , m, m = 0, 1, 2, . . .}.
Îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ïîëiíîìiâ ââîäÿòüñÿ çâè÷àéíèì ÷èíîì i
îòðèìó¹ìî ùå îäèí ïðèêëàä êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ ç îäèíèöåþ - (F [x], +, ·).
Ùî òóò áóäå îäèíèöåþ?

Íàãàäà¹ìî, ùî êðiì äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íàä ïîëiíîìàìè ìîæíà âèêîíó-
âàòè îïåðàöiþ äiëåííÿ ç îñòà÷åþ. Öå äà¹ ìîæëèâiñòü ïî àíàëîãi¨ ç ïðèêëàäîì
1.1.2 áóäóâàòè íîâi ïðèêëàäè êiëåöü òà ïîëiâ.

Ïðèêëàä 1.1.7. Íåõàé F2 � çãàäàíå âèùå ïîëå ç äâîõ åëåìåíòiâ i ðîçãëÿíåìî
êiëüöå ïîëiíîìiâ F2[x]. Çàôiêñó¹ìî ïîëiíîì φ(x) = x2 +x+1 ∈ F2[x] i ïîáóäó¹-
ìî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi F2[x] íàñòóïíèì ÷èíîì: ïîëiíî-
ìè u(x) òà v(x) åêâiâàëåíòíi, ÿêùî âîíè ìàþòü îäíàêîâi îñòà÷i ïðè äiëåííi
íà φ(x). Îñêiëüêè, ñòåïiíü îñòà÷i ìåíøà çà ñòåïiíü äiëüíèêà, òî åëåìåíòà-
ìè ôàêòîð-ìíîæèíè áóäóòü 0, 1, x, x + 1. Îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ
ìîæíà ââåñòè ÷åðåç ïðåäñòàíèêiâ êëàñiâ: ïîçíà÷èìî s = x, òîäi îòðèìàíó
ôàêòîð-ìíîæèíó (ïîçíà÷èìî ¨¨ ÷åðåç F4) ìîæíà îòîòîæíèòè ç ìíîæèíîþ
ïîëiíîìiâ âiä çìiííî¨ s ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 1, òîáòî

F4 = {as + b|a, b ∈ F2}.
Îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ ¹ çâè÷àéíèì äîäàâàííÿì ïîëiíîìiâ, à ìíîæåííÿ ñëiä âè-
êîíóâàòè â äâà åòàïè: ñïî÷àòêó âèêîíàòè çâè÷àéíå ìíîæåííÿ ïîëiíîìiâ, à
ïîòiì âçÿòè îñòà÷ó âiä äiëåííÿ îòðèìàíîãî ðåçóëüòàòó íà ïîëiíîì φ(s).
Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî F4 ç òàê ââåäåíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ¹
ïîëåì. Äîâåñòè öå.

Ïðèêëàä 1.1.8. ßêùî â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi çàìiíèòè ïîëiíîì äðóãîãî
ñòåïåíÿ íà ïîëiíîì òðåòüîãî ñòåïåíÿ φ(x) = x3 + x + 1, òî îïèñàíà âèùå
êîíñòðóêöiÿ ïðèâåäå íàñ äî ïîëÿ F8 :

F8 = {as2 + bs + c|a, b, c ∈ F2},
åëåìåíòè ÿêîãî ìîæíà îòîòîæíèòè ç òðiéêàìè áiòiâ -as2+bs+c ↔ (a, b, c).
Äîâåäiòü, ùî F8 ç âiäïîâiäíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ¹ ïîëåì.
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Ïðèêëàä 1.1.9. Ðîçãëÿíåìî êiëüöå ïîëiíîìiâ R[x] ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòà-
ìè i ïîêëàäåìî φ(x) = x2 + 1. Ïî àíàëîãi¨ ç ïðèêëàäîì ââåäåìî âiäíîøåííÿ
åêâiâàëåíòíîñòi i ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíó ôàêòîð-ìíîæèíó, ÿêó ìîæíà îòî-
òîæíèòè ç ìíîæèíîþ îñòà÷: {a + bx|a, b ∈ R}. Çàìiñòü s ââåäåìî çìiííó
i = x, òîäi åëåìåíòè ôàêòîð-ìíîæèíè ìîæíà îòîòîæíèòè ç ïîëiíîìàìè
âiäíîñíî çìiííî¨ i, ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 1, à îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíî-
æåííÿ ââîäÿòüñÿ â òîé æå ñïîñiá, ùî i ç ïîïåðåäíiõ ïðèêëàäàõ, òîáòî

(a1 + b1i) + (a2 + b2i) = (a1 + a2) + (b1 + b2)i,

(a1 + b1i) · (a2 + b2i) = a1a2 + (a1b2 + b1a2)i + b1b2i
2 = a1a2− b1b2 + (a1b2 + b1a2)i,

òóò ìè âðàõóâàëè, ùî îñòà÷à âiä äiëåííÿ i2 íà i2 + 1 äîðiâíþ¹ −1. Òàê îòðè-
ìàíà ìíîæèíà

C = {a + bi|a, b ∈ R}
¹ ïîëåì (äîâåñòè öå), ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Ïðèêëàä 1.1.10. Íåõàé F � äîâiëüíå ïîëå i F[x] � êiëüöå ïîëiíîìiâ íàä íèì.
Ðîçãëÿíåìî äðîáè âèäó f(x)

g(x) , f ∈ F[x], g ∈ F[x] \ {0(x)} (0(x)- ïîëiíîì âñi
êîåôiöi¹íòè ÿêîãî äîðiâíþþòü 0 ∈ F ). Íà ìíîæèíi òàêèõ äðîáiâ ââåäåìî
âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi:

f1(x)

g1(x)
∼ f2(x)

g2(x)
⇔ f1(x) · g2(x) = f2(x) · g1(x).

Ïîêàæiòü, ùî öå äiéñíî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Âiäïîâiäíó ôàêòîð ìíî-
æèíó ìîæíà îòîòîæíèòè ç ìíîæèíîþ íåñêîðîòíèõ äðîáiâ

F(x) =

{
f(x)

g(x)
| f ∈ F [x], g ∈ F [x] \ {0(x)}

}
.

Äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ââîäÿòüñÿ íà ïðèðîäíèì ÷èíîì i âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî
âiäíîñíî öèõ îïåðàöié F(x) ¹ ïîëåì, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ
ôóíêöié âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ íàä F. Äîâåäiòü, ùî F(x) äiéñíî ¹ ïîëåì.

1.2 Çàäà÷i

1. ×è óòâîðþþòü ãðóïè òàêi ìíîæèíè, ç çàäàíèìè íà íèõ áiíàðíèìè îïåðà-
öiÿìè:
1) (N ∪ {0}, +);
2) ({2n| n ∈ N}, ∗);
3) ({2n| n ∈ Z}, ∗);
4) (Z, ∗).
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2. Ïåðåâiðèòè, ùî ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ àñîöiàòèâíèì, òîáòî
((a + ib) · (c + id)) · (u + iv) = (a + ib) · ((c + id) · (u + iv))

3. Ïåðåâiðèòè, ùî ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ äèñòðèáóòèâíèì âiäíîñíî
äîäàâàííÿ, òîáòî:
(a + ib)((c + id) + (u + iv)) = (a + ib)(c + id) + (a + ib)(u + iv) -

4. Ïåðåâiðèòè, ÷è óòâîðþþòü ïîëå òàêi ìíîæèíè ç çàäàíèìè íà íèõ áiíàðíèìè
îïåðàöiÿìè:
1) (N ∪ {0}, +, ∗);
2) ({2n| n ∈ Z}, +, ∗);
3) ({(a + b 3

√
2 + c 3

√
4)| a, b, c ∈ R}, +, ∗).

5. Äîâåñòè, ùî ÿêùî P � ïiäïîëå ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q, òî àáî P = Q,
àáî ïîëå P ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç îäíîãî åëåìåíòà.

6. Çíàéòè äiéñíi x i y, ÿêùî âiäîìî ùî

(1 + 2i)x + (3− 5i)y = 1− 3i.

7. Çíàéòè êîìïëåêñíå ÷èñëî z, ùî ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ:
1)(2+3i)z + 5+6i= 7+8i,
2)(1+3i)z + 4+6i= 2+8i.

8. Çíàéòè âñi êîìëåêñíi ÷èñëà z, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

z = z2.

9. Îá÷èñëèòè:

1)
(1− i)5 − 1

(1 + i)5 + 1
; 2)

(1 + i)9

(1− i)7 3)
(1 + 2i)2 − (1− i)3

(3 + 2i)3 − (2 + i)2 .

10. Ïðåäñòàâèòè â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi òàêi êîìïëåêñíi ÷èñëà
a)1; b)−1; c)i; d)− i; e)1+ i; f)1− i; g)−1+ i;
h)1 +

√
3i; i)1−√3i; j)− 3π; k)− 1−√3i.

11. Çíàéòè êîðåíi 4-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà z = −16 òà çîáðàçèòè ¨õ íà êîìïëåêñíié
ïëîùèíi.

12. Çíàéòè êîðåíi 3-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà z = −i òà çîáðàçèòè ¨õ íà êîìïëåêñíié
ïëîùèíi.

13. Çîáðàçèòè ìíîæèíó òî÷îê, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòÿì:
à) 1 ≤ |z| < 2;
á) |z − 1− i| < 1, π

6 < arg z < 3π
4
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14. Çîáðàçèòè ìíîæèíó òî÷îê, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi 0 < arg z < 5π
6 ,

|z| < 1.

15. Äîâåñòè òîòîæíiñòü

|x + y|2 + |x− y|2 = 2(|x|2 + |y|2).
Ïîÿñíèòè, ÿêèé ãåîìåòðè÷íèé çìiñò ìà¹ öÿ òîòîæíiñòü.

16. Îá÷èñëèòè
(

1−
√

3− i

2

)24

,

(
7− 6i

6 + 7i

)28

,
(−1− i

√
3)15

(1 + i)20 .

17. Îá÷èñëèòè
(−1− i

√
3)15

(
√

3− i)20
,

(2
√

3− 2i)30

(1 +
√

3i)20
.

18. Îá÷èñëèòè in, äëÿ äåÿêîãî n ∈ N.

19. Çíàéòè z, ÿêùî
a)z2 = 8 + 6i, b)z3 = i, c)z4 = −1, d)z5 = −1 +

√
3i, e)z6 = 1−i√

3+i
.

20. Çíàéòè âñi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ â ïîëi F4:
1) (s + 1)x + s = s + 1;
2) sx + s = s + 1;
3) sx + s = 1.

21. Äîâåñòè, ùî êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 óòâîðþþòü ãðóïó âiäíîñíî ìíîæåííÿ (
òîáòî, äîáóòîê äâîõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 çíîâó ¹ êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ
ç 1, i âèêîíóþòüñÿ âiäïîâiäíi àêñiîìè).

22. Âèïèñàòè âñi êîðåíi ç 1 ñòåïåíÿ
a)2; b)3; c)4; d)6; e)8.
Âêàçàòè, ÿêi ç öèõ êîðåíiâ áóäóòü ïåðâiñíèìè.

23. Âèïèñàòè âñi ïåðâiñíi êîðåíi ç 1 12-ãî ñòåïåíÿ.

24. Çíàéòè ñóìó êîðåíiâ 6-ãî ñòåïåíÿ ç 1.

25. Çíàéòè ñóìó êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç 1.

26. Îá÷èñëèòè 1 + a cos ϕ + a2 cos 2ϕ + ... + ak cos kϕ.

27. Äîâåñòè, ùî sin x + sin 2x + ... + sin nx =
sin n+1

2 x·sin nx
2

sin x
2

.

28. Äîâåñòè cos π
11 + cos 3π

11 + cos 5π
11 + cos 7π

11 + cos 9π
11 = 1

2 .
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29. Âèðàçèòè ÷åðåç cos x i sin x:
a)cos 3x, b)cos 5x, c)sin 4x, d)sin 6x.

30. Ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ìíîãî÷ëåíà ïåðøîãî ñòóïåíÿ âiä òðèãîíîìåòðè÷íèõ
ôóíêöié êóòiâ, êðàòíèõ x:
a)cos4 x, b)cos6 x, c)sin3 x, d)sin5 x.
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Ðîçäië 2

Àôiííi ìíîãîâèäè

Íåõàé (F, +, ·) � ïîëå.
Îçíà÷åííÿ 2.0.1. 1. Ñóêóïíiñòü ðiâíÿíü âèäó





a11x1+ a12x2+ a13x3+ . . . + a1nxn = b1

a21x1+ a22x2+ a23x3+ . . . + a2nxn = b2

a31x1+ a32x2+ a33x3+ . . . + a3nxn = b3

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1+ am2x2+ am3x3+ . . . + amnxn = bm

, (2.0.1)

äå xi− íåâiäîìi, à aij, bi ∈ F− êîåôiöi¹íòè (i = 1, 2, . . . m, j = 1, 2, . . . n)
íàçèâàþòü ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàä ïîëåì F.

ßêùî ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíÿíü ¹ íóëüîâèìè: b1 = b2 = . . . = bm = 0, òî
ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíîþ.

2. Íàáið (x∗1, x
∗
2, x

∗
3, . . . , x

∗
n), x∗i ∈ F, íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíié-

íèõ ðiâíÿíü (2.0.1) ÿêùî äëÿ âñiõ i = 1, 2, 3, . . . , m âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi
n∑

j=1

aijx
∗
j = bi.

3. Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì àôií-
íèì ìíîãîâèäîì íàä ïîëåì F.

Ïðèêëàä 2.0.1. Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ ïðèêëàäîì ëiíiéíîãî àôiííîãî ìíî-
ãîâèäó, îñêiëüêè ¹ ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü, ÿêà ìiñòèòü îäíå
ðiâíÿííÿ

0x1 + 0x2 + 0x3 + . . . + 0xn = 1.

Ïðèêëàä 2.0.2. Ìíîæèíà Fn = F× F× . . .× F︸ ︷︷ ︸
n

, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ìî-

æëèâèõ íàáîðiâ ¹ òàêîæ ïðèêëàäîì ëiíiéíîãî àôiííîãî ìíîãîâèäó, îñêiëüêè ¹
ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü, ÿêà ðiâíÿííÿ

0x1 + 0x2 + 0x3 + . . . + 0xn = 0.
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Îçíà÷åííÿ 2.0.2. Öåé ëiíiéíèé àôiííèé ìíîãîâèä Fn = F× F× . . .× F︸ ︷︷ ︸
n

íàçè-

âà¹òüñÿ àôiííèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì F i ïîçíà÷à¹òüñÿ An(F) àáî ïðîñòî
An, ÿêùî çðîçóìiëî íàä ÿêèì ïîëåì âií ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

Ïðèêëàä 2.0.3. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèäó





x1 = b1

x2 = b2

. . . . . . . . .

xn = bn

.

Âîíà î÷åâèäíî ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê - òî÷êó (b1, b2, . . . , bn) ∈ An àôiííîãî
ïðîñòîðó. Îòæå, òî÷êè àôiííîãî ïðîñòîðó ¹ ïðèêëàäàìè àôiííèõ ìíîãîâèäiâ.

Îçíà÷åííÿ 2.0.3. Ëiíiéíèé àôiííèé ìíîãîâèä, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ îäíèì ðiâ-
íÿííÿì

a1x1 + a2x2 + a3x3 + . . . anxn = b, (2.0.2)
äå íå âñi êîåôiöi¹íòè ai äîðiâíþþòü íóëþ, íàçèâàþòü ãiïåðïëîùèíîþ â
àôiííîìó ïðîñòîði An(F).

Ïðèêëàä 2.0.4. Íåõàé F = R− ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë i n = 2, òîäi ãiïåðïëîùèíà,
ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

a1x + a2y = b

¹ ïðîñòî ïðÿìîþ íà ïëîùèíi R2.

Ïðèêëàä 2.0.5. Ïðè n = 3 ãiïåðïëîùèíà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

a1x + a2y + a3z = b

¹ ïëîùèíîþ â ïðîñòîði R3.

Ëåìà 2.0.1. Ïåðåòèí ëiíiéíèõ àôiííèõ ìíîãîâèäiâ ¹ ëiíiéíèì àôiííèì ìíî-
ãîâèäîì.

Äîâåäiòü öþ ëåìó ñàìîñòiéíî.
Çàóâàæèìî, ùî îá'¹äíàííÿ ëiíiéíèõ àôiííèõ ìíîãîâèäiâ, âçàãàëi êàæó÷è, íå

¹ ëiíiéíèõ àôiííèì ìíîãîâèäîì. Çîêðåìà, ïàðà òî÷îê àáî ïàðà ïðÿìèõ , âçàãàëi
êàæó÷è, íå ¹ ëiíiéíèìè àôiííèìè ìíîãîâèäàìè. Íàñïðàâäi, âîíè ¹ ïðèêëàäàìè
íåëiíiéíèõ àôiííèõ ìíîãîâèäiâ.

Îçíà÷åííÿ 2.0.4. Íåõàé

fi(x1, x2, . . . , xn) =
∑

k1,k2,...kn

a
(i)
k1,k2,...,kn

xk1

1 xk2

2 . . . xkn
n , i = 1, 2, . . . , m−
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ñóêóïíiñòü ïîëiíîìiâ âiä n çìiííèõ ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ F. Ìíîæèíà ðîçâ'ÿç-
êiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü





f1(x1, x2, . . . , xn) = 0
f2(x1, x2, . . . , xn) = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

fm(x1, x2, . . . , xn) = 0

,

íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íîþ ìíîæèíîþ. Àëãåáðà¨÷íà ìíîæèíà Z íàçèâà¹-
òüñÿ àôiííèì ìíîãîâèäîì, ÿêùî âîíà ¹ íåçâiäíîþ, òîáòî ¨¨ íå ìîæíà ïî-
äàòè ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ Z = Z1∪Z2 àëãåáðà¨÷íèõ ìíîæèí Zi 6= ∅, Z, i = i, 2.
Îòæå, àëãåáðà¨÷íà ìíîæèíà ¹ îá'¹äíàííÿì àôiííèõ ìíîãîâèäiâ.

Ïðèêëàä 2.0.6. Ëiíiéíi àôiííi ìíîãîâèäè ¹ î÷åâèäíî àôiííèìè ìíîãîâèäàìè.

Ïðèêëàä 2.0.7. Ðiâíÿííÿ x2−y2 = 0 âèçíà÷à¹ ïàðó ïðÿìèõ íà ïëîùèíi i âîíà
¹ ïðèêëàäîì àëãåáðà¨÷íî¨ ìíîæèíè, ÿêà ¹ îá'¹äíàííÿì äâîõ àôiííèõ ìíîãîâè-
äiâ.

Âïðàâà. Íåõàé a1, a2, b1, b2 ∈ F− ôiêñîâàíi. Îïèñàòè àëãåáðà¨÷íó ìíîæèíó,
ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü:

{
(x− a1)(y − b2) = 0
(x− a2)(y − b1) = 0

Âïðàâà. Íàìàëþâàòè àëãåáðà¨÷íó ìíîæèíó òî÷îê, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ñèñòåìîþ
ðiâíÿíü {

xy = 0
yz = 0

Ïðèêëàä 2.0.8. Ðiâíÿííÿ x2+y2 = 1 ¹ ðiâíÿííÿì êîëà íà äåêàðòîâié ïëîùèíi,
òîáòî êîëî ¹ ïðèêëàäîì íåëiíiéíîãî àôiííîãî ìíîãîâèäà. Åëiïñ, ãiïåðáîëà òà
ïàðàáîëà âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíÿííÿìè

x2

a2 +
y2

b2 = 1

x2

a2 −
y2

b2 = 1

y2 = 2px,

¹ ïðèêëàäàìè íåëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ìíîæèí (a, b, p > 0 - ïàðàìåòðè), ÿêi
íàçèâàþòü êðèâèìè äðóãîãî ïîðÿäêó.

Âïðàâà 2.0.1. Äîâåñòè, ùî îá'¹äíàííÿ i ïåðåòèí àëãåáðà¨÷íèõ ìíîæèí ¹ àë-
ãåáðà¨÷íîþ ìíîæèíîþ.
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2.1 Ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi êðèâèõ äðóãîãî ïîðÿäêó

Îçíà÷åííÿ 2.1.1. Àôiííèé ìíîãîâèä íàçèâà¹òüñÿ ïàðàáîëîþ, ÿêùî iñíó¹
äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîùèíi â ÿêié âií âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì:

y2 = p · x, äå p > 0 − ïàðàìåòð (2.1.3)

(p/2, 0)

y = kx

y = - kx

x

y

x = - p/2

Äëÿ âiäíîøåííÿ êîîðäèíàò òî÷îê ïàðàáîëè ìà¹ìî
|y|
x

=

√
2p√
x

→ 0, ïðè x → +∞.

Ãåîìåòðè÷íî öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî k > 0, iñíó¹ òî÷êà x0 = x0(k) íà îñi
àáñöèñ òàêà, ùî âñi òî÷êè ïàðàáîëè ç àáñöèñîþ áiëüøîþ çà x0 ëåæàòü âñåðåäèíi
êóòà, ùî óòâîðþþòü ïðÿìi y = ±kx.

Îçíà÷åííÿ 2.1.2. ×èñëî p, íàçèâà¹òüñÿ ôîêàëüíèì ðàäióñîì ;
÷èñëî p

2, íàçèâà¹òüñÿ ôîêóñíîþ âiäñòàííþ;
òî÷êà (p

2 , 0), íàçèâà¹òüñÿ ôîêóñîì.
ïðÿìà x = −p

2, íàçèâà¹òüñÿ äèðåêòðèñîþ .
Òåîðåìà 2.1.1. Ãåîìåòðè÷íå îçíà÷åííÿ ïàðàáîëè.

Ïàðàáîëà ¹ ãåîìåòðè÷íèì ìiñöåì òî÷îê ðiâíîâiääàëåíèõ âiä äåÿêî¨ òî÷êè
(ôîêóñà) i ïðÿìî¨ (äèðåêòðèñè).

Äîâåäåííÿ. Óìîâà ðiâíîâiääàëåíîñòi ìà¹ âèãëÿä
∣∣∣x +

p

2

∣∣∣ =

√(
x− p

2

)2
+ y2.
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Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âñi òî÷êè ïàðàáîëè M = M(y2/2p, y) i òiëüêè âîíè
çàäîâîëüíÿþòü öié óìîâi.

Îçíà÷åííÿ 2.1.3. Àôiííèé ìíîãîâèä íàçèâà¹òüñÿ åëiïñîì, ÿêùî iñíó¹ äå-
êàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîùèíi â ÿêié âií âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì:

x2

a2 +
y2

b2 = 1, a ≥ b > 0. (2.1.4)

Çàóâàæèìî, ùî ïðè a = b ìà¹ìî ðiâíÿííÿ êîëà ðàäióñà a :

x2 + y2 = a2 (2.1.5)
y

xa

b

-b

-a 0 c-c

Îçíà÷åííÿ 2.1.4. Òî÷êà O(0, 0) íàçèâà¹òüñÿ öåíòðîì;
òî÷êè (±a, 0) òà (0,±b), íàçèâàþòü âåðøèíàìè åëiïñà;
âiäðiçêè [0, a], [0, b] íàçâåìî áiëüøîþ òà ìåíøîþ ïiââiñÿìè;
òî÷êè (±c, 0) íàçèâàþòüñÿ ôîêóñàìè;
÷èñëî p = b2

a , íàçèâàþòü ôîêàëüíûì ïàðàìåòðîì ;
÷èñëî 2c = 2

√
a2 − b2 íàçèâàþòü âiäñòàííþ ìiæ ôîêóñàìè;

÷èñëî e = c
a =

√
1− b2

a2 íàçèâàþòü åêñöåíòðèñèòåòîì,
ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ åëiïñà 0 ≤ e < 1;

ïðÿìi x = ±a
e , e 6= 0, íàçèâàþòüñÿ äèðåêòðèñàìè.
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Äëÿ òî÷êè åëiïñà M(x, y) ìà¹ìî äâà ôîêàëüíèõ ðàäióñà r1, r2 � âiäñòàíi äî
ëiâîãî òà ïðàâîãî ôîêóñiâ. Äëÿ ëiâîãî ðàäióñà ìà¹ìî:

r2
1 = (x + c)2 + y2 = (x + c)2 + b2(1− x2

a2 ) =

= (1− b2

a2 )x
2 + 2xc + c2 + b2 =

c2

a2x
2 + 2xc + a2 =

= e2x2 + 2xea + a2 = (ex + a)2.

Âðàõîâóþ÷è, ùî |ex| < a, çâiäñè îòðèìó¹ìî:

r1 = a + ex.

Ñàìîñòiéíî îòðèìàéòå ôîðìóëó äëÿ ïðàâîãî ôîêàëüíîãî ðàäióñà:

r2 = a− ex. (2.1.6)

Äîäàâàííÿì öèõ ôîðìóë îòðèìó¹ìî:

r1 + r2 = 2a.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî M(x, y) � äîâiëüíà òî÷êà ïëîùèíè, ñóìà âiäñòàíåé
ÿêî¨ äî ôîêóñiâ äîðiâíþ¹ 2a, òîáòî ìà¹ ìiñöå

√
(x + c)2 + y2 +

√
(x− c)2 + y2 = 2a.

Ñàìîñòiéíî âèâåäiòü ç öüîãî, ùî êîîðäèíàòè (x, y) çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ
(2.1.4), à îòæå òî÷êà M íàëåæèòü åëiïñó. Òàêèì ÷èíîì ìè ïðèéøëè äî ãåîìå-
òðè÷íîãî îçíà÷åííÿ åëiïñà:

Òåîðåìà 2.1.2. Åëiïñ öå ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê, ñóìà âiäñòàíåé ÿêèõ äî
äâîõ äàíèõ òî÷îê (ôîêóñiâ) ¹ ïîñòiéíå ÷èñëî, ùî äîðiâíþ¹ áiëüøié âiñi åëiïñà.

Äëÿ âiäñòàíåé òî÷êè åëiïñà M(x, y) äî ëiâî¨ òà ïðàâî¨ äèðåêòðèñ x = ±a
e

ìà¹ìî ôîðìóëè: ∣∣∣x +
a

e

∣∣∣ =
|ex + a|

e
=

r1

e
.

∣∣∣x− a

e

∣∣∣ =
|ex− a|

e
=

r2

e
.

Íàâïàêè, ÿêùî √
(x± c)2 + y2 = e

∣∣∣x± a

e

∣∣∣ ,

òî
(x± c)2 + y2 = (ex± a)2,

çâiäêè,
(1− e2)x2 + y2 = a2 − c2.
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Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ î÷åâèäíî ðiâíîñèëüíå ðiâíÿííþ, (2.1.4), à îòæå (x, y) ¹ êî-
îðäèíàòàìè òî÷êè, ùî íàëåæèòü âiäïîâiäíîìó åëiïñó. Òèì ñàìèì ìè îòðèìàëè
ùå îäíå ãåîìåòðè÷íå îçíà÷åííÿ åëiïñà.
Òåîðåìà 2.1.3. Åëiïñ ¹ ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê, âiäíîøåííÿ âiäñòàíåé ÿêèõ
äî äàíî¨ òî÷êè (ëiâîãî àáî ïðàâîãî ôîêóñà) i äî äàíî¨ ïðÿìî¨ (ëiâî¨ àáî ïðàâî¨
äèðåêòðèñè) ¹ ñòàëà, ðiâíà åêñöåíòðèñèòåòó.
Îçíà÷åííÿ 2.1.5. Àôiííèé ìíîãîâèä íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðáîëîþ, ÿêùî iñíó¹
äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîùèíi â ÿêié âií âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì:

x2

a2 −
y2

b2 = 1, a > 0, b > 0. (2.1.7)

y

xa

b

-b

-a 0 c-c

Ãiïåðáîëà ó ÿêî¨ a = b íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîái÷íîþ. Ðiâíÿííÿ òàêî¨ ãiïåðáîëè
x2 − y2 = a2 çàìiíîþ ñèñòåìè êîîðäèíàò (ïîâîðîò íà êóò 450) :

u =
√

2
2 (x− y), v =

√
2

2 (x + y) íàáóäå âèãëÿä

u · v = 2a2

Äëÿ ãiïåðáîëè (2.2.8) ââåäåìî àíàëîãi÷íi òåðìiíè
Îçíà÷åííÿ 2.1.6. Òî÷êà O(0, 0) íàçâåìî öåíòðîì, à òî÷êè (±a, 0) âåðøèíàìè
ãiïåðáîëè;
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âiäðiçêè [0, a], [0, b] íàçâåìî äiéñíîþ òà óÿâíîþ ïiââiñÿìè;
÷èñëî 2c = 2

√
a2 + b2 íàçèâàþòü âiäñòàííþ ìiæ ôîêóñàìè;

òî÷êè (±c, 0) íàçèâà¹òüñÿ ôîêóñàìè;
÷èñëî p = b2

a , íàçèâàþòü ôîêàëüíûì ïàðàìåòðîì ;
÷èñëî e = c

a =
√

1 + b2

a2 , íàçèâàþòü åêñöåíòðèñèòåòîì,
ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ ãiïåðáîëè e > 1;

ïðÿìi x = ±a
e , e 6= 0, íàçèâàþòüñÿ äèðåêòðèñàìè.

÷èñëî p = b2

a , íàçèâà¹òüñÿ ôîêàëüíûì ïàðàìåòðîì

Ïîíÿòòÿ ëiâîãî òà ïðàâîãî ôîêàëüíîãî ðàäióñiâ òî÷êè M(x, y) ãiïåðáîëè ââî-
äÿòüñÿ ÿê i äëÿ åëiïñà, i ìà¹ìî iäåíòè÷íi ôîðìóëè:

r2
1 = (ex + a)2, r2

2 = (ex− a)2

|ex| > |x| ≥ a

Âðàõîâóþ÷è îñòàííi íåðiâíîñòi, âèëó÷à¹ìî êîðåíi ç êâàäðàòiâ ëiâèõ òà ïðàâèõ
÷àñòèí i îòðèìó¹ìî:

r1 =

{
a + ex ïðè x > 0
−a− ex ïðè x < 0

r2 =

{ −a + ex ïðè x > 0
a− ex ïðè x < 0

Çâiäêè,
r1 − r2 =

{
2a ïðè x > 0
−2a ïðè x < 0

,

îòæå, äëÿ âñiõ x ìà¹ìî
|r1 − r2| = 2a.

Íàâïàêè, ñàìîñòiéíî ïåðåêîíàéòåñü, ùî ÿêùî òî÷êà ïëîùèíè M(x, y), òàêà, ùî
ðiçíèöÿ âiäñòàíåé äî ôîêóñiâ ïî ìîäóëþ äîðiâíþ¹ 2a, òîáòî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

∣∣∣
√

(x− c)2 + y2 −
√

(x + c)2 + y2
∣∣∣ = 2a,

òî êîîðäèíàòè (x, y) çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ (2.2.8), à îòæå öÿ òî÷êà ëåæèòü
íà ãiïåðáîëi. Öèì äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.1.4. Ãiïåðáîëà öå ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê, ðiçíèöÿ âiäñòàíåé
ÿêèõ äî äâîõ äàíèõ òî÷îê (ôîêóñiâ) çà ìîäóëåì ¹ ñòàëà, ùî äîðiâíþ¹ äîâæèíi
äiéñíî¨ âiñi 2a.

ßê i äëÿ åëiïñà iñíó¹ iíøå ãåîìåòðè÷íå îçíà÷åííÿ ãiïåðáîëè.
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Òåîðåìà 2.1.5. Ãiïåðáîëà ¹ ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê, âiäíîøåííÿ âiäñòàíåé
ÿêèõ äî äàíî¨ òî÷êè (ëiâîãî àáî ïðàâîãî ôîêóñà) i äî äàíî¨ ïðÿìî¨ (ëiâî¨ àáî
ïðàâî¨ äèðåêòðèñè) ¹ ñòàëà, ðiâíà åêñöåíòðèñèòåòó.

Äîâåäåííÿ. Ñëiä ñêîðèñòàòèñÿ âèùåíàâåäåíèìè ôîðìóëàìè äëÿ r1, r2, òà äî-
ñëiâíî ïîâòîðèòè äîâåäåííÿ ïðîâåäåíå äëÿ åëiïñà.
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2.2 Ïîâåðõíi äðóãîãî ïîðÿäêó

Îçíà÷åííÿ 2.2.1. Àôiííèé ìíîãîâèä íàçèâà¹òüñÿ êîíóñîì, ÿêùî iñíó¹ äå-
êàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó, â ÿêié âií âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì:

x2

a2 +
y2

b2 −
z2

c2 = 0, a ≥ b > 0, c > 0 (2.2.8)

×óäîâîþ âëàñòèâiñòþ êîíóñà ¹ òå, ùî i åëiïñ, i ãiïåðáîëà, i ïàðàáîëà ìîæóòü
áóòè îòðèìàíi ÿê ïåðåðiçè êîíóñà ïëîùèíîþ. Öå ìîæíà ëåãêî îòðèìàòè àíàëi-
òè÷íî, àëå ìè íàâåäåìî ãåîìåòðè÷íi ìiðêóâàííÿ.

P

P

B

2

1

F

F
2

1

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ïëîùèíà ïåðåðiçà¹ îáèäâà ïiâêîíóñà (íà ìàëþíêó
âîíà çàøòðèõîâàíà). Âïèøåìî äâi êóëi, ÿêi äîòèêàþòüñÿ äî ïiâêîíóñiâ òà ïëî-
ùèíè. Òî÷êè äîòèêó êóëü äî êîíóñà äàþòü íàì äâà êîëà. Íåõàé B � äîâiëüíà
òî÷êà ïåðåðiçó. Ç'¹äíà¹ìî ¨¨ ç âåðøèíîþ êîíóñà, i ïîçíà÷èìî òî÷êè ïåðåòèíó ç
âèùåçãàäàíèìè êîëàìè P1, P2. ßê âiäîìî, âiäðiçêè äîòè÷íèõ äî êóëi ïðîâåäåíi
ç îäíi¹¨ òî÷êè ìàþòü îäíàêîâó äîâæèíó, îòæå ìà¹ìî ðiâíîñòi äîâæèí âiäðiçêiâ

BF1 = BP1, BF2 = BP2,
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çâiäêè
|BF2 −BF1| = |BP2 −BP1| = |P1P2|.

Çàóâàæèìî, ùî äîâæèíà âiäðiçêà P1P2 çàëåæèòü ëèøå âiä êîíóñà òà ïëîùèíè
i íå çàëåæèòü âiä îáðàíî¨ òî÷êè ïåðåðiçó B. Çà òåîðåìîþ 2.1.4, ìà¹ìî ùî íàø
ïåðåðiç ¹ ãiïåðáîëîþ.

Âïðàâà 2.2.1. Ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè ïëîùèíà ïåðåðiçà¹ ëèøå îäèí ïiâêî-
íóñ i, ïðîâiâøè àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, äîâåñòè, ùî ïåðåðiçîì áóäå åëiïñ, ÿêùî
ïëîùèíà ïåðåðiçó íå ¹ ïàðàëåëüíîþ äî òâiðíî¨ êîíóñà i ïàðàáîëîþ â ïðîòèëå-
æíîìó âèïàäêó.

Îçíà÷åííÿ 2.2.2. Íåõàé ìà¹ìî ïëîùèíó â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði, ìîæíà
ââàæàòè, ùî F2 ⊂ F3, i F2 ⊃ Z � àëãåáðà¨÷íà ìíîæèíà, ùî ¹ ìíîæèíîþ
íóëiâ äåÿêî¨ ñèñòåìè ïîëiíîìiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ìíîæèíà íóëiâ öi¹¨ æ ñèñòåìè
â F3 íàçèâà¹òüñÿ öèëiíäðè÷íîþ ïîâåðõíåþ íàä Z.

Íà öüîìó øëÿõó îòðèìó¹ìî åëiïòè÷íèé öèëiíäð,
z

y

x

O

à òàêîæ ïàðàáîëi÷íèé òà ãiïåðáîëi÷íèé öèëiíäðè. Äâà îñòàííiõ ïðîïîíó¹ìî
íàìàëþâàòè ñàìîñòiéíî.

Îçíà÷åííÿ 2.2.3. Àôiííèé ìíîãîâèä íàçèâà¹òüñÿ åëiïñî¨äîì, ÿêùî iñíó¹
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äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði â ÿêié âií âèçíà÷à¹-
òüñÿ ðiâíÿííÿì:

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1, a > 0, b > 0, c > 0. (2.2.9)

Îçíà÷åííÿ 2.2.4. Àôiííèé ìíîãîâèä íàçèâà¹òüñÿ îäíîïîðîæíèííèì ãi-
ïåðáîëî¨äîì, ÿêùî iñíó¹ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò â òðèâèìiðíîìó ïðî-
ñòîði â ÿêié âií âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì:

x2

a2 +
y2

b2 −
z2

c2 = 1, a > 0, b > 0, c > 0. (2.2.10)
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O

z

ya

i äâîïîðîæíèííèì ãiïåðáîëî¨äîì, ÿêùî iñíó¹ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîð-
äèíàò â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði â ÿêié âií âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì:

x2

a2 −
y2

b2 −
z2

c2 = 1, a > 0, b > 0, c > 0. (2.2.11)

O
y

x

z
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Îçíà÷åííÿ 2.2.5. Àôiííèé ìíîãîâèä íàçèâà¹òüñÿ åëiïòè÷íèì ïàðàáîëî¨-
äîì, ÿêùî iñíó¹ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði â
ÿêié âií âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì:

x2

a2 +
y2

b2 = 2z, a > 0, b > 0. (2.2.12)z

O

x y

Îçíà÷åííÿ 2.2.6. Àôiííèé ìíîãîâèä íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðáîëi÷íèì ïàðàáî-
ëî¨äîì, ÿêùî iñíó¹ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði
â ÿêié âií âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì:

x2

a2 −
y2

b2 = 2z, a > 0, b > 0. (2.2.13)
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C
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1C

2.3 Ïàðàìåòðèçàöiÿ àôiííèõ ìíîãîâèäiâ.

Îçíà÷åííÿ 2.3.1. Ïàðàìåòðèçàöi¹þ àôiííîãî ìíîãîâèäó V íàçèâà¹òüñÿ ñþ-
ð¹êöiÿ p : Fm → V.

ßêùî V ⊂ Fn, òî p = (p1, p1, . . . , pn), pj : Fm → F, ïðè öüîìó ðiâíÿííÿ
{xi = pi(t1, t2, . . . , tm), i = 1, 2, . . . , n (2.3.14)

íàçèâàþòüñÿ ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè ìíîãîâèäó.
Ïðèêëàä 2.3.1. Ïðÿìó íà ïëîùèíi, ùî çàäàíà ðiâíÿííÿì y = kx + b, ìîæíà
ïàðàìåòðèçóâàòè òàêèì ÷èíîì: t → (t, kt + b), à äëÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êó ç êîîðäèíàòàìè (x0, y0) i ïàðàëåëüíó âåêòîðó (a1, a2) ïàðàìåòðè-
çàöiÿ ìà¹ âèãëÿä t → (x0+a1t, y0+a2t). Äëÿ ïðÿìî¨ â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði,
ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (x0, y0, z0) i ïàðàëåëüíó âåêòîðó (a1, a2, a3) áóäåìî
ìàòè t → (x0 + a1t, y0 + a2t, z0 + a3t).

Ïðèêëàä 2.3.2. Çi øêîëè âiäîìî, ùî êîëî x2 + y2 = 1 ìîæíà ïàðàìåòðèçó-
âàòè çà äîïîìîãîþ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié: R 3 t → (cos t, sin t).

Ïðèêëàä 2.3.3. Ïëîùèíà Π â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹-
òüñÿ ïàðîþ ïàðàëåëüíèõ ¨é âåêòîðiâ −→u = (u1, u2, u3),

−→v = (v1, v2, v3) òà îäíi-
¹þ ç ¨¨ òî÷îê M0 = (x0, y0, z0) ∈ Pi. Äiéñíî, òî÷êà M = (x, y, z) íàëåæèòü Π

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîð −−−→MM0 ìîæíà ïîäiòè ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ
âåêòîðiâ u, v :

−−−→
MM0 = λ−→u + µ−→v . Îòæå, ìà¹ìî äâîâèìiðíó ïàðàìåòðèçàöiþ

p : (λ, µ) → (x0 + λu1 + µv1, y0 + λu2 + µv2, z0 + λu3 + µv3)
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Ïðèêëàä 2.3.4. Âiäîáðàæåííÿ

(φ, θ) → (cos φ sin θ, sin φ sin θ, cos θ)

¹ ïàðàìåòðèçàöi¹þ ñôåðè.

Ïàðàìåòðèçàöiÿ àáñîëþòíî íåîáõiäíà äëÿ çàäà÷ êîìï'þòåðíî¨ ãðàôiêè, àäæå
âîíà äà¹ êîîðäèíàòè òî÷îê àôiííîãî ìíîãîâèäó (ïîâåðõíi) â ÿâíîìó âèãëÿäi.
Íàäàþ÷è äîñòàòíî âåëèêó êiëüêiñòü çíà÷åíü ïàðàìåòðàì, ìîæíà çàñâiòèòè íà
åêðàíi êîìï'þòåðà òàê áàãàòî ïiêñåëåé, ùî âîíè çiëëþòüñÿ â ñóöiëüíå çîáðàæå-
ííÿ ïîâåðõíi. Ïðè öüîìó ÷àñîì âèêîðèñòîâóþòü íåïîâíó ïàðàìåòðèçàöiþ, êîëè
äåÿêèì òî÷êàì ìíîãîâèäó íå âiäïîâiäà¹ æîäíîãî íàáîðó çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ.
Çðîçóìiëî, ùî âiäñóòíiñòü îêðåìèõ ïiêñåëåé íå âïëèâà¹ íà âèãëÿä çîáðàæåííÿ
íà åêðàíi. Ïðèêëàäîì òàêî¨ ïàðàìåòðèçàöi¨ ¹ ñòåðåîãðàôi÷íà ïðîåêöiÿ, ÿêà ¹
ðàöiîíàëüíîþ ïàðàìåòðèçàöi¹þ êîëà ç âèêîëîòîþ òî÷êîþ.

Ïðèêëàä 2.3.5. Çãiäíî ìàëþíêà, êîæíîìó çíà÷åííþ ïàðàìåòðà t ∈ R îäíî-
çíà÷íî âiäïîâiäà¹ òî÷êà íà êîëi. Î÷åâèäíî, ùî iñíó¹ òî÷íî îäíà òî÷êà êîëà,
ÿêié íå âiäïîâiäà¹ æîäíå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà t.

t

Ïðîïîíó¹ìî ñàìîñòiéíî âèâåñòè ôîðìóëè äëÿ êîîðäèíàò òî÷îê êîëà
x = x(t), y = y(t) ïðè ñòåðåîãðàôi÷íié ïðîåêöi¨.
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2.4 Ïàðàìåòðèçàöiÿ ëiíiéíèõ àôiííèõ ìíîãîâèäiâ

Ïîâåðíåìîñÿ äî ëiíiéíèõ àôiííèõ ìíîãîâèäiâ Äëÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèäó
(2.0.1) ìè ÷àñòî áóäåìî âæèâàòè áiëüø êîðîòêèé çàïèñ:





∑n
j=1 a1jxj = b1∑n
j=1 a2jxj = b2∑n
j=1 a3jxj = b3

. . . . . . . . .∑n
j=1 amjxj = bm,

(2.4.15)

àáî ùå êîðîòøå {
n∑

j=1

aijxj = bi; i = 1, 2, . . . , m. (2.4.16)

Çàðàç íàøåþ çàäà÷åþ áóäå ïîáóäîâà àëãîðèòìiâ ïàðàìåòðèçàöi¨ ìíîãîâèäiâ,
ùî çàäàþòüñÿ äàíîþ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Ïðè öüîìó, âåêòîð

(p1(t1, t2, . . . , tm), p2(t1, t2, . . . , tm), . . . , pn(t1, t2, . . . , tm)),

ç îçíà÷åííÿ 2.3.1, íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíèì ðîç'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü. Çíà÷åííÿ öüîãî âåêòîðà ïðè êîíêðåòíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ ¹ êîîðäè-
íàòàìè òî÷êè ëiíiéíîãî ìíîãîâèäó, éîãî ÷àñîì íàçèâàþòü ÷àñòêîâèì ðîç'ÿç-
êîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Îçíà÷åííÿ 2.4.1. Äâi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiä n çìiííèõ íàçèâàþòüñÿ
åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî âîíè âèçíà÷àþòü îäèí i òîé æå ìíîãîâèä, òîáòî ìíî-
æèíè ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíi.

Ïîêàæiòü, ùî ââåäåíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü âiä n íåâiäîìèõ íàä ïîëåì F äiéñíî ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi.

Ïðèêëàä 2.4.1. ßêùî â ñèñòåìi ðiâíÿíü (2.0.1) çðîáèòè äîâiëüíó ïåðåñòà-
íîâêó ðiâíÿíü, òî ìè î÷åâèäíî îòðèìà¹ìî ñèñòåìó åêâiâàëåíòíó ïî÷àòêîâié.

Ïðèêëàä 2.4.2. ßêùî â ñèñòåìi ðiâíÿíü (2.0.1) ïîìíîæèòè îáèäâi ÷àñòèíè
äåÿêîãî i-ãî ðiâíÿííÿ íà äîâiëüíå λ ∈ F∗, à ðåøòó ðiâíÿíü çàëèøèòè íåçìií-
íèìè, òî îòðèìàíà ñèñòåìà áóäå òàêîæ åêâiâàëåíòíà ïî÷àòêîâié.

Ïðèêëàä 2.4.3. ßêùî â ñèñòåìi ðiâíÿíü (2.0.1) äî j-ãî ðiâíÿííÿ äîäàòè i-òå
ïîìíîæåíå íà λ ∈ F, à ðåøòó ðiâíÿíü (âêëþ÷àþ÷è i-òå ) çàëèøèòè íåçìií-
íèìè, òî îòðèìàíà ñèñòåìà áóäå åêâiâàëåíòíà ïî÷àòêîâié.

Äîâåäiòü îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ ñàìîñòiéíî.
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Ïðèêëàä 2.4.4. ßêùî â ñèñòåìi ðiâíÿíü (2.0.1) çðîáèòè çàìiíó íåâiäîìèõ i
ïîêëàñòè: xi = yj, xj = yi, à äëÿ k 6= i, j ïîêëàñòè xk = yk, òî ìè îòðèìà¹ìî
ñèñòåìó ðiâíÿíü, ÿêà âçàãàëi êàæó÷è íå ¹ åêâiâàëåíòíîþ ïî÷àòêîâié.

Íàâåäiòü êîíêðåòíèé ïðèêëàä òàêî¨ ñèñòåìè.

Îçíà÷åííÿ 2.4.2. Òàáëèöÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ ðîçìiðó m× n âèäó



a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

a31 a32 a33 . . . a3n

. . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 am3 . . . amn




(2.4.17)

íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, à òàáëèöÿ âèäó



a11 a12 a13 . . . a1n b1

a21 a22 a23 . . . a2n b2

a31 a32 a33 . . . a3n b3

. . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 am3 . . . amn bm




(2.4.18)

íàçèâà¹òüñÿ ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Î÷åâèäíî, ùî ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ (2.4.18) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ñèñòåìó (2.0.1)
i íàâïàêè. Ïðè öüîìó ïåðåòâîðåííÿì ñèñòåì, íàâåäåíèì â ïðèêëàäàõ 2.4.1, 2.4.2,
2.4.3, 2.4.4 áóäóòü âiäïîâiäàòè òàêi ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöü � ïåðåñòàíîâêà ðÿä-
êiâ, ìíîæåííÿ ðÿäêà íà ÷èñëî, äîäàâàííÿ äî j-ãî ðÿäêà i-ãî ïîìíîæåíîãî íà
λ ∈ F, ïåðåñòàíîâêà ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi.

Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöü.

1. Mr(i, λ), Mc(i, λ) � ìíîæåííÿ ðÿäêà, ñòîâï÷èêà íà ÷èñëî λ 6= 0;

2. Swr(i, j), Swc(i, j) � ïåðåñòàíîâêà âiäïîâiäíèõ ðÿäêiâ, ñòîâï÷èêiâ;

3. Adr(i, λ, j), Adc(i, λ, j) � äîäàâàííÿ i-ãî ðÿäêà, ñòîâï÷èêà, ïîìíîæåíîãî íà
λ ∈ F äî j-ãî ðÿäêà, ñòîâï÷èêà; âñi ðÿäêè, ñòîâï÷èêè âiäìiííi âiä j-ãî
çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè.

Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü ïðèâîäÿòü äî ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü, ÿêà åêâiâàëåíòíà äàíié.
Ïðè âèêîíàííi åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ñòîâï÷èêàìè îñíîâíî¨ ìàòðèöi,
ñëiä çðîáèòè âiäïîâiäíó çàìiíó çìiííèõ:

1. Mc(i, λ)− xi = λyi, xk = yk, k 6= i;
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2. Swc(i, j)− xi = yj, xj = yi, xk = yk, k 6= i, j;

3. Adc(i, λ, j) − xi = yi + λyj, xk = yk, k 6= i.

Àëãîðèòìè ïîáóäîâè çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.
Ìåòîä Ãàóñà.

1. (1-é êðîê). Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðîöåäóðó Swr(1, j) ïðèõîäèìî äî ìàòðèöi âèäó
(2.4.18), ó ÿêî¨ â âåðõíüîìó ëiâîìó êóòi (åëåìåíò a11) ¹ íåíóëüîâèì;

2. äëÿ êîæíîãî j = 2, 3, . . . , m âèêîíó¹ìî ïðîöåäóðó Adr(1,−ai,1

a11
, j); â ðåçóëü-

òàòi ÷îãî ïðèõîäèìî äî ìàòðèöi ó ÿêî¨ âñi åëåìåíòè ïåðøîãî ñòîâï÷èêà
êðiì ïåðøîãî ¹ íóëüîâèìè;

3. (2-é êðîê) ÿêùî â îòðèìàíié ìàòðèöi äëÿ âñiõ i, j : 1 < i ≤ n, 1 ≤ i ≤
n ai,j = 0, òî çóïèíÿ¹ìîñÿ, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, âèêîíó¹ìî ïðîöåäóðó
Swr(2, j) àáî Swc(2, j) äëÿ äåÿêîãî j > 2, òàêèì ÷èíîì, ùîá îòðèìàòè
ìàòðèöþ ó ÿêî¨ a22 6= 0 ; ÿêùî ïðè öüîìó ïåðåñòàâëÿëèñÿ ñòîâï÷èêè, òî
ðîáèìî âiäïîâiäíó çàìiíó çìiííèõ;

4. äëÿ êîæíîãî j = 3, 4, . . ., m, à òàêîæ j = 1 âèêîíó¹ìî ïðîöåäóðó
Adr(2,−aj,2

a22
, j), â ðåçóëüòàòi ÷îãî ïðèõîäèìî äî ìàòðèöi ó ÿêî¨ âñi åëåìåíòè

äðóãîãî ñòîâï÷èêà êðiì äðóãîãî ¹ íóëüîâèìè;

5. íà s-ìó êðîöi àëãîðèòìó ïåðåâiðÿ¹ìî, ÷è ¹ â ðÿäêàõ ç íîìåðàìè ≥ s îòðè-
ìàíî¨ ìàòðèöi åëåìåíòè aij, i ≥ s, âiäìiííi âiä íóëÿ; ÿêùî òàêèõ íåìà¹,
òî çóïèíÿ¹ìîñÿ, ÿêùî ¹, òî âèêîíó¹ìî ïðîöåäóðó Swr(s, j) àáî Swc(s, j)
äëÿ äåÿêîãî j > s, òàêèì ÷èíîì, ùîá îòðèìàòè ìàòðèöþ ó ÿêî¨ ass 6= 0 ;
ÿêùî ïðè öüîìó ïåðåñòàâëÿëèñÿ ñòîâï÷èêè, òî ðîáèìî âiäïîâiäíó çàìiíó
çìiííèõ;

6. äëÿ êîæíîãî j = s + 1, s + 2, . . . , m, à òàêîæ j = 1, 2, . . . , s − 1 âèêîíó¹ìî
ïðîöåäóðó Adr(s,−aj,s

ass
, j); â ðåçóëüòàòi ÷îãî ïðèõîäèìî äî ìàòðèöi ó ÿêî¨

âñi åëåìåíòè s-ñòîâï÷èêà êðiì s-ãî ¹ íóëüîâèìè;

7. çóïèíÿ¹ìîñÿ ÿêùî â îòðèìàíié îñíîâíié ìàòðèöi äëÿ âñiõ i > s ai,j = 0 àáî
ÿêùî ðÿäêè ìàòðèöi âè÷åðïàíî; ÿêùî îòðèìàíî íóëüîâèé ðÿäîê îñíîâíî¨
ìàòðèöi, à âiäïîâiäíèé åëåìåíò îñòàííüîãî ñòîâï÷èêà íå ¹ íóëüîâèì, òî
îòðèìàíà ñèñòåìà íåñóìiñíà.
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Çàñòîñóâàâøè âêàçàíèé àëãîðèòì ìè ïðèéäåìî äî ìàòðèöi âèäó:



a11 0 0 . . . 0 a1s+1 a1s+2 . . . a1n b1

0 a22 0 . . . 0 a2s+1 a2s+2 . . . a2n b2

0 0 a33 . . . 0 a3s+1 a3s+2 . . . a3n b3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . as,s ass+1 ass+2 . . . asn bs

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0




, (2.4.19)

äå ïiäêðåñëåíi åëåìåíòè a11, a22, . . . , ass âiäìiííi âiä íóëÿ. Ðîçâ'ÿçó¹ìî ðiâíÿí-
íÿ âiäíîñíî íîâèõ çìiííèõ ç íîìåðàìè 1, 2, . . . , s, i ïåðåõîäèìî äî ïî÷àòêîâèõ
çìiííèõ xi1, xi2, . . . , xis, ÿêi íàçâåìî ãîëîâíèìè, ðåøòó çìiííèõ íàçâåìî ïàðà-
ìåòðàìè i ïîçíà÷èìî t1, t2, . . . , tn−s.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè îòðèìó¹ìî ó âèãëÿäi:
(
x∗i1(t1, t2, . . . , tn−s), x

∗
i2
(t1, t2, . . . , tn−s), . . . , x

∗
is
(t1, t2, . . . , tn−s), t1, t2, . . . , tn−s

)
.

Ìåòîä Æîðäàíà-Ãàóñà.

Â öüîìó ìåòîäi ìè âiäìîâëÿ¹ìîñÿ âiä ïåðåñòàíîâîê ñòîâï÷èêiâ, òîäi âêàçàíèìè â
ïîïåðåäíüîìó àëãîðèòìi ïðîöåäóðàìè ìîæíà ïðèâåñòè ìàòðèöþ äî ñõiä÷àñòîãî
âèãëÿäó:



a11 a12 . . . a1 n1
0 a1 n1+2 . . . a1n2

. . . 0 . . . a1 n b1

0 0 . . . 0 a2 n1+1 a2 n1+2 . . . a2 n2
. . . 0 . . . a2 n b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 . . . ak nk+1 . . . ak n bk

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0 0




.

(2.4.20)
Ïðè öüîìó ÷èñëà n1, n2−n1, . . . , n−nk � äîâæèíè ñõîäèíîê ìîæóòü ïðèéìàòè

çíà÷åííÿ âiä 1 äî n. ßêùî äîâæèíè âñiõ ñõîäèíîê äîðiâíþþòü 1, òî îòðèìó¹ìî
îñíîâíó ìàòðèöþ äiàãîíàëüíîãî âèäó, ÿêùî æ òàêèìè ¹ âñi ñõîäèíêè êðiì îñòàí-
íüî¨, òî îòðèìó¹ìî ìàòðèöþ âèäó (2.4.19). Ïðîòèëåæíà ñèòóàöiÿ, êîëè ìà¹ìî
îäíó ñõîäèíêó äîâæèíè n, öå îçíà÷à¹, ùî ëiíiéíèé àôiííèé ìíîãîâèä ðîçâ'ÿçêiâ
ñèñòåìè ðiâíÿíü ¹ ãiïåðïëîùèíà. Ïðèéìà¹ìî çìiííi x1, xn1+1, . . . , xnk+1 çà ãîëîâ-
íi, à ðåøòó çà ïàðàìåòðè i ïî ìàòðèöi (2.4.20) âèïèñó¹ìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
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ñèñòåìè:
(
x∗1(t1, t2, . . . tn−k), t1, . . . , tn1−1, x

∗
n1+1(t1, t2, . . . tn−k), tn1

, . . . ,

. . . , tnk−k+1, x
∗
k(t1, t2, . . . tn−k), tnk−k+2, . . . , tn−k) (2.4.21)

Ìîäèôiêîâàíèé ìåòîä Æîðäàíà-Ãàóñà (freestyle)

Â öüîìó ìåòîäi ìè âiäìîâëÿ¹ìîñü íå òiëüêè âiä ïåðåñòàíîâêè ñòîâï÷èêiâ ìàòðè-
öi (2.4.18), à i âiä ïåðåñòàíîâêè ¨¨ ðÿäêiâ.

1. Îáèðà¹ìî çðó÷íèé ìàòðè÷íèé åëåìåíò aij, â òîìó ñåíñi, ùî âñi åëåìåí-
òè éîãî ñòîâï÷èêà ëåãêî äiëÿòüñÿ íà öåé åëåìåíò, çîêðåìà äóæå çðó÷íî êîëè
ai,j = ±1; âèêîíóþòüñÿ ïðîöåäóðè Adr(i, λj, j), j = 1, 2, . . . , i − 1, i + 1, . . . , m
äå λj ïiäáèðàþòüñÿ òàêèì ÷èíîì ùîá â îòðèìàíié ìàòðèöi óñi åëåìåíòè j− ãî
ñòîâï÷èêà îêðiì i− ãî áóëè íóëüîâèìè, ïðè öüîìó çìiííà xj ïðèéìà¹òüñÿ çà
ãîëîâíó, à i− é ðÿäîê âiäìi÷à¹òüñÿ ÿê îáðîáëåíèé.

2. Îáèðà¹òüñÿ çðó÷íèé ìàòðè÷íèé åëåìåíò iç ðÿäêiâ ùî íå îáðîáëÿëèñÿ i
çíîâó âèêîíó¹òüñÿ ïðîöåäóðà Adr, ïðè öüîìó íóëi îòðèìàíi íà ïîïåðåäíiõ åòà-
ïàõ íå áóäóòü ïîðóøåíi, áî îáðîáëåíi ðàíiøå ðÿäêè âæå äîäàâàòèñü äî iíøèõ
íå áóäóòü.

3. Àëãîðèòì çàâåðøó¹ ðîáîòó êîëè îòðèìàíà îñíîâíà ìàòðèöÿ ó ÿêî¨ êîæåí
íåíóëüîâèé ðÿäîê áóâ ðàíiøå îáðîáëåíèé, òîáòî â íüîìó âèäiëåíà ãîëîâíà çìií-
íà, àáî êîëè â ïðîöåñi âèêîíàííÿ îòðèìàíî íóëüîâèé ðÿäîê îñíîâíî¨ ìàòðèöi,
ÿêîìó âiäïîâiäà¹ íåíóëüîâèé âiëüíèé ÷ëåí (ñèñòåìà íåñóìiñíà).

Îòðèìàíà ìàòðèöÿ ìà¹ òàê çâàíèé ìîíîìiàëüíèé âèä � â êîæíîìó íå-
íóëüîâîìó ðÿäêó ¹ òàêèé åëåìåíò (ìîæëèâî íå îäèí), øî â éîãî ñòîâï÷èêó âñi
åëåìåíòè âiäìiííi âiä íüîãî ¹ íóëüîâèìè.

Ïiñëÿ öüîãî çàëèøà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàòè âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ âiäíîñíî ãîëîâíèõ
çìiííèõ, à ðåøòó ïðèéíÿòè çà ïàðàìåòðè i âèïèñàòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòå-
ìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Íàâåäåìî ïðèêëàä ìîíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi, ÿêà ìîæå áóòè îòðèìàíà â ðåçóëü-
òàòi ðîáîòè öüîãî àëãîðèòìó.




0 1 1 0 1 0 1
1 0 1 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1


 .

Äëÿ öi¹¨ ìàòðèöi ó ïåðøîìó ðÿäêó òàêèì åëåìåíòîì ¹ äðóãèé, âiäïîâiäíà
ãîëîâíà çìiííà x2, ó äðóãîìó ðÿäêó ïåðøèé, âiäïîâiäíà ãîëîâíà çìiííà x1, à â
òðåòüîìó ðÿäêó òàêèì ¹ ÷åòâåðòèé, âiäïîâiäíà ãîëîâíà çìiííà x4.
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2.5 Çàäà÷i

2.5.1 Êðèâi äðóãîãî ïîðÿäêó

1. Äîâåñòè òàêi âëàñòèâîñòi êðèâèõ äðóãîãî ïîðÿäêó:
a)ïðîìiíü ñâiòëà, ÿêèé âèõîäèòü ç ôîêóñà F1 åëiïñà, ïiñëÿ äçåðêàëüíîãî
âiäáèòòÿ âiä ëiíi¨ åëiïñà ïðîõîäèòü ÷åðåç ôîêóñ F2 åëiïñà;
b)ïðîìiíü ñâiòëà, ÿêèé âèõîäèòü ç ôîêóñà F1 ãiïåðáîëè, ïiñëÿ äçåðêàëüíîãî
âiäáèòòÿ âiä ëiíi¨ ãiïåðáîëè ïðîõîäèòü ÷åðåç ôîêóñ F2 ãiïåðáîëè;
c)ïðîìiíü ñâiòëà, ÿêèé âèõîäèòü ç ôîêóñà ïàðàáîëè, ïiñëÿ äçåðêàëüíîãî
âiäáèòòÿ âiä ëiíi¨ ïàðàáîëè ïîøèðþ¹òüñÿ ïàðàëåëüíî îñi ïàðàáîëè.

2. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ åëiïñà, ôîêóñè ÿêîãî çíàõîäÿòüñÿ íà îñi àáñöèñ, ñèìå-
òðè÷íî âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ÿêùî

a) éîãî ìàëà âiñü i âiäñòàíü ìiæ ôîêóñàìè äîðiâíþþòü 10 i 6 âiäïîâiäíî;
b) éîãî ìàëà âiñü i åêñöåíòðèñèòåò äîðiâíþþòü 10 i 12

13 âiäïîâiäíî;
c) âiäñòàíi ìiæ éîãî äèðåêòðèñàìè òà âiäñòàíü ìiæ ôîêóñàìè äîðiâíþþòü

5 i 4 âiäïîâiäíî;
d) éîãî âåëèêà âiñü i âiäñòàíü ìiæ äèðåêòðèñàìè äîðiâíþþòü 8 i 16 âiäïî-

âiäíî;
e) âiäñòàíü ìiæ éîãî äèðåêòðèñàìè òà åêñöåíòðèñèòåò äîðiâíþþòü 32 i 1

2
âiäïîâiäíî.

3. Åêñöåíòðèñèòåò åëiïñà äîðiâíþ¹ 1
2 , éîãî öåíòð çáiãà¹òüñÿ ç ïî÷àòêîì êîîð-

äèíàò, à îäíà ç äèðåêòðèñ çàäàíà ðiâíÿííÿì x = 16. Îá÷èñëèòè âiäñòàíü
âiä òî÷êè M åëiïñà ç àáñöèñîþ -4 äî îäíîñòîðîííüîãî ç äàíîþ äèðåêòðèñîþ
ôîêóñà.

4. Åêñöåíòðèñèòåò åëiïñà äîðiâíþ¹ 1
3 éîãî öåíòð çáiãà¹òüñÿ ç ïî÷àòêîì êîîð-

äèíàò, à îäèí ç ôîêóñiâ � ç òî÷êîþ (−2, 0). Îá÷èñëèòè âiäñòàíü âiä òî÷êè
M åëiïñà ç àáñöèñîþ 2 äî îäíîñòîðîííüî¨ ç äàíèì ôîêóñîì äèðåêòðèñè.

5. Âèçíà÷èòè òî÷êè åëiïñà x2

100 + y2

36 = 1, âiäñòàíü âiä ÿêèõ äî ïðàâîãî ôîêóñà
äîðiâíþ¹ 14.

6. Âèçíà÷èòè òî÷êè åëiïñà x2

16 + y2

7 = 1, âiäñòàíü âiä ÿêèõ äî ïðàâîãî ôîêóñà
äîðiâíþ¹ 5

2 .

7. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ åëiïñà, ôîêóñè ÿêîãî çíàõîäÿòüñÿ íà îñi àáñöèñ, ñèìå-
òðè÷íî âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ÿêùî äàíî
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a) òî÷êó (−2
√

5, 2) åëiïñà i éîãî ìàëó ïiââiñü 3;
b) òî÷êó (−2, 2) åëiïñà i éîãî âåëèêó ïiââiñü 4;
c) òî÷êè (4,−√3) i (2

√
2, 3) åëiïñà;

d) òî÷êó (2, 3) åëiïñà i éîãî åêñöåíòðèñèòåò 1
3 ;

e) òî÷êó (−√5, 2) åëiïñà i âiäñòàíü ìiæ éîãî äèðåêòðèñàìè 10.

8. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íèõ äî åëiïñà

x2

32
+

y2

18
= 1

ïðîâåäåíèõ ç òî÷êè A(12,−3).

9. Âèçíà÷èòè, ÿêå ç íàñòóïíèõ ðiâíÿíü ¹ ðiâíÿííÿì åëiïñà, ÿêå ãiïåðáîëè. Ç
ðiâíÿíü, ùî âèçíà÷àþòü åëiïñ àáî ãiïåðáîëó âèçíà÷èòè êîîðäèíàòè öåíòðà,
ïiâîñi, åêñöåíòðèñèòåò òà ðiâíÿííÿ äèðåêòðèñ âiäïîâiäíî¨ êðèâî¨:

a) 2x2 + 9y2 − 4x + 18y + 19 = 0;
b) 16x2 − 9y2 − 64x− 54y − 161 = 0;
c) 2x2 − 9y2 − 4x + 18y + 19 = 0;
d) −x2 − 9y2 − 4x + 18y − 9 = 0;
e) 7x2 + 4y2 + 28x− 16y + 10 = 0.

10. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè, ôîêóñè ÿêî¨ ëåæàòü íà îñi àáñöèñ ñèìåòðè÷íî
âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ÿêùî

a) ¨¨ óÿâíà âiñü i âiäñòàíü ìiæ ôîêóñàìè äîðiâíþþòü 10 i 8 âiäïîâiäíî;
b) ¨¨ óÿâíà âiñü i åêñöåíòðèñèòåò äîðiâíþþòü 6 i 3

2 âiäïîâiäíî;
c) âiäñòàíi ìiæ ¨¨ äèðåêòðèñàìè òà âiäñòàíü ìiæ ôîêóñàìè äîðiâíþþòü 4

i 6 âiäïîâiäíî;
d) ¨¨ åêñöåíòðèñèòåò i âiäñòàíü ìiæ äèðåêòðèñàìè äîðiâíþþòü i 4

3 4 âiäïî-
âiäíî;

e) àñèìïòîòè çàäàíi ðiâíÿííÿìè y = ±3
4x, i âiäñòàíü ìiæ äèðåêòðèñàìè

äîðiâíþ¹ 64
5 .

11. Åêñöåíòðèñèòåò ãiïåðáîëè äîðiâíþ¹ 3
2 , ¨ ¨ öåíòð çáiãà¹òüñÿ ç ïî÷àòêîì êîîð-

äèíàò, à îäíà ç äèðåêòðèñ çàäàíà ðiâíÿííÿì x = −6. Îá÷èñëèòè âiäñòàíü
âiä òî÷êè ãiïåðáîëè ç àáñöèñîþ 10 äî îäíîñòîðîííüîãî ç äàíîþ äèðåêòðè-
ñîþ ôîêóñà.
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12. Âèçíà÷èòè òî÷êè ãiïåðáîëè x2

64− y2

36 = 1, âiäñòàíü âiä ÿêèõ äî ïðàâîãî ôîêóñà
äîðiâíþ¹ 9

2 .

13. Âèçíà÷èòè òî÷êè ãiïåðáîëè x2

9 − y2

16 = 1, âiäñòàíü âiä ÿêèõ äî ëiâîãî ôîêóñà
äîðiâíþ¹ 7.

14. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè, ôîêóñè ÿêîãî çíàõîäÿòüñÿ íà îñi àáñöèñ, ñè-
ìåòðè÷íî âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ÿêùî äàíî

a) òî÷êó (6,−1) ãiïåðáîëè i ¨¨ åêñöåíòðèñèòåò
√

2;
b) òî÷êó (−3, 5

2) ãiïåðáîëè i ¨¨ ðiâíÿííÿ äèðåêòðèñ x = ±4
3 ;

c) ðiâíÿííÿ àñèìïòîò y = ±3
4x i ðiâíÿííÿ äèðåêòðèñ x = ±16

5 ãiïåðáîëè;

15. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè, àñèìïòîòàìè ÿêî¨ ¹ ïðÿìi

y = ±2x

i ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó A(1, 3).

16. Çíàéòè ôîêóñ i ðiâíÿííÿ äèðåêòðèñè ïàðàáîëè y2 = 12x.

17. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè, ÿêùî çàäàíî ôîêóñ F (−7, 0) òà ðiâíÿííÿ äè-
ðåêòðèñè x− 7 = 0.

18. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè, ÿêùî çàäàíî ôîêóñ F (7, 2) òà ðiâíÿííÿ äèðå-
êòðèñè x− 5 = 0.

19. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè, ÿêùî çàäàíî ôîêóñ F (4, 3) òà ðiâíÿííÿ äèðå-
êòðèñè y + 1 = 0.

20. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè, ÿêùî çàäàíî ôîêóñ F (2,−1) òà ðiâíÿííÿ äè-
ðåêòðèñè x− y − 1 = 0.

21. ×åðåç òî÷êó A(2, 1) ïðîâåñòè òàêó õîðäó ïàðàáîëè y2 = 4x, ÿêà á äiëèëàñü
â äàíié òî÷öi íàâïië.

22. Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè, åëiïñà òà ãiïåðáîëè â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ.
Äîâåñòè, ùî ÿêùî çà ïî÷àòîê êîîðäèíàò âçÿòè ôîêóñ, òî âñi âîíè ìîæóòü
áóòè çàäàíi îäíèì i òèì æå ðiâíÿííÿì:

r =
p

1− e cos φ
.

23. Çàäà÷à äîñëiäèòè, ÿêi êðèâi äðóãîãî ïîðÿäêó ìîæíà îòðèìàòè ÿê ïåðåðiçè
íàâåäåíèõ ðàíiøå ïîâåðõîíü äðóãîãî ïîðÿäêó.
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24. Äîâåñòè, ùî äîáóòîê âiäñòàíåé âiä ôîêóñiâ åëiïñà äî áóäü-ÿêî¨ äîòè÷íî¨ äî
íüîãî äîðiâíþ¹ êâàäðàòó ìàëî¨ ïiââiñi.

25. Ôîêóñ ëiíi¨ äðóãîãî ïîðÿäêó çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi F (3, 0), äèðåêòðèñîþ, ÿêà
âiäïîâiäà¹ öüîìó ôîêóñó, ¹ ïðÿìà x = 12. Âèçíà÷èòè âèãëÿä ëiíi¨ òà ñêëàñòè
¨¨ ðiâíÿííÿ, çíàþ÷è ïðè öüîìó, ùî âîíà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó A(7, 3).

26. Çíàéòè ôîêóñè òà äèðåêòðèñè ðiâíîñòîðîííüî¨ ãiïåðáîëè xy = 8.

27. Çíàéòè òî÷êè åëiïñà
x2

a2 +
y2

b2 = 1, a > b,

â ÿêèõ íîðìàëü äî åëiïñà íàéâiääàëüíiøà âiä éîãî öåíòðà. Çíàéòè öþ íàé-
áiëüøó âiäñòàíü.

28. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ðîäèíè âñiõ åëiïñiâ, ÿêi ìàþòü îäíi é òi ñàìi ôîêóñè
F1(−c, 0) i F2(c, 0).

29. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íèõ äî åëiïñà

x2

25
+

y2

16
= 1

ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó (10, 4).

30. Ïðè ÿêié íåîáõiäíié òà äîñòàòíié óìîâi ïðÿìà

Ax + By + C = 0

1)äîòè÷íà äî åëiïñà
x2

a2 +
y2

b2 = 1,

2)ïåðåòèíà¹ åëiïñ, 3)íå ïåðåòèíà¹ éîãî?

31. Äîâåñòè, ùî äîòè÷íi äî åëiïñà âiäñiêàþòü íà äâîõ äîòè÷íèõ äî íüîãî, ïðî-
âåäåíèõ â êiíöÿõ áiëüøî¨ îñi, âiäðiçêè, äîáóòîê ÿêèõ äîðiâíþ¹ êâàäðàòó
ìàëî¨ ïiââiñi åëiïñà.

32. Äîâåñòè, ùî âiäðiçîê áóäü-ÿêî¨ äîòè÷íî¨ äî åëiïñà, çàìêíåíèé ìiæ äîòè-
÷íèìè, ïðîâåäåíèìè â êiíöÿõ áiëüøî¨ îñi, âèäíî ç áóäü-ÿêîãî ôîêóñà ïiä
ïðÿìèì êóòîì.

33. Çíàéòè ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê, ç ÿêèõ åëiïñ

x2

a2 +
y2

b2 = 1,

âèäíî ïiä ïðÿìèì êóòîì.
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34. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ åëiïñà, ôîêóñè ÿêîãî (−3, 0) òà (3, 0) òà ÿêèé äîòèêà¹òüñÿ
äî ïðÿìî¨ x + y − 5 = 0.

35. Çíàéòè ãåîìåòðè÷íå ìiñöå ïðîåêöié ÿêîãî-íåáóäü ôîêóñó åëiïñà íà äîòè÷íi
äî íüîãî.

36. Çà ÿêî¨ óìîâè ç òî÷êè (x0, y0) ìîæíà ïðîâåñòè äîòè÷íi äî åëiïñà

x2

a2 +
y2

b2 = 1?

Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ëiíi¨, ÿêà ðîçïàäà¹òüñÿ íà äîòè÷íi, ïðîâåäåíi äî äàíîãî
åëiïñà ç äàíî¨ òî÷êè.

37. Çíàéòè êóò ìiæ äîòè÷íèìè, ïðîâåäåíèìè ç òî÷êè (x0, y0) äî åëiïñà

x2

a2 +
y2

b2 = 1.

38. Äîâåñòè, ùî ñóìà êâàäðàòiâ îáåðíåíèõ âåëè÷èí äî äâîõ âçà¹ìíî ïåðïåíäè-
êóëÿðíèõ ðàäióñiâ åëiïñà ¹ ñòàëà.

39. Äîâåñòè, ùî äèðåêòðèñà ãiïåðáîëè ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðîåêöiþ âiäïîâiäíîãî
¨é ôîêóñó íà áóäü-ÿêó ç àñèìïòîò. Çíàéòè òàêîæ âiäñòàíü âiä áóäü-ÿêîãî
ôîêóñó ãiïåðáîëè äî áóäü-ÿêî¨ ç àñèìïòîò.

40. Äîâåñòè, ùî äîáóòîê âiäñòàíåé âiä áóäü-ÿêî¨ òî÷êè ãiïåðáîëè äî ¨¨ àñèì-
ïòîòè ¹ ñòàëèì.

41. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íèõ äî ãiïåðáîëè

x2 − y2

4
= 1,

ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó M(1, 4).

42. Çà ÿêî¨ íåîáõiäíî¨ é äîñòàòíüî¨ óìîâè ïðÿìà Ax+By+C = 0 1)äîòèêà¹òüñÿ
äî ãiïåðáîëè

x2

a2 −
y2

b2 = 1,

2)ïåðåòèíà¹ ãiïåðáîëó, 3)íå ïåðåòèíà¹ ¨¨?

43. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè, ÿêùî âiäîìî ùî ðiâíÿííÿìè ¨¨ àñèìïòîò ¹
y = ±1

2x i ðiâíÿííÿ 5x− 6y − 8 = 0 ¹ ðiâíÿííÿì îäíi¹¨ ç äîòè÷íèõ.

44. 1)Çà ÿêèõ óìîâ ç òî÷êè (x0, y0) ìîæíà ïðîâåñòè äî ãiïåðáîëè äâi ðiçíi äîòè-
÷íi? Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïàðè öèõ äîòè÷íèõ. 2)Çà ÿêèõ óìîâ ç òî÷êè (x0, y0)
ìîæíà ïðîâåñòè äî ãiïåðáîëè òiëüêè îäíó äîòè÷íó? Ñêëàñòè ¨¨ ðiâíÿííÿ.
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45. íàéòè êóòè ìiæ ìiæ äîòè÷íèìè äî ãiïåðáîëè

x2

a2 −
y2

b2 = 1,

ïðîâåäåíèìè ç òî÷êè (x0, y0).

46. Äîâåñòè, ùî âiäðiçîê äîòè÷íî¨ äî ãiïåðáîëè â òî÷öi M0, ðîçòàøîâàíèé ìiæ
¨¨ àñèìïòîòàìè, òî÷êîþ M0 äiëèòüñÿ íàâïië.

47. Çíàéòè ïëîùó ïàðàëåëîãðàìà, îäíà ç âåðøèí ÿêîãî ¹ òî÷êîþ ãiïåðáîëè

x2

a2 −
y2

b2 = 1,

à äâi ñòîðîíè ïàðàëåëîãðàìà ëåæàòü íà àñèìïòîòàõ.

48. Äîâåñòè, ùî âiäðiçîê äîâiëüíî¨ äîòè÷íî¨ äî ãiïåðáîëè, ÿêèé ðîçòàøîâàíèé
ìiæ äâîìà äàíèìè äîòè÷íèìè äî öi¹¨ ãiïåðáîëè, âèäíî ç áóäü-ÿêîãî ôîêóñó
ïiä ïðÿìèì êóòîì.

49. Äîâåñòè, ùî òî÷êè ïåðåòèíó äîòè÷íî¨ äî ãiïåðáîëè ç ¨¨ àñèìïòîòàìè ëåæàòü
íà îäíié îêðóæíîñòi ç ôîêóñàìè.

50. Çà ÿêî¨ íåîáõiäíî¨ é äîñòàòíüî¨ óìîâè ïðÿìà Ax + By + C = 0 1)äîòè÷íà
äî ïàðàáîëè y2 = 2px; 2)ïåðåòèíà¹ ïàðàáîëó y2 = 2px; 3)íå ïåðåòèíà¹
ïàðàáîëó.

51. Çíàéòè ãåîìåòðè÷íå ìiñöå ïðîåêöié ôîêóñó ïàðàáîëè íà äîòè÷íi äî íå¨.

52. Çíàéòè ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê, ñèìåòðè÷íèõ ôîêóñó ïàðàáîëè âiäíîñíî
äîòè÷íèõ äî íå¨.

53. Çíàéòè ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê, äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ äîòè÷íi, ïðîâåäåíî¨ ç
íå¨ äî ïàðàáîëè, âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíi.

54. Äîâåñòè, ùî ôîêóñ ïàðàáîëè òà òî÷êè äîòèêó äâîõ äîòè÷íèõ äî ïàðàáîëè,
ïðîâåäåíèõ ç áóäü-ÿêî¨ òî÷êè äèðåêòðèñè, íàëåæàòü îäíié ïðÿìié.

55. Äîâåñòè, ùî âiäðiçîê äîâiëüíî¨ äîòè÷íî¨ äî ïàðàáîëè, ðîçòàøîâàíèé ìiæ
äâîìà ôiêñîâàíèìè äîòè÷íèìè äî íå¨, ïðîåêòóþòüñÿ íà íà äèðåêòðèñó â
âiäðiçîê îäíi¹¨ é òi¹¨ ñàìî¨ äîâæèíè.

56. Äîâåñòè, ùî ÿêùî òî÷êà ðóõà¹òüñÿ ïî îäíié ç äîòè÷íèõ äî ïàðàáîëè, òî
êóò ìiæ ïðÿìîþ, ÿêà ç'¹äíó¹ öþ òî÷êó ç ôîêóñîì, òà äðóãîþ äîòè÷íîþ äî
ïàðàáîëè, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òó æ òî÷êó, çáåðiãà¹ ñòàëó âåëè÷èíó.
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57. Íåõàé M � òî÷êà ïåðåòèíó äîòè÷íèõ äî ïàðàáîëè â òî÷êàõ M1 òà M2, à F

� ôîêóñ ïàðàáîëè. Äîâåäiòü, ùî

1)MF 2 = M1F ·M2F ; 2)
M1F

M2F
=

(
M1M

M2M

)2

.

58. Äîâåñòè, ùî ïðÿìi, ÿêi ç'¹äíóþòü îñíîâè ïåðïåíäèêóëÿðiâ, ïðîâåäåíèõ ç
êîæíî¨ òî÷êè îäíi¹¨ ñòîðîíè òðèêóòíèêà íà äâi iíøi éîãî ñòîðîíè, äîòè÷íi
äî îäíi¹¨ é òi¹¨ æ ïàðàáîëè. Ôîêóñîì öi¹¨ ïàðàáîëè ñëóãóþòü îñíîâè âiäïî-
âiäíî¨ âèñîòè òðèêóòíèêà. Äèðåêòðèñîþ ¹ ïðÿìà, ÿêà îá'¹äíó¹ îñíîâè äâîõ
iíøèõ âèñîò.

59. Ç òî÷êè A(−10, 8) ïðîâåäåäåíî äîòè÷íi äî åëiïñà
x2

25
+

y2

16
= 1

Çíàéòè ðiâíÿííÿ õîðäè, ùî ñïîëó÷à¹ òî÷êó äîòèêó.

60. Åëiïñ ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó A(4,−1) i äîòèêà¹òüñÿ äî ïðÿìî¨ x + 4y −
10 = 0. Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ öüîãî åëiïñà, ÿêùî îñi åëiïñà çáiãàþòüñÿ ç îñÿìè
êîîðäèíàò.

61. Ïðÿìà x− y− 5 = 0 äîòèêà¹òüñÿ äî åëiïñà, ôîêóñè ÿêîãî ëåæàòü ó òî÷êàõ
F1(−3, 0), F2(3, 0). Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ öüîãî åëiïñà.

62. Òî÷êà A(−3,−5) íàëåæèòü ãiïåðáîëi, ôîêóñ ÿêî¨ F (−2,−3), à ðiâíÿííÿ
âiäïîâiäíî¨ öüîìó ôîêóñó äèðåêòðèñè ìà¹ âèãëÿä x + 1 = 0. Çàïèñàòè ðiâ-
íÿííÿ öi¹¨ ãiïåðáîëè.

63. Ïîêàçàòè, ùî êîæíå ç äàíèõ ðiâíÿíü âèçíà÷à¹ ãiïåðáîëó, çíàéòè äëÿ êîæíî¨
öåíòð, ïiâîñi i ðiâíÿííÿ àñèìïòîò:

1)xy = 18; 2)2xy − 9 = 0; 3)2xy + 25 = 0.

64. ×è iñíóþòü äîòè÷íi äî ãiïåðáîëè x2

5 + y2

8 = 1, ÿêi ïàðàëåëüíi áiñåêòðèñàì
êîîðäèíàòíèõ êóòiâ?

65. Äîâåñòè, ùî êîëè åëiïñ i ãiïåðáîëà ìàþòü ñïiëüíi ôîêóñè, òî äîòè÷íi äî
íèõ ó òî÷êàõ ¨õ ïåðåòèíó âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíi.

66. Äîñëiäèòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.




x1 + x2 + 3x3 − 2x4 + 3x5 = 1
2x1 + 2x2 + 4x3 − x4 + 3x5 = 2
3x1 + 3x2 + 5x3 − 2x4 + 3x5 = 1
2x1 + 2x2 + 8x3 − 3x4 + 9x5 = 2
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67. Äîñëiäèòè ñóìiñíiñòü, çíàéòè çàãàëüíèé i äåÿêèé ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ñè-
ñòåìè, çàäàíî¨ íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë:

a)





3x1 + 2x2 + 5x3 − 4x4 = 2
6x1 + 4x2 + 4x3 − 3x4 = 3
9x1 + 6x2 + 3x3 − 2x4 = 4

, b)





x1 + x2 + x3 = 3
x1 + 2x2 + 3x3 = 4

4x1 + 5x2 + 6x3 = 13
,

c)





2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 = 6
3x1 + 5x2 + 2x3 + 2x4 = 4
9x1 + 4x2 + x3 + 7x4 = 2

, d)





3x1 − 2x2 + 5x3 + 4x4 = 2
6x1 − 4x2 + 4x3 + 3x4 = 3
9x1 − 6x2 + 3x3 + 2x4 = 4

,

e)





8x1 + 6x2 + 5x3 + 2x4 = 21
3x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 10
4x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 8
3x1 + 5x2 + x3 + x4 = 15

7x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 = 18

f)





2x1 + 2x2 − x3 + x4 = 4
4x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 6

8x1 + 5x2 − 3x3 + 4x4 = 12
3x1 + 3x2 − 2x3 + 2x4 = 6

,

g)





6x1 + 3x2 + 2x3 + 3x4 + 4x5 = 5
4x1 + 2x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 4
4x1 + 2x2 + 3x3 + 2x4 + x5 = 0

2x1 + x2 + 7x3 + 3x4 + 2x5 = 1

, i)





2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 4
4x1 + 3x2 + x3 + x4 = 5

5x1 + 11x2 + 3x3 + 2x4 = 2
2x1 + 5x2 + x3 + x4 = 1
x1 − 7x2 − x3 + 2x4 = 7

.

68. Äîñëiäèòè ñèñòåìó òà çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê â çàëåæíîñòi âiä çíà÷å-
ííÿ ïàðàìåòðà λ

a)





2x1 + 5x2 + x3 + 3x4 = 2
4x1 + 6x2 + 3x3 + 5x4 = 4
4x1 + 14x2 + x3 + 7x4 = 4
2x1 − 3x2 + 3x3 + λx4 = 7

, b)





λx1 + x2 + x3 + x4 = 1
x1 + λx2 + x3 + x4 = 1
x1 + x2 + λx3 + x4 = 1
x1 + x2 + x3 + λx4 = 1

.

69. Äîñëiäèòè ñóìiñíiñòü, çíàéòè çàãàëüíèé i äåÿêèé ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ñè-
ñòåìè, çàäàíî¨ íàä ïîëåì F2:

a)





x1 + x2 − x3 + x4 = 1
x1 + x2 + x4 = 1
x2 − x3 + x4 = 0

x1 + x2 + x3 + x4 = 0

, b)





x1 + x2 + x3 + x4 = 1
x1 + x3 + 2x4 = 1
x2 + x3 + x4 = 1

x1 + x4 = 0

,

c)





x1 + x2 − x3 + x4 = 1
x1 + x3 + x4 = 0

x2 + x4 = 0
x1 + x2 + x3 = 1

.
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70. Äîñëiäèòè ñóìiñíiñòü, çíàéòè çàãàëüíèé i äåÿêèé ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ñè-
ñòåìè, çàäàíî¨ íàä ïîëåì F4:

a)





sx1 + (s + 1)x2 + sx3 + x4 = 1
x1 + sx2 + (s + 1)x3 = s

sx2 + x3 + (s + 1)x4 = 0
sx1 + (s + 1)x2 + x3 + x4 = s + 1

,

b)





sx1 + (s + 1)x2 + x3 + (s + 1)x4 = s + 1
(s + 1)x1 + x2 + sx3 + x4 = 1
(s + 1)x2 + sx3 + x4 = s + 1

x1 + sx2 + sx3 + (s + 1)x4 = s

,

c)





sx1 + x2 + x3 + (s + 1)x4 = s + 1
(s + 1)x1 + x2 + x3 = 1
x1 + sx2 + sx3 + x4 = s

sx1 + sx2 + sx3 + sx4 = s + 1

, d)





(s + 1)x2 + x3 = 1
(s + 1)x1 + x2 + (s + 1)x3 = 1

x1 + sx2 + sx3 = s + 1
.

71. Äîñëiäèòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàä ïîëåì F2 â çàëåæíîñòi âiä çíà÷å-
ííÿ ïàðàìåòðà λ.



x1 + x2 + x3 + x4 = 0
x1 + λx2 + x3 + x4 = 1

x1 + x2 + x4 = 1
x1 + x2 + x3 + λx4 = 1

.

72. Äîñëiäèòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàä ïîëåì F2 â çàëåæíîñòi âiä çíà÷å-
ííÿ ïàðàìåòðà λ.



sx1 + sx2 + x3 + x4 = 0
x1 + x2 + sx3 + sx4 = 1

(s + 1)x1 + x2 + (s + 1)x4 = s + 1
x1 + x2 + x3 + λx4 = s

.
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Ðîçäië 3

Àëãåáðà ìàòðèöü

Íàãàäà¹ìî, ùî ìàòðèöåþ ðîçìiðó m×n (m ðÿäêiâ, n ñòîâï÷èêiâ ) íàä ïîëåì F
íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîêóòíà òàáëèöÿ âèäó

A =




a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

a31 a32 a33 . . . a3n

. . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 am3 . . . amn




, (3.0.1)

äå ìàòðè÷íi åëåìåíòè aij ¹ åëåìåíòàìè ïîëÿ F. Çîêðåìà ïðè m = 1 ìà¹ìî
âåêòîð-ðÿäîê, à ïðè n = 1 âåêòîð-ñòîâï÷èê.

Ïåðåõiä âiä ìàòðèöi A äî ìàòðèöi

AT =




a11 a21 a31 . . . am1

a12 a22 a32 . . . am2

a13 a23 a33 . . . am3

. . . . . . . . . . . . . . .

a1n a2n a3n . . . anm




, (3.0.2)

ðÿäêè ÿêî¨ ¹ âiäïîâiäíèìè ñòîâï÷èêàìè ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ òðàíñïîíóâà-
ííÿì ìàòðèöi A.

ßêùî m = n, òî ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòíîþ. Íàäàëi ìè ÷àñòî áóäåìî
âæèâàòè i ñêîðî÷åíó ôîðìó çàïèñó ìàòðèöü:

A = (aij)i=1,m,j=1,n

àáî ïðîñòî
A = (aij) ,

ÿêùî çðîçóìiëî ç êîíòåêñòó ÿêi ðîçìiðè ìàòðèöi.
Íà ìíîæèíi ìàòðèöü ôiêñîâàíîãî ðîçìiðó m × n íàä ïîëåì F ââåäåìî îïå-

ðàöi¨.
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1. Äîáóòêîì åëåìåíòà λ ∈ F íà ìàòðèöþ A = (aij)i=1,m,j=1,n íàçèâà¹òüñÿ
ìàòðèöÿ λ · A, (= A · λ) ó ÿêî¨ i, j-é ìàòðè÷íèé åëåìåíò ¹ λ · aij.

2. Ñóìîþ äâîõ ìàòðèöü A = (aij), B = (bij) ðîçìiðiâ m × n íàçèâà¹òüñÿ ìà-
òðèöÿ òîãî æ ðîçìiðó, ìàòðè÷íi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ ñóìàìè âiäïîâiäíèõ ìàòðè÷íèõ
åëåìåíòiâ ìàòðèöü A òà B:

A + B = (aij + bij).

Çàâäàííÿ. Äîâåäiòü ùî (A + B)T = AT + BT .

Äîâåäiòü, ùî ìàòðèöi ôiêñîâàíîãî ðîçìiðó m× n óòâîðþþòü àáåëåâó (êîìó-
òàòèâíó) ãðóïó âiäíîñíî òàê ââåäåíî¨ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ.

ßêùî ìà¹ ìiñöå ìàòðè÷íà ðiâíiñòü:

B = λ1A1 + λ2A2 + . . . + λkAk,

λi ∈ F, i = 1, 2, . . . , k, òî ãîâîðÿòü, ùî ìàòðèöÿ B ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi-
¹þ ìàòðèöü A1, A2, . . . , Ak ç êîåôiöi¹íòàìè λ1, λ2, . . . , λk. Îñîáëèâî ÷àñòî çó-
ñòði÷àþòüñÿ ñèòóàöi¨, êîëè ìàòðèöi B,A1, A2, . . . , Ak ¹ âåêòîðàìè-ðÿäêàìè àáî
âåêòîðàìè-ñòîâï÷èêàìè.

Íàïðèêëàä ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (2.0.1), ìîæíà ïîäàòè ÿê îäíå ëiíiéíå
ðiâíÿííÿ, ùî çâ'ÿçó¹ âåêòîð-ñòîâï÷èêè:




a11

a21

. . .

am1


 x1 +




a12

a22

. . .

am2


 x2 + . . . +




a1n

a2n

. . .

amn


 xn =




b1

b2

. . .

bm


 . (3.0.3)

Îòæå, çàäà÷ó ïðî ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìîæíà ñôîðìóëþ-
âàòè, ÿê çàäà÷ó ïðî ìîæëèâiñòü ïîäàííÿ îñòàííüîãî ñòîâï÷èêà ðîçøèðåíî¨ ìà-
òðèöi ñèñòåìè ÿê ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñòîâï÷èêiâ îñíîâíî¨ ìàòðèöi i çíàõîäæåííÿ
âñiõ òàêèõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié.

Ââåäåìî â ðîçãëÿä ìàòðèöi ñïåöiàëüíîãî âèäó ε(i, j), â ÿêié ìàòðè÷íèé (i, j)−
åëåìåíò äîðiâíþ¹ 1, à ðåøòà ¹ íóëüîâèìè. Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìà-
òðèöi A = (aij) ìà¹ ìiñöå

A =
∑
i,j

aijε(i, j).

3. Íåõàé A � ìàòðèöÿ ðîçìiðó m × n, à B− ìàòðèöÿ ðîçìiðó n × k, òîäi
äîáóòêîì ìàòðèöü A òà B íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ C = A · B, ðîçìiðó m × k, ó
ÿêî¨ íà ïåðåòèíi i−òîãî ðÿäêà òà j− òîãî ñòîâï÷èêà ñòî¨òü åëåìåíò

ci,j =
n∑

l=1

ai,l · blj (3.0.4)
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Çîêðåìà, ÿêùî ìàòðèöÿ A ¹ âåêòîðîì-ðÿäêîì, òîáòî ìàòðèöåþ ðîçìiðó 1×n,

à ìàòðèöÿ B ¹ âåêòîðîì-ñòîâï÷èêîì, òîáòî ìàòðèöåþ ðîçìiðó n×1, òî äîáóòêîì
òàêèõ ìàòðèöü áóäå ÷èñëî

c =
n∑

s=1

a1sbs1.

Òåïåð äîáóòîê ìàòðèöi A � ðîçìiðó m × n íà ìàòðèöþ B− ðîçìiðó n × k
ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê ìàòðèöþ C ðîçìiðó m × k, ó ÿêî¨ ìàòðè÷íèé åëåìåíò cij

¹ äîáóòêîì i-ãî ðÿäêà íà j-é ñòîâï÷èê.
Äîâåäiòü ôîðìóëó

(A ·B)T = BT · AT . (3.0.5)

Ç ôîðìóëè 3.0.4 ëåãêî îòðèìàòè ôîðìóëó äëÿ i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi C :

(ci1, ci2, . . . , cik) = ai1(b11, b12, . . . , b1k)+ai2(b21, b22 . . . , b2k)+. . . +, ain(bn1, bn2, . . . , bnk).

Òîáòî i− é ðÿäîê äîáóòêó ìàòðèöü ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ðÿäêiâ äðóãî¨ ìàòðè-
öi ç êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi ñòîÿòü â i-ìó ðÿäêó ïåðøî¨ ìàòðèöi. Àíàëîãi÷íà ôîðìóëà
ìà¹ ìiñöå äëÿ j-ãî ñòîâï÷èêà ìàòðèöi C :




c1j

c2j

. . .

cmj


 =




a11

a21

. . .

am1


 b1j +




a12

a22

. . .

am2


 b2j + . . . +




a1n

a2n

. . .

amn


 bnj.

Îòæå, j-é ñòîâï÷èê äîáóòêó ìàòðèöü ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñòîâï÷èêiâ ïåð-
øî¨ ìàòðèöi ç êîåôiöi¹íòàìè ÿêi ñòîÿòü â j-ìó ñòîâï÷èêó äðóãî¨ ìàòðèöi.

Ïåðåêîíàéòåñü, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A, äîáóòîê ε(i, j) · A ¹ ìàòðèöÿ ó
ÿêî¨ i-é ðÿäîê çáiãà¹òüñÿ ç j-ì ðÿäêîì ìàòðèöi A, à ðåøòà ðÿäêiâ ¹ íóëüîâèìè;
äîáóòîê A ·ε(i, j) ¹ ìàòðèöÿ, ó ÿêî¨ j− é ñòîâï÷èê çáiãà¹òüñÿ ç i− ì ñòîâï÷èêîì
ìàòðèöi A, à ðåøòà ñòîâï÷èêiâ ¹ íóëüîâèìè. Çîêðåìà, ìà¹ìî ôîðìóëó:

ε(i, j) · ε(k, l) = δj,k · ε(i, l), (3.0.6)

äå δj,k =

{
1 ÿêùî j = k

0 ÿêùî j 6= k
� ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Çâiäñè âèïëèâà¹, øî îñêiëüêè (E + λεi,j) A = A + λεi,jA = A1, òî i− é ðÿäîê
îòðèìàíî¨ ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ ñóìi i− ãî ðÿäêà ìàòðèöi A, òà j− ãî ðÿäêà öi¹¨
æ ìàòðèöi, ïîìíîæåíîãî íà λ; ðåøòà ðÿäêiâ (âêëþ÷àþ÷è i j− é) çàëèøà¹òüñÿ
áåç çìií.

Îòæå, åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ç ðÿäêàìè ìàòðèöi, ìîæíà ðåàëiçóâàòè ìíî-
æåííÿì çëiâà íà ìàòðèöi E+λεi,j. Äëÿ îòðèìàííÿ âiäïîâiäíîãî ïåðåòâîðåííÿ çi
ñòîâï÷èêàìè ñëiä î÷åâèäíî ïîìíîæèòè A íà öþ æ ìàòðèöþ ç ïðàâîãî áîêó. Â
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ðåçóëüòàòi ìíîæåííÿ ìàòðèöi A íà ìàòðèöþ E +λεi,i çëiâà ( ç ïðàâîãî áîêó) ìè
îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ i-èé ðÿäîê ÿêî¨ ¹ äîáóòêîì i-ãî ðÿäêà (ñòîâï÷èêà) ìàòðèöi
A íà 1 + λ.
Âïðàâà 3.0.1. Ïåðåâiðèòè, ùî ìíîæåííÿ ìàòðèöi A íà ìàòðèöþ σ(i, j) =
E − ε(i, i) − ε(j, j) + ε(i, j) + ε(j, i), i 6= j çëiâà âiäïîâiäà¹ ïåðåñòàíîâöi i-ãî i
j-ãî ðÿäî÷êiâ.
Ëåìà 3.0.1. Íåõàé A � ìàòðèöÿ ðîçìiðó m×n, à B− ìàòðèöÿ ðîçìiðó n×k,

C− ìàòðèöÿ ðîçìiðó k × l, òîäi ìà¹ ìiñöå òîòîæíiñòü

A · (B · C) = (A ·B) · C, (3.0.7)

òîáòî ïðè óçãîäæåíèõ ðîçìiðàõ ìàòðèöü, ¨õ ìíîæåííÿ ¹ àñîöiàòèâíîþ îïå-
ðàöi¹þ.

Äîâåäåííÿ. j− é ñòîâï÷èê ìàòðèöi B · C ìà¹ âèãëÿä



∑k
s=1 b1scsj

∑k
s=1 b2scsj

. . .∑k
s=1 bnscsj




.

Ç iíøîãî áîêó i− é ðÿäîê ìàòðèöi A ·B äîðiâíþ¹
(

n∑
s=1

aisbs1,

n∑
s=1

aisbs2, . . . ,

n∑
s=1

aisbsk

)
,

Òîäi äîáóòîê i− ãî ðÿäêà ìàòðèöi A íà j− é ñòîâï÷èê ìàòðèöi B · C äîðiâíþ¹
n∑

t=1

ait

k∑
s=1

btscsj,

à äîáóòîê i− ãî ðÿäêà ìàòðèöi A ·B íà ìàòðèöþ C äîðiâíþ¹
k∑

s=1

(
n∑

t=1

aitbts

)
csj.

Ïåðåñòàíîâêîþ ïîðÿäêó ñóì ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî îòðèìàíi âèðàçè äëÿ i, j−
ãî åëåìåíòà ìàòðèöü A · (B · C) òà (A ·B) · C çáiãàþòüñÿ, ùî i äîâîäèòü ëåìó.

Íàñëiäîê 3.0.1. Êâàäðàòíi ìàòðèöi óòâîðþþòü íàïiâãðóïó âiäíîñíî ìíî-
æåííÿ ìàòðèöü.
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Ïèòàííÿ. ×è áóäå öÿ íàïiâãðóïà ìîíî¨äîì, òîáòî ÷è ¹ â íié íåéòðàëüíèé
åëåìåíò?

Òåîðåìà 3.0.1. Ìíîæèíà êâàäðàòíèõ ìàòðèöü, âiäíîñíî ââåäåíèõ âèùå îïå-
ðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ¹ êiëüöåì ç îäèíèöåþ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñèòü äîâåñòè çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòi 1.1.5. Ïðî-
ïîíó¹ìî öå çðîáèòè ñàìîñòiéíî.

Êiëüöå êâàäðàòíèõ ìàòðèöü íàä ïîëåì F âiäíîñíî ââåäåíèõ îïåðàöié äîäà-
âàííÿ òà ìíîæåííÿ áóäåìî ïîçíà÷àòè Mn(F), à íåéòðàëüíèé åëåìåíò âiäíîñíî
ìíîæåííÿ áóäåìî íàçèâàòè îäèíè÷íîþ ìàòðèöåþ i ïîçíà÷àòè ÷åðåç E.

3.1 Îáîðîòíi ìàòðèöi.

Çãiäíî ëåìè 1.1.1, ìíîæèíà îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ M ∗
n(F) ¹ ãðóïîþ, ÿêà íàäàëi

áóäå ïîçíà÷àòèñÿ GLn(F) (general linear group), à ¨¨ åëåìåíòè áóäóòü íàçèâàòèñÿ
îáîðîòíèìè ìàòðèöÿìè. Îòæå, îáîðîòíÿ ìàòðèöÿ öå òàêà ìàòðèöÿ A, ùî
∃A∗ ∈ Mn(F) :

A∗ · A = A · A∗ = E. (3.1.8)
Çâåðíåìî óâàãó íà òå, øî ìàòðèöÿ A∗ î÷åâèäíî ¹ òàêîæ îáîðîòíîþ.

Ïðèêëàä 3.1.1. Îäèíè÷íà ìàòðèöÿ E ¹ î÷åâèäíî îáîðîòíîþ.

Ïðèêëàä 3.1.2. Ìàòðèöi âèäó E + λε(i, j), i 6= j äå λ ∈ F � äîâiëüíèé åëå-
ìåíò, ¹ îáîðîòíèìè.

Äëÿ äîâåäåííÿ ñëiä ñêîðèñòàòèñÿ çàêîíàìè äèñòðèáóòèâíîñòi òà ôîðìóëîþ
3.0.6, çãiäíî ÿêî¨

(E − λε(i, j)) · (E + λε(i, j)) = E − λε(i, j) + λε(i, j) + λ2δi,jε(i, j).

Ïðè i 6= j, îñòàííié äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi äîðiâíþ¹ íóëüîâié ìàòðèöi, à îòæå
âñÿ ïðàâà ÷àñòèíà ¹ ìàòðèöÿ E. Àíàëîãi÷íî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî

(E + λε(i, j)) · (E − λε(i, j)) = E.

Ïðèêëàä 3.1.3. Ìàòðèöi σ(i, j) = E − ε(i, i)− ε(i, i) + ε(i, j) + ε(j, i), i 6= j, ¹
îáîðîòíèìè.

Ïðèêëàä 3.1.4. Íóëüîâà ìàòðèöÿ íå ¹ îáîðîòíîþ, áî ¨¨ äîáóòîê íà áóäü-ÿêó
ìàòðèöþ ¹ íóëüîâà ìàòðèöÿ. Áiëüø òîãî, áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ, ÿêà ìiñòèòü
íóëüîâèé ðÿäîê àáî ñòîâï÷èê íå ¹ îáîðîòíîþ. ×îìó?

Âëàñòèâîñòi îáîðîòíèõ ìàòðèöü.
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Ëåìà 3.1.1. ßêùî ìàòðèöÿ C ¹ îáîðîòíîþ i äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü A,B ìà¹
ìiñöå îäíà ç ìàòðè÷íèõ ðiâíîñòåé àáî A · C = B · C àáî C · A = C · B, òî
A = B.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñèòü ïîìíîæèòè ìàòðè÷íi ðiâíîñòi íà C∗ ç ïðà-
âîãî òà ëiâîãî áîêó âiäïîâiäíî.

Ëåìà 3.1.2. ßêùî ìàòðèöÿ A ¹ îáîðîòíîþ, òî iñíó¹ ¹äèíà ìàòðèöÿ A∗, äëÿ
ÿêî¨ ìà¹ ìiñöå (3.1.8).

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, íåõàé äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi Ā òàêîæ ìà¹ ìiñöå Ā ·A = A · Ā =
E. Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi Ā · A = E ç ïðàâîãî áîêó íà A∗, òîäi
îòðèìà¹ìî

(
Ā · A) · A∗ = E · A∗. Ñêîðèñòàâøèñü àñîöiàòèâíiñòþ ìíîæåííÿ, òà

ôîðìóëîþ (3.1.8) ìà¹ìî Ā = A∗.

Îçíà÷åííÿ 3.1.1. Äëÿ îáîðîòíèõ ìàòðèöü A öÿ ¹äèíèì ÷èíîì âèçíà÷åíà
ìàòðèöÿ A∗ íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ äî ìàòðèöi A i íàäàëi áóäå ïîçíà÷à-
òèñü A−1.

Ëåìà 3.1.3. ßêùî äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi A i îáîðîòíî¨ ìàòðèöi C ìà¹ ìiñöå
àáî C · A = E àáî A · C = E, òî ìàòðèöÿ A ¹ îáîðîòíîþ i C = A−1.

Äîâåäåííÿ. ßêùî C · A = E, òî, âðàõîâóþ÷è îáîðîòíiñòü C

A = C−1 · E = E · C−1.

Äîìíîæèìî ðiâíiñòü çëiâà C:

A · C = E · C−1 · C = E.

Ëåìà 3.1.4. ßêùî ìàòðèöÿ B íå ¹ îáîðîòíîþ, à ìàòðèöÿ A ¹ îáîðîòíîþ,
òî ìàòðèöi A ·B òà B · A íå ¹ îáîðîòíèìè.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî
ìàòðèöÿ A·B = C ¹ îáîðîòíîþ, òîäi, âðàõîâóþ÷è îáîðîòíiñòü ìàòðèöi A áóäåìî
ìàòè B = A−1 · C i B ¹ îáîðîòíîþ, ÿê äîáóòîê îáîðîòíèõ ìàòðèöü. Îòðèìàíà
ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü ëåìó.

Òåîðåìà 3.1.1. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ¹ îáîðîòíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ ¨¨ ìîæíà ïðèâåñòè äî îäèíè÷íî¨ ìà-
òðèöi.
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Äîâåäåííÿ. ⇐ . Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöþ A åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè
ðÿäêiâ ïðèâîäèòüñÿ äî ìàòðèöi E. Îñêiëüêè, ÿê ìè áà÷èëè, åëåìåíòàðíi ïåðå-
òâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè ìîæíà ðåàëiçóâàòè ìíîæåííÿì çëiâà íà ïåâíi îáîðîòíi
ìàòðèöi, ùî ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

Ck · Ck−1 · . . . · C1 · A = E.

Ìàòðèöÿ C = Ck ·Ck−1 · . . . ·C1 ¹ îáîðîòíîþ, ÿê äîáóòîê îáîðîòíèõ ìàòðèöü, à
òîäi, çà ëåìîþ 3.1.4, ¹ îáîðîòíîþ ìàòðèöÿ A i A−1 = C.

⇒ . Çàñòîñó¹ìî àëãîðèòìÆîðäàíà-Ãàóñà äî îáîðîòíî¨ ìàòðèöi A i ïðèâåäåìî
¨¨ åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ äî âèãëÿäó (2.4.20). ßêùî â îòðèìà-
íié ñõiä÷àñòié ìàòðèöi ¹ ïðèíàéìíi îäíà ñõîäèíêà äîâæèíè áiëüøî¨ çà îäèíèöþ,
òî îñêiëüêè ìàòðèöÿ êâàäðàòíà, îáîâ'ÿçêîâî ìà¹ áóòè íóëüîâèé ðÿäîê. ßê âêà-
çóâàëîñÿ ðàíiøå, òàêà ìàòðèöÿ íå ¹ à îáîðîòíîþ, à îñêiëüêè âîíà ¹ äîáóòêîì
Cl ·Cl−1 ·. . .·C1 ·A = C ·A, òî çà ëåìîþ 3.1.4 i ìàòðèöÿ A íå ¹ îáîðîòíîþ. Îòðèìà-
íà ñóïåðå÷íiñòü ç ïðèïóùåííÿì, âåäå äî âèñíîâêó, ùî â îòðèìàíié êâàäðàòíié
ìàòðèöi (2.4.20) âñi ñõîäèíêè ìàþòü äîâæèíó 1, à îòæå íóëüîâi ðÿäêè âiäñóòíi.
Äiëåííÿì ðÿäêiâ íà âiäïîâiäíi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè òà ïîñëiäîâíèì äîäàâàí-
íÿì ¨õ âãîðó ç âiäïîâiäíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìè îòðèìà¹ìî îäèíè÷íó ìàòðèöþ
E.

Òåïåð ìè ìîæåìî óçàãàëüíèòè ëåìó 3.1.3.

Ëåìà 3.1.5. ßêùî äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü A,B ìà¹ ìiñöå A · B = E, òî
âîíè îáèäâi ¹ îáîðîòíèìè i A = B−1, B = A−1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ, ÿêi ðåàëiçóþòüñÿ ìíî-
æåííÿì íà îáîðîòíþ ìàòðèöþ C, ìè ïðèâåëè ìàòðèöþ A äî âèãëÿäó (2.4.20).
ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ, ÿêùî â îòðèìàíié ìàòðèöi A1 = C · A ¹ ïðèíàéìíi îäíà
ñõîäèíêà äîâæèíè áiëüøî¨ âiä îäèíèöi, òî ¹ i íóëüîâèé ðÿäîê. Ç iíøîãî áîêó,
ìà¹ìî

A ·B = E ⇒ (C · A) ·B = C ⇒ A1 ·B = C.

ßêùî â ìàòðèöi A1 ¹ íóëüîâèé ðÿäîê, òî i â ìàòðèöi A1 · B ¹ íóëüîâèé ðÿäîê,
ùî ñóïåðå÷èòü îáîðîòíîñòi ìàòðèöi C. Òàêèì ÷èíîì, âñi ñõîäèíêè ìàòðèöi A1

ìàþòü îäèíè÷íó äîâæèíó i âîíà íå ìiñòèòü íóëüîâèõ ðÿäêiâ. Òîäi, ÿê óæå çàçíà-
÷àëîñÿ, ìàòðèöÿ A1, à îòæå i A çâîäèòüñÿ äî îäèíè÷íî¨ åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâî-
ðåííÿìè ðÿäêiâ. Çà òåîðåìîþ 3.1.1, ìàòðèöÿ A ¹ îáîðîòíîþ. Òåïåð òâåðäæåííÿ
âèïëèâà¹ ç ëåìè 3.1.3.
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3.2 Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ó ìàòðè÷íié ôîðìi

Êðiì ôîðìè (3.0.3) Ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìîæíà çàïèñàòè îäíèì ìàòðè-
÷íèì ðiâíÿííÿì:




a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

a31 a32 a33 . . . a3n

. . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 am3 . . . amn



·




x1

x2

x3

. . .

xn




=




b1

b2

b3

. . .

. . .

bm




(3.2.9)

ßêùî îñíîâíó ìàòðèöþ ñèñòåìè ïîçíà÷èòè ÷åðåç A, à âåêòîð-ñòîâï÷èêè íå-
âiäîìèõ òà ïðàâèõ ÷àñòèí ñèñòåìè ÷åðåç x òà b âiäïîâiäíî, òî îòðèìà¹ìî òàêó
ôîðìó:

A · x = b. (3.2.10)
Âiäïîâiäíà ¨é îäíîðiäíà ñèñòåìà íàáóäå òàêîãî âèãëÿäó:

A · x = 0,

äå 0 � íóëüîâèé âåêòîð-ñòîâï÷èê.
Âïðàâà. Âèêîðèñòîâóþ÷è íàâåäåíó ìàòðè÷íó ôîðìó, äîâåäiòü, ùî äîâiëü-

íà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü òàêîæ
¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè. ßêùî ìàòðèöÿ A ¹ îáîðîòíîþ, òî âåêòîð-ñòîâï÷èê
A−1 · b î÷åâèäíî ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìàòðè÷íó ôîðìó ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ëåãêî äîâåñòè
íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.2.1. (Ïðî ñòðóêòóðó ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.)
Íåõàé x0 � äîâiëüíèé ôiêñîâàíèé ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè 3.2.10, òîäi

çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ¹ ñóìîþ x0 òà çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïî-
âiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, íåõàé x∗ � äîâiëüíèé ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê íàøî¨ ñèñòåìè.
Òîäi ìà¹ìî:

A · (x∗ − x0) = A · x∗ − A · x0 = b− b = 0.

Îòæå, âåêòîð-ñòîâï÷èê z = x∗−x0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè,
à ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê x∗ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi: x∗ = x0 + z.

Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî y � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè, òî ìà¹ìî

A · (x0 + y
)

= A · x0 + A · y = b + 0 = b.

Îòæå, x0 + y ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè 3.2.10, ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
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3.3 Çàäà÷i

1. Âèêîíàòè äi¨:

a)




3 1 1
2 1 2
1 2 3


 ·




1 1 −1
2 −1 1
1 0 1


 ; b)




1 2 3
2 4 6
3 6 9


 ·



−1 −2 −4
−1 −2 −4
1 2 4


 ;

c)

(
2 1
1 3

)3

; d)

(
1 1
0 1

)n

; e)

(
cos ϕ − sin ϕ

sin ϕ cos ϕ

)n

.

2. Çíàéòè âñi ìàòðèöi, ùî êîìóòóþòü ç ìàòðèöåþ A:

a)A =

(
1 2
−1 −1

)
; b)A =

(
1 1
0 1

)
.

3. Çíàéòè f(A):

a)f(x) = x2 − 5x + 3, A =

(
2 −1
−3 3

)
;

b)f(x) = x2 − x− 1, A =




2 1 1
3 1 2
1 −1 0


 .

4. Çíàéòè îáåðíåíó ìàòðèöþ äî ìàòðèöi A:

a)A =

(
1 2
2 5

)
; b)A =

(
a b

c d

)
; c)A =




1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


 ;

d)A =




2 2 3
1 −1 0
−1 2 1


 ; e)A =




2 1 0 0
3 2 0 0
1 1 3 4
2 −1 2 3


 ; f)A =




0 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
. . . . . . .

1 1 1 . . . 0




.

5. Çíàéòè íåâiäîìó ìàòðèöþ X ç ðiâíÿíü:

a)

(
2 5
1 3

)
·X =

(
4 −6
2 1

)
; b) X ·




1 1 −1
2 1 0
1 −1 1


 =




1 −1 3
4 3 2
1 −2 5


 ;
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c)

(
2 1
3 2

)
·X ·

( −3 2
5 −3

)
=

( −2 4
3 −1

)
;

d)

(
2 1
2 1

)
·X =

(
2 1
2 1

)
; e)X ·

(
2 1
2 1

)
=

(
3 4
3 1

)
.

6. Çíàéòè íåâiäîìó ìàòðèöþ X ç ðiâíÿííÿ:



1 1 1 . . . 1
0 1 1 . . . 1
0 0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1



·X =




1 2 3 . . . n

0 1 2 . . . n− 1
0 0 1 . . . n− 2
. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1




.
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Ðîçäië 4

Âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì

Îçíà÷åííÿ 4.0.1. Ìíîæèíà V ç çàäàíîþ íà íié îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ + íà-
çèâà¹òüñÿ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì F, ÿêùî

1. (V,+) àáåëåâà (êîìóòàòèâíà) ãðóïà;

2. Çàäàíî âiäîáðàæåííÿ: F × V 7→ V : F × V 3 (λ, v) 7→ v1 = λv ∈ V, ÿêå
âèçíà÷à¹ ïðàâèëî ìíîæåííÿ âåêòîðiâ íà ñêàëÿðíi âåëè÷èíè (åëåìåíòè
ïîëÿ F); ïðè öüîìó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ "+"â àáåëåâié ãðóïi V i îïåðàöi¨
äîäàâàííÿ "+"i ìíîæåííÿ "·"â ïîëi ìàþòü áóòè óçãîäæåíi íàñòóïíèì
÷èíîì:

2.1 ∀λ ∈ F ∀v1 ∈ V ∀v2 ∈ V λ(v1 + v2) = λv1 + λv2;

2.2 ∀λ ∈ F ∀µ ∈ F ∀v ∈ V (λ + µ)v = λv + µv;

2.3 ∀λ ∈ F ∀µ ∈ F ∀v ∈ V (λ · µ)v = λ (µv) ;

2.4 ÿêùî 1 ∈ F � îäèíèöÿ ïîëÿ (íåéòðàëüíèé åëåìåíò âiäíîñíî ìíîæå-
ííÿ), òî ∀v ∈ V 1v = v.

Îçíà÷åííÿ 4.0.2. Ïiäìíîæèíà W ⊂ V âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V = V (F) íà-
çèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòîðîì , ÿêùî

∀w1, w2 ∈ W w1 + w2 ∈ W, ∀λ ∈ F ∀w ∈ W λw ∈ W.

Ïðèêëàä 4.0.1. Òðèâiàëüíèì ïðèêëàäîì âåêòîðíîãî ïðîñòîðó ¹ àáåëåâà ãðó-
ïà, ÿêà ìiñòèòü ¹äèíèé åëåìåíò 0, äëÿ ÿêîãî ìà¹ ìiñöå ∀λ ∈ F λ0 = 0.
Òàêèé âåêòîðíèé ïðîñòið áóäåìî íàçèâàòè íóëüîâèìi ïîçíà÷àòè (0). Ëåãêî
ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äîâiëüíèé ïðîñòið V (F) ìiñòèòü (0) â ÿêîñòi ïiäïðîñòîðó.
Äiéñíî, ÿêùî 0 ∈ V � íåéòðàëüíèé åëåìåíò ïî äîäàâàííþ àáåëåâî¨ ãðóïè V,

òî
∀λ ∈ F λ0 = λ(v − v) = λv − λv = 0.

Ïðèêëàä 4.0.2. Ñàìå ïîëå F ¹ ïðèêëàäîì âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàä ñîáîþ.
ßêùî ìà¹ìî ðîçøèðåííÿ ïîëiâ F ⊂ F̃, íàïðèêëàä Q ⊂ R ⊂ C � ïîëå äiéñíèõ
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÷èñåë ¹ ðîçøèðåííÿì ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, à ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹
ðîçøèðåííÿì ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë, àáî ñêií÷åííi ïîëÿ F4,F8 ¹ ðîçøèðåííÿìè
ïîëÿ F2, òî áóâà¹ êîðèñíèì ðîçãëÿäàòè F̃ ÿê âåêòîðíèé ïðîñòið íàä F.

Ïðèêëàä 4.0.3. Óçàãàëüíåííÿì ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó ¹ äåêàðòîâà ñòåïiíü
ïîëÿ Fn = F × F × . . . × F. Äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð iç ïîëÿ F íà-
áîðiâ (α1, α2, . . . , αn) ∈ Fn, αi ∈ F çäiéñíþ¹òüñÿ ïîêîîðäèíàòíî. Ïðîñòið Fn

ç òàê ââåäåíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð íàçèâà¹òüñÿ
àðèôìåòè÷íèì âåêòîðíèì ïðîñòîðîì.
Ïðèêëàä 4.0.4. ßê âèïëèâà¹ ç âïðàâè ïåðåä òåîðåìîþ 3.2.1, ìíîæèíà ðîçâ'ÿç-
êiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ¹ ïiäïðîñòîðîì àðèôìåòè÷íîãî âå-
êòîðíîãî ïðîñòîðó.
Ïðèêëàä 4.0.5. Íåõàé Mm,n(F) � ìíîæèíà ìàòðèöü ðîçìiðó m×n íàä ïîëåì
F. Î÷åâèäíî, ùî Mm,n(F) ç ââåäåíèìè ðàíiøå îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ ìàòðèöü
òà ìíîæåííÿ íà åëåìåíò ç F ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì.
Ïðèêëàä 4.0.6. Ðîçãëÿíåìî áóëåàí 2N ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Â êóðñi
äèñêðåòíî¨ ìàòåìàòèêè áóëî ïîêàçàíî, ùî éîãî ìîæíà îòîòîæíèòè ç ìíî-
æèíîþ íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé íóëiâ òà îäèíèöü. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè
¨õ, ÿê ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòiâ ïîëÿ F2. Ïîáiòîâå äîäàâàííÿ ïîñëiäîâíîñòåé
⊕ (XOR) òà î÷åâèäíå ìíîæåííÿ íà ñêàëÿðè 0, 1 ∈ F2 çàäàþòü ñòðóêòóðó
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íà 2N. ßêùî íå ïåðåõîäèòè äî ïîñëiäîâíîñòåé - õàðà-
êòåðèñòè÷íèõ ôóíêöié, òî äîäàâàííÿ ïiäìíîæèí M, L ⊆ N âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê
ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ M ⊕L ⊆ N, i ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì
÷èíîì: 0M = ∅, 1M = M.

Ïðèêëàä 4.0.7. Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì (ïîêîîðäèíàòíî) ââîäèòüñÿ ñòðóêòóðà
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íà ìíîæèíi FN íåñêií÷åíèõ ïîñëiäîâíîñòåé åëåìåíòiâ
ïîëÿ F.

Ïðèêëàä 4.0.8. Êiëüöå ïîëiíîìiâ F[x] íàä ïîëåì F ç ïðèðîäíèìè îïåðàöiÿìè
äîäàâàííÿ ïîëiíîìiâ òà ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð ç F ¹ òàêîæ ïðèêëàäîì âåêòîð-
íîãî ïðîñòîðó.
Ïðèêëàä 4.0.9. ßê âiäîìî ç êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, ñóìà íåïåðåðâíèõ
íà ïðîìiæêó [a, b] ⊂ R ôóíêöié ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, à äîáóòîê íåïåðåðâ-
íî¨ ôóíêöi¨ íà äiéñíå ÷èñëî ¹ òàêîæ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ. Îòæå, íåïåðåðâ-
íi íà ïðîìiæêó [a, b] ⊂ R ôóíêöi¨ óòâîðþþòü âåêòîðíèé ïðîñòið, ÿêèé áóäå
ïîçíà÷àòèñü C[a, b] (C − continuous).
Îçíà÷åííÿ 4.0.3. Âåêòîðíi ïðîñòîðè V = V (F) òà W = W (F) íàçèâàþòüñÿ
içîìîðôíèìè, ÿêùî iñíó¹ ái¹êöiÿ φ : V ↔ W :

∀v1, v2 ∈ V φ(v1 + v2) = φ(v1) + φ(v2);
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∀v ∈ V, λ ∈ F φ(λv) = λφ(v).

Çà öèõ óìîâ ái¹êöiÿ φ íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ.
ßêùî V = W, òî ái¹êöiÿ, ç âêàçàíèìè âëàñòèâîñòÿìè íàçèâà¹òüñÿ

àâòîìîðôiçìîì âåêòîðíîãî ïðîñòîðó.

Ïðèêëàä 4.0.10. Âåêòîðíi ïðîñòîðè Mm,n(F) òà Fmn ¹ içîìîðôíèìè.

Äëÿ ïîáóäîâè içîìîðôiçìó ñëiä ðÿäêè ìàòðèöi çàïèñàòè â îäèí ðÿäîê äîâ-
æèíè mn. Ïåðåâiðòå, ùî îòðèìàíå âiäîáðàæåííÿ Mm,n(F) 7→ Fmn äiéñíî ¹ içî-
ìîðôiçìîì.

Ëåìà 4.0.1. Íåõàé V � ïiäïðîñòið âåêòîðiâ-ñòîâï÷èêiâ (âåêòîðiâ -ðÿäêiâ)
âiäïîâiäíîãî àðèôìåòè÷íîãî ïðîñòîðó i C îáîðîòíà ìàòðèöÿ âiäïîâiäíîãî ðîç-
ìiðó. Òîäi ïðîñòið V içîìîðôíèé ïðîñòîðó C · V = {C · v|v ∈ V }, (V · C =
{v · C|v ∈ V }).
Äîâåäåííÿ. Òå ùî ïiäìíîæèíà âåêòîðiâ-ñòîâï÷èêiâ C ·V (âåêòîðiâ- ðÿäêiâ V ·C)
¹ âåêòîðíèì-ïiäïðîñòîðîì àðèôìåòè÷íîãî ïðîñòîðó, ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñàìî-
ñòiéíî; öå ¹ ïðàâèëüíèì äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi C (íå îáîâ'ÿçêîâî îáîðîòíî¨).
Äîâåäåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ v 7→ Cv, (v 7→ vC) ¹ içîìîðôiçìîì. Éîãî ái¹-
êòèâíiñòü âèïëèâà¹ ç ëåìè 3.1.1. À ç âëàñòèâîñòi äèñòðóáóòèâíîñòi ìíîæåííÿ
ìàòðèöü:
C · (λ1v1 + λ2v2) = λ1C · v1 + λ2C · v2 âèïëèâà¹, ùî öå âiäîáðàæåííÿ ¹ içîìîðôi-
çìîì.

Âíóòðiøíi êîíñòðóêöi¨.
4.0.1 Ïîáóäîâà ç îäíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ ç iíøèõ.

Ïðèêëàä 4.0.11. Íåõàé V = V (F) âåêòîðíèé ïðîñòið i W1,W2 ⊂ V äâà éîãî
ïiäïðîñòîðè, òîäi W1 ∩W2 ¹ ïiäïðîñòîðîì.

Âïðàâà 4.0.1. Çà ÿêèõ óìîâ îá'¹äíàííÿ W1 ∪W2 ¹ âåêòîðíèì ïiäïðîñòîðîì?

Ïðèêëàä 4.0.12. Â ñèòóàöi¨ ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó, ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

W1 + W2 = {w1 + w2|w1 ∈ W1, w2 ∈ W2} ⊆ V. (4.0.1)

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî W1 + W2 ¹ âåêòîðíèì ïiäïðîñòîðîì, ïðè÷îìó âií áóäå
ìiíiìàëüíèì (âiäíîñíî âêëþ÷åííÿ ⊂) ïiäïðîñòîðîì, ùî ìiñòèòü ïiäïðîñòîðè
W1 òà W2.

Îçíà÷åííÿ 4.0.4. Âåêòîðíèé ïiäïðîñòið W1 + W2 ⊆ V íàçèâàþòü âåêòîð-
íèì ïiäïðîñòîðîì ïîðîäæåíèì ïiäïðîñòîðàìè W1,W2 àáî ñóìîþ âåêòîðíèõ
ïðîñòîðiâ W1 òà W2.
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Îçíà÷åííÿ 4.0.5. Âåêòîð

u =
k∑

i=1

λivi, λi ∈ F, (4.0.2)

íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ v1, v2, . . . .

Ïðèêëàä 4.0.13. Íåõàé v1, v2, . . . , vk, . . .− ñèñòåìà (íå îáîâ'ÿçêîâî ñêií÷åííà)
âåêòîðiâ ç âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V . Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó ëiíiéíèõ êîìáiíàöié
âåêòîðiâ ç öi¹¨ ñèñòåìè:

L(v1, v2, . . . , vk, . . .) =

{∑
i

λivi|λi ∈ F
}
⊆ V, (4.0.3)

çàóâàæèìî, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ ëèøå ñêií÷åííi ñóìè âåêòîðiâ. Íåâàæêî ïåðå-
êîíàòèñÿ, ùî L(v1, v2, . . . , vk, . . .) ¹ ìiíiìàëüíèì ïiäïðîñòîðîì, ùî ìiñòèòü
âåêòîðè v1, v2, . . . , vk, . . . i éîãî íàçèâàþòü ïiäïðîñòîðîì, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ
âåêòîðàìè v1, v2, . . . , vk, . . . .

Âïðàâà. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ λ ∈ F, i, j ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

L(v1, v2, . . . , vk, . . .) = L(v1, v2, . . . , vi−1, λvi, vi+1, . . . , vk, . . .) =

= L(v1, v2, . . . , vi−1, vi + λvj, vi+1, . . . , vk, . . .).

Îçíà÷åííÿ 4.0.6. Ñèñòåìà âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vk, . . . ∈ V, äëÿ ÿêèõ
L(v1, v2, . . . , vk, . . .) = V áóäåìî íàçèâàòè òâiðíîþ àáî ïîðîäæóþ÷îþ ñè-
ñòåìîþ âåêòîðiâ ïðîñòîðó V.

Âåêòîðíèé ïðîñòið, ÿêèé ìà¹ ñêií÷åííó òâiðíó ñèñòåìó âåêòîðiâ íàçèâà-
¹òüñÿ ñêií÷åííîâèìiðíèì.

Iíøèìè ñëîâàìè, äîâiëüíà (íå îáîâ'ÿçêîâî ñêií÷åííà) ñóêóïíiñòü âåêòîðiâ
{vi ∈ V |i ∈ I} ¹ òâiðíîþ àáî ïîðîäæóþ÷îþ äëÿ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , ÿêùî
äëÿ áóäü-ÿêèé âåêòîðà v ∈ V ìîæíà ïîäàòè ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ âåêòîðiâ iç
öi¹¨ ñèñòåìè.

Çîâíiøíi êîíñòðóêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 4.0.7. Íåõàé V1 = V1(F), V2 = V2(F) äâà âåêòîðíèõ ïðîñòîðè íàä
ïîëåì F. Íà äåêàðòîâîìó äîáóòêó V1 × V2 ñòðóêòóðà âåêòîðíîãî ïðîñòîðó
ââîäèòüñÿ òàêèì ÷èíîì:

(v1, v2) + (v′1, v
′
2) = (v1 + v′1, v2 + v′2), λ(v1, v2) = (λv1, λv2),

v1, v
′
1 ∈ V1, v2, v

′
2 ∈ V2, λ ∈ F. Îòðèìàíèé âåêòîðíèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ

äåêàðòîâèì äîáóòêîì âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ V1, V2.
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Çàäà÷à. Íåõàé 1 ≤ k ≤ n, äîâåäiòü, ùî âåêòîðíèé ïðîñòið Fn içîìîðôíèé
äåêàðòîâîìó äîáóòêó Fk × Fn−k.

Íåõàé W ïiäïðîñòið ïðîñòîðó V = V (F). Ââåäåìî íà V âiäíîøåííÿ åêâiâà-
ëåíòíîñòi:

∀v1, v2 ∈ V v1 ∼ v2 ⇔ v1 − v2 ∈ W.

Ïåðåâiðòå, ùî öå äiéñíî ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi. Åëåìåíòàìè ôàêòîð-
ìíîæèíè V/ ∼ ¹ ïiäìíîæèíè âåêòîðiâ ç V, ÿêi ìàþòü âèãëÿä:

v + W = {v + w|w ∈ W}.
Ââåäåìî íà ôàêòîð-ìíîæèíi V/ ∼ ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàä ïîëåì
F íàñòóïíèì ÷èíîì:

(v1 + W ) + (v2 + W ) = (v1 + v2) + W,

λ (v + W ) = (λv) + W.

Ïåðåâiðòå, ùî òàê ââåäåíi îïåðàöi¨ íå çàëåæàòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêiâ v1, v2

êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi i ùî âñi óìîâè ç îçíà÷åííÿ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó âèêîíó-
þòüñÿ.

Îçíà÷åííÿ 4.0.8. Ïîáóäîâàíèé âåêòîðíèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
ôàêòîð-ïðîñòîðîì i ïîçíà÷à¹òüñÿ V/W.

Ïðèêëàä 4.0.14. Íåõàé Fn- àðèôìåòè÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið. Î÷åâèäíî, ùî
ñóêóïíiñòü íàáîðiâ âèäó (α1, α2, . . . , αk, 0, 0, . . . , 0) ∈ Fn óòâîðþþòü âåêòîð-
íèé ïiäïðîñòið, ÿêèé içîìîðôíèé ïðîñòîðó Fk. Åëåìåíòàìè ôàêòîð-ïðîñòîðó
V/W ¹ ìíîæèíè íàáîðiâ âèäó: Aαk+1,αk+2,...,αn

= {(∗, ∗, . . . , ∗, αk+1, αk+2, . . . , αn)|∗ ∈
F}.

Ïîêàæiòü, ùî îòðèìàíèé ôàêòîð-ïðîñòið içîìîðôíèé àðèôìåòè÷íîìó ïðî-
ñòîðó Fn−k.

Îçíà÷åííÿ 4.0.9. Âiäîáðàæåííÿ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó â ïîëå l : V = V (F) →
F íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì, âèçíà÷åíèì íà ïðîñòîði V , ÿêùî

∀v1, v2 ∈ V l(v1 + v2) = l(v1) + l(v2),

∀v ∈ V, λ ∈ F l(λv) = λ · l(v).

Ïðèêëàä 4.0.15. Íåõàé Fn− àðèôìåòè÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið, òîäi âiä-
îáðàæåííÿ

Fn 3 (α1, α2, . . . , αn) 7→
n∑

i=1

αi

¹ ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì. ßêùî F = F2 � ïîëå ç äâîõ åëåìåíòiâ, à ñóìà ¹
ïîáiòîâå äîäàâàííÿ ⊕ (XOR), òî âêàçàíèé ôóíêöiîíàë ¹ êîíòðîëüíà ñóìà
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áiòiâ αi. Àíàëîãi÷íî áóäóþòüñÿ êîíòðîëüíi ñóìè ìàñèâiâ åëåìåíòiâ iíøèõ
ñêií÷åííèõ ïîëiâ, çîêðåìà áàéòiâ. Ïðè ïåðåäà÷i äàíèõ êîíòðîëüíà ñóìà ïåðå-
äà¹òüñÿ ðàçîì ç ìàñèâîì.
Ïðèêëàä 4.0.16. Ïðèêëàäîì ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó â ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié C[a, b] ¹ âèçíà÷åíèé iíòåãðàë:

f(x) 7→
∫ b

a

f(x)dx.

Ïðèêëàä 4.0.17. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ çàäàíèõ íà ïðî-
ñòîði V = V (F) :

V ∗ = {l : V → F} . (4.0.4)
Îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ôóíêöiîíàëiâ òà ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð ââîäÿòüñÿ òàê ñàìî
ÿê i äëÿ ôóíêöié - ïîòî÷êîâî:

(l1 + l2)(v) = l1(v) + l2(v), (λl)(v) = λ · l(v). (4.0.5)

Ìíîæèíà ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ V ∗ ç òàê ââåäåíèìè îïåðàöiÿìè ¹ âåêòîðíèì
ïðîñòîðîì, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ äâî¨ñòèì ïðîñòîðîì äî ïðîñòîðó V .

Óçàãàëüíåííÿì ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó ¹ ïîíÿòòÿ áiëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó.
Îçíà÷åííÿ 4.0.10. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V = V (F)
çàäàíî áiëiíiéíèé ôóíêöiîíàë, ÿêùî âèçíà÷åíî âiäîáðàæåííÿ: F : V × V 7→ F,

ùî ìà¹ âëàñòèâîñòi

∀λ, µ ∈ F ∀u, v, w ∈ V F (λu + µv, w) = λF (u,w) + µF (v, w),

∀λ, µ ∈ F ∀u, v, w ∈ V F (u, λv + µw) = λF (u, v) + µF (u,w).

Ïðèêëàä 4.0.18. Íåõàé v = Fn � àðèôìåòè÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið i u =
(x1, x2, . . . , xn), v = (y1, y2, . . . , yn). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ aij ∈ F, i, j = 1, 2, . . . , n
âiäîáðàæåííÿ

(u, v) → F (u, v) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxiyj

¹ áiëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì. Ïåðåâiðêó çðîáèòè ñàìîñòiéíî.
Îçíà÷åííÿ 4.0.11. Áiëiíiéíà ôîðìà F íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàçèâà¹-
òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî

∀u∀v F (u, v) = F (v, u);

i íàçèâà¹òüñÿ êîñîñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî

∀u∀v F (u, v) = −F (v, u).
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Ïðèêëàä 4.0.19. Áiëiíiéíà ôîðìà ç ïðèêëàäó 4.0.18 áóäå ñèìåòðè÷íîþ (êîñî-
ñèìåòðè÷íîþ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ∀i, j aij = aji (aij = −aji) âiäïîâiäíî.
Äîâåäiòü öå ñàìîñòiéíî.

Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî âåêòîðà u∗ áiëiíiéíà
ôîðìà âèçíà÷à¹ ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè íà V : l1(v) = F (u∗, v) òà l2(v) = F (v, u∗).

Áiëiíiéíi ôîðìè âèçíà÷åíi íà äàíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V = V (F) ñàìi
óòâîðþþòü âåêòîðíèé ïðîñòið âiäíîñíî îïåðàöié:

(F + G) (u, v) = F (u, v) + G(u, v) (4.0.6)
(λ · F ) (u, v) = λ (F (u, v)) . (4.0.7)

Âïðàâà 4.0.2. Äîâåäiòü, ùî ñèìåòðè÷íi òà êîñîñèìåòðè÷íi ôóíêöiîíàëè
óòâîðþþòü âåêòîðíi ïiäïðîñòîðè. Âèçíà÷èòè ïåðåòèí öèõ ïiäïðîñòîðiâ.

Òåîðåìà 4.0.1. ßêùî ïîëå F òàêå, ùî 1 + 1 = 2 6= 0, òî áóäü-ÿêó áiëiíiéíó
ôîðìó F íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V = V (F) ìîæíà ïîäàòè ÿê ñóìó ñèìå-
òðè÷íî¨ òà êîñîñèìåòðè÷íî¨ ôîðì.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ôîðìà G(u, v) = F (u, v) + F (v, u) ¹ ñèìåòðè÷íîþ, à
ôîðìà H(u, v) = F (u, v)− F (v, u) ¹ êîñîñèìåòðè÷íîþ i

F (u, v) =
1

2
(G(u, v) + H(u, v)) .

4.1 Ëiíiéíà çàëåæíiñòü âåêòîðiâ

Îçíà÷åííÿ 4.1.1. 1. Ñêií÷åííà ñèñòåìà âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vk âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó V = V (F) íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, ÿêùî

k∑

i=1

λivi = 0 ⇔ λ1 = λ2 = . . . = λk = 0 (4.1.8)

2. Íåñêií÷åííà ñèñòåìà âåêòîðiâ vi, i ∈ I, âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V = V (F)
íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, ÿêùî áóäü-ÿêà ¨¨ ñêií÷åííà ïiäñèñòåìà ¹
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Çàâäàííÿ. Äàéòå îçíà÷åííÿ ëiíiéíî çàëåæíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ.
Âëàñòèâîñòi ëiíiéíî çàëåæíèõ âåêòîðiâ.

1. ßêùî íóëüîâèé âåêòîð 0 íàëåæèòü ñèñòåìi âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vk, òî âîíà ¹
ëiíiéíî çàëåæíîþ.
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Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî λ ∈ F, λ 6= 0 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

0v1 + 0v2 + . . . + λ0 + . . . + 0vk = 0,

ÿêà i äîâîäèòü ëiíiéíó çàëåæíiñòü âåêòîðiâ.

2. ßêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vk ìiñòèòü äâà îäíàêîâèõ âåêòîðà, òî âîíà
¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.
Äîâåñòè ñàìîñòiéíî.

3. ßêùî ïàðà íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ {v1, v2} ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè, òî âîíè êîëi-
íiàðíi, òîáòî iñíó¹ ÷èñëî λ ∈ F òàêå, ùî v1 = λv2.

Äîâåñòè ñàìîñòiéíî.

4. ßêùî òðiéêà íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ {v1, v2, v3} ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè, òî âîíè
êîìïëàíàðíi, òîáòî iñíóþòü λ, µ ∈ F òàêi, ùî v1 = λv2 + µv3.

Äîâåñòè ñàìîñòiéíî.

5. ßêùî âåêòîð v ∈ V ìîæíà ïîäàòè ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ v =
∑k

i=1 λivi

ñèñòåìè ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ {v1, v2, . . . , vk}, òî öå ìîæíà çðîáèòè
¹äèíèì ñïîñîáîì.
Äiéñíî, ÿêùî v =

∑k
i=1 λivi =

∑k
i=1 µivi, òî 0 =

∑k
i=1(λi − µi)vi i ç íåçàëå-

æíîñòi âåêòîðiâ âèïëèâà¹ λi = µi, i = 1, 2, . . . , k.

6. Ñèñòåìà âåêòîðiâ {v1, v2, . . . , vk} ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
îäèí ç öèõ âåêòîðiâ ìîæíà ïîäàòè ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ ðåøòè.
Äîâåñòè ñàìîñòiéíî.

7. ßêùî ñèñòåìà v1, v2, . . . , vk âåêòîðiâ ìiñòèòü ëiíiéíî çàëåæíó ïiäñèñòåìó, òî
âîíà ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.
Äîâåñòè ñàìîñòiéíî.

8. Ñèñòåìà âåêòîðiâ àðèôìåòè÷íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó âèäó

v1 = (a11, a12, a13, . . . a1k, . . . a1n)
v2 = (0, a22, a23, . . . a2k, . . . a2n)
v3 = (0, 0, a33, . . . a3k, . . . a3n)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

vk = (0, 0, 0, . . . akk, . . . akn)

, (4.1.9)

äå ïiäêðåñëåíi êîîðäèíàòè âiäìiííi âiä íóëÿ, ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòå-
ìîþ âåêòîðiâ.
Äîâåñòè ñàìîñòiéíî.
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Âïðàâà 4.1.1. Äîâåñòè òàêå óçàãàëüíåííÿ âëàñòèâîñòi 6: ÿêùî ñèñòåìà âå-
êòîðiâ v1, v2, . . . , vk ëiíiéíî çàëåæíà, òî ñåðåä âåêòîðiâ öi¹¨ ñèñòåìè çíàéäå-
òüñÿ âåêòîð, ÿêèé ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïîïåðåäíiõ âåêòîðiâ.

Ëåìà 4.1.1. Íåõàé v1, v2, . . . , vk i w1, w2, . . . , wl äâi ñèñòåìè âåêòîðiâ ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó V . ßêùî k > l i âåêòîðè ïåðøî¨ ñèñòåìè ¹ ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè
âåêòîðiâ äðóãî¨, òîáòî

vi =
l∑

j=1

αijwj, i = 1, 2, . . . , k, (4.1.10)

òî ñèñòåìà âåêòîðiâ {v1, v2, . . . , vk} ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ëåìè ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî l �
êiëüêîñòi âåêòîðiâ ó äðóãié ñèñòåìi. Áàçà iíäóêöi¨: l = 1. Òîäi âñi âåêòîðè vi

ïðîïîðöiéíi îäíîìó âåêòîðó i î÷åâèäíî ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè.
Iíäóêöiéíèé êðîê. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ äîâåäåíî äëÿ ñèñòåìè âåêòî-

ðiâ, ó ÿêèõ äðóãà ñèñòåìà ìiñòèòü ìåíøå íiæ l âåêòîðiâ. ßêùî ìà¹ ìiñöå (4.1.10),
äå α11 = α21 = . . . = αk1 = 0, òî íàñïðàâäi âåêòîðè vi ¹ ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè
âåêòîðiâ iç ñèñòåìè w2, w3, . . . , wl, ÿêà ìiñòèòü l − 1 âåêòîðiâ i òâåðäæåííÿ âè-
ïëèâà¹ ç ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨. Íåõàé ïðèíàéìíi îäèí ç αi1 âiäìiííié âiä íóëÿ.
Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî α11 6= 0. Ðîçãëÿíåìî íîâó ñè-
ñòåìó âåêòîðiâ: v2− α21

α11
v1, v3− α31

α11
v1, . . . , vk− αk1

α11
v1. Âiäíiìàþ÷è ïåðøå ðiâíÿííÿ

ïîìíîæåíå íà α31

α11
âiä i-ãî ðiâíÿííÿ â ñèñòåìi (4.1.10), i = 2, 3, . . . , l, ïðèõîäè-

ìî äî âèñíîâêó, ùî âåêòîðè öi¹¨ ñèñòåìè ¹ ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè âåêòîðiâ iç
ñèñòåìè w2, w3, . . . , wl, à îòæå, çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè.
Òàêèì ÷èíîì, iñíóþòü ñêàëÿðè λ2, λ3, . . . , λk, íå âñi ðiâíi íóëþ, ùî

k∑

i=2

λi

(
vi − αi1

α11
v1

)
= 0, çâiäêè

k∑

i=2

λivi −
(

k∑

i=2

λi
αi1

α11

)
v1 = 0.

Â ëiâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ñòî¨òü ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ âåêòîðiâ v1, v2,
. . ., vk, â ÿêié íå âñi êîåôiöi¹íòè äîðiâíþþòü íóëþ, îòæå öi âåêòîðè ¹ ëiíiéíî
çàëåæíèìè.

Òåîðåìà 4.1.1. Íåõàé v1, v2, . . . , vn � ñèñòåìà âåêòîðiâ ïðîñòîðó V, òîäi íà-
ñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1. v1, v2, . . . , vn ¹ ìàêñèìàëüíîþ (ïî êiëüêîñòi âåêòîðiâ) ëiíiéíî íåçàëåæíîþ
ñèñòåìîþ âåêòîðiâ;

2. v1, v2, . . . , vn ¹ ìiíiìàëüíîþ (ïî êiëüêîñòi âåêòîðiâ) ñèñòåìîþ òâiðíèõ ïðî-
ñòîðó V ;
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3. v1, v2, . . . , vn ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ òâiðíèõ ïðîñòîðó V.

Äîâåäåííÿ. 1 ⇒ 2. Ìàêñèìàëüíà ïî êiëüêîñòi âåêòîðiâ ëiíiéíî íåçàëåæíà ñè-
ñòåìà âåêòîðiâ ìà¹ áóòè ñèñòåìîþ òâiðíèõ. Äiéñíî, ÿêùî iñíó¹ âåêòîð, ÿêèé íå
ìîæíà ïîäàòè ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ ñèñòåìè v1, v2, . . . , vn, òî öåé âåêòîð ìî-
æíà ïðè¹äíàòè äî öi¹¨ ñèñòåìè i îòðèìàòè ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó ç n+1-ãî
âåêòîðà, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi ìàêñèìàëüíîñòi. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî iñíó¹ òâið-
íà ñèñòåìà âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, ùî ìiñòèòü k âåêòîðiâ, k < n , òî âñi âåêòîðè
v1, v2, . . . , vn ìàþòü áóòè ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè âiä k âåêòîðiâ âêàçàíî¨ òâiðíî¨
ñèñòåìè. Àëå òîäi çà ëåìîþ 4.1.1 âåêòîðè v1, v2, . . . , vn ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè, ùî
ñóïåðå÷èòü óìîâi 1.

2 ⇒ 1. Íåõàé w1, w2, . . . , wk, k > n, � äåÿêà ñèñòåìà âåêòîðiâ. Çà óìîâîþ 2,
wi, i = 1, 2, . . . , k, ìàþòü áóòè ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn i çà
ëåìîþ 4.1.1 âåêòîðè w1, w2, . . . , wk ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè. Îòæå, êîæíà ëiíiéíî
íåçàëåæíà ñèñòåìà ìîæå ìiñòèòè íå áiëüøå íiæ n âåêòîðiâ. Êðiì òîãî ñàìà
ñèñòåìà âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn ìà¹ áóòè ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Â ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó îäèí ç âåêòîðiâ ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ðåøòè i ìîæå áóòè âèëó÷åíèé
ç ñèñòåìè. Îòðèìàíà ñèñòåìà ç n− 1 âåêòîðiâ áóäå î÷åâèäíî òàêîæ òâiðíîþ, à
öå ñóïåðå÷èòü óìîâi ìiíiìàëüíîñòi.

2 ⇒ 3. Ìiíiìàëüíà (ïî êiëüêîñòi âåêòîðiâ) ñèñòåìà òâiðíèõ v1, v2, . . . , vn ìà¹
áóòè ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. ßêùî öå íå òàê, òî çà âëàñòèâiñòþ 5 ëiíiéíî çàëåæíèõ
âåêòîðiâ, îäíè ç âåêòîðiâ vi ìà¹ áóòè ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ðåøòè âåêòîðiâ.
Àëå òîäi éîãî ìîæíà âèëó÷èòè ç ñèñòåìè i òi n − 1 âåêòîðiâ ùî çàëèøèëèñü,
òåæ óòâîðþþòü òâiðíó ñèñòåìó. Öå ñóïåðå÷èòü óìîâi 2 ïðî ìiíiìàëüíiñòü n �
ìîæëèâî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ó òâiðíié ñèñòåìi.

3 ⇒ 2. ßêùî iñíó¹ òâiðíà ñèñòåìà, ùî ìiñòèòü ìåíøå íiæ n âåêòîðiâ, òî
âåêòîðè vi ìàþòü áóòè ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè ñóêóïíîñòi, ùî ìiñòèòü ìåíøå
íiæ n âåêòîðiâ, à îòæå çà ëåìîþ 4.1.1 áóòè ëiíiéíî çàëåæíèìè, ùî ñóïåðå÷èòü
óìîâi 3.
Îçíà÷åííÿ 4.1.2. Âïîðÿäêîâàíà ñèñòåìà âåêòîðiâ (vi|i ∈ I) ⊂ V íàçèâà¹-
òüñÿ áàçèñîì âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , ÿêùî âîíà ¹

1. ëiíiéíî íåçàëåæíîþ;
2. òâiðíîþ ñèñòåìîþ äëÿ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V.

Ïðèêëàä 4.1.1. Ñóêóïíiñòü âåêòîðiâ àðèôìåòè÷íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó
Fn

ε1 = (1, 0, 0, . . . , 0)
ε2 = (0, 1, 0, . . . , 0)
ε3 = (0, 0, 1, . . . , 0)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

εn = (0, 0, 0, . . . , 1)

, (4.1.11)
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¹ áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó. Äîâåäiòü öå.
Öåé áàçèñ íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì áàçèñîì àðèôìåòè÷íîãî âåêòîðíîãî

ïðîñòîðó.

Äëÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðiâ óìîâè 1 òà 2 òåîðåìè 4.1.1 ìîæíà ðîçãëÿ-
äàòè ÿê åêâiâàëåíòíi îçíà÷åííÿ áàçèñó. Ç öèõ óìîâ íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî âñi
áàçèñè ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó ñêëàäàþòüñÿ ç îäíàêîâî¨ êiëüêîñòi âåêòî-
ðiâ. Öå ÷èñëî � êiëüêiñòü âåêòîðiâ â áàçèñi ïðîñòîðó V = V (F) íàçèâà¹òüñÿ
ðîçìiðíiñòþ ïðîñòîðó i ïîçíà÷à¹òüñÿ dimF V àáî ïðîñòî dim V.

Çîêðåìà, ðîçìiðíiñòü íóëüîâîãî ïðîñòîðó äîðiâíþ¹ íóëþ, à ðîçìiðíiñòü àðè-
ôìåòè÷íîãî ïðîñòîðó Fn äîðiâíþ¹ n.

Ëåìà 4.1.2. ßêùî V1, V2 � ïàðà içîìîðôíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ, òî içî-
ìîðôíèì îáðàçîì áóäü-ÿêîãî áàçèñó ïðîñòîðó V1 ¹ áàçèñ ïðîñòîðó V2, çîêðåìà
dim V1 = dim V2.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñàìîñòiéíî.

Ëåìà 4.1.3. ßêùî W � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó V, òî áóäü-
ÿêèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó W ìîæå áóòè äîïîâíåíèé äî áàçèñó ïðîñòîðó V.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ÿêùî (wi|i ∈ I) � áàçèñ ïðîñòîðó W i W 6= V, òî iñíó¹
âåêòîð v 6∈ W äîäà¹ìî éîãî äî áàçèñó i ðîçãëÿíåìî ïðîñòið W1 = W + (v), äå
(v) � îäíîâèìiðíèé ïiäïðîñòið ïîðîäæåíèé âåêòîðîì v. ßêùî W1 6= V, òî çíîâó
îáèðà¹ìî v1 ∈ V \W1 i ïðè¹äíó¹ìî éîãî äî áàçèñó ïiäïðîñòîðó W1 i ïîðîäæó¹ìî
ïiäïðîñòið W2 = W1 + (v1). Â òàêèé ñïîñiá ìè îòðèìó¹ìî ëàíöþã ïiäïðîñòîðiâ

W ⊂ W1 ⊂ W2 ⊂ . . . ⊂ Wk ⊆ V.

Âíàñëiäîê òîãî, ùî dim V < +∞, äëÿ äåÿêîãî k áóäåìî ìàòè Wk = V, à ïî-
áóäîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó Wk ÿê ðàç i áóäå ïîòðiáíèì ðîçøèðåííÿì áàçèñó
ïiäïðîñòîðó W.

Ëåìà 4.1.4. Íåõàé W � ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó V, dim W =
k, dim V = n i e1, e2, . . . , ek, ek+1, ek+2, en � ðîçøèðåííÿ áàçèñó W äî áàçèñó V,
òî êëàñè âåêòîðiâ ek+1 + W, ek+2 + W, . . . , en + W óòâîðþþòü áàçèñ ôàêòîð-
ïðîñòîðó V/W

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñàìîñòiéíî.

Íàñëiäîê 4.1.1. Ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà

dim V = dim W + dim V/W.
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Ëåìà 4.1.5. Íåõàé W1,W2 � ïiäïðîñòîðè ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó V,

òîäi ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà

dim(W1 + W2) = dim W1 + dim W2 − dim W1 ∩W2. (4.1.12)

Äîâåäåííÿ. Äîïîâíèìî áàçèñ e1, e2, . . . , ek ïðîñòîðó W1 ∩W2 äî áàçèñiâ ïðîñòî-
ðiâ W1− e1, e2, . . . , ek, u1, u2, . . . ul òà W2− e1, e2, . . . , ek, v1, u2, . . . vm; dim W1 =
k+ l, dim W2 = k+m. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ e1, e2, . . . , ek, u1, u2, . . . ul,
v1, u2, . . . vm ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó W1+W2. Äiéñíî, áóäü-ÿêèé âåêòîð v ∈ W1+W2

ìà¹ âèãëÿä v = w1 + w2, w1 ∈ W1, w2 ∈ W2. Îñêiëüêè âêàçàíà ñèñòåìà âåêòîðiâ
ìiñòèòü ïiäìíîæèíè, ùî ¹ áàçèñàìè ïðîñòîðiâ W1 òà W2, òî öÿ ñèñòåìà ¹ î÷åâè-
äíî òâiðíîþ ñèñòåìîþ äëÿ ïðîñòîðó W1 + W2. Äîâåäåìî ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü
öi¹¨ ñèñòåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ âåêòîðiâ öi¹¨ ñèñòåìè
äîðiâíþ¹ íóëüîâîìó âåêòîðó:

k∑
i=1

αiei +
l∑

i=1

βiui +
m∑

i=1

γivi = 0.

Ç öi¹¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî w1 =
∑l

i=1 βiui ∈ W2, w2 =
∑m

i=1 γivi ∈ W1,
çâiäêè w1, w2 ∈ W1 ∩W2. Îñêiëüêè äîâiëüíèé âåêòîð ìîæíà îäíîçíà÷íî ïðåä-
ñòàâèòè, ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ âåêòîðiâ áàçèñó, òî â ðîçêëàäàõ öèõ âåêòîðiâ
ïî âèùåçãàäàíèõ áàçèñàõ ïðîñòîðiâ W1,W2 êîåôiöi¹íòè ïðè âåêòîðàõ ui òà vi

ìàþòü áóòè íóëüîâèìè, òîáòî β1 = β2 = . . . βl = γ1 = γ2 = . . . = γm = 0. Ç
ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi âåêòîðiâ e1, e2, . . . , ek âèïëèâà¹, ùî i âñi êîåôiöi¹íòè αi ¹
íóëüîâèìè.

Îòæå,e1, e2, . . . , ek, u1, u2, . . . ul, v1, u2, . . . vm ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó W1+W2, çâiä-
êè

dim(W1+W2) = k+l+m = (k+l)+(k+m)−k = dim W1+dim W2−dim W1∩W2.

ßêùî W1 ∩ W2 = {0}, òî ñóìà ïðîñòîðiâ W1 + W2 íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîþ i
ïîçíà÷à¹òüñÿ W1 ⊕W2.

Ëåìà 4.1.6. Äëÿ ïiäïðîñòîðiâ W1,W2 : W1 ∩W2 = {0} iñíó¹ içîìîðôiçì :

W1 ×W2 ↔ W1 ⊕W2.

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíèì içîìîðôiçìîì ¹ âiäîáðàæåííÿ (w1, w2) 7→ w1 + w2. Âñi
íåîáõiäíi ïåðåâiðêè ïðîïîíó¹ìî çðîáèòè ñàìîñòiéíî.
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4.2 Êîîðäèíàòè âåêòîðà â áàçèñi.

Íåõàé V = V (F) � ñêií÷åííîâèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið i e1, e2, . . . , en � éîãî
áàçèñ.
Îçíà÷åííÿ 4.2.1. Äîâiëüíèé âåêòîð v ∈ V îäíîçíà÷íî ïîäà¹òüñÿ ÿê ëiíiéíà
êîìáiíàöiÿ âåêòîðiâ áàçèñó:

v =
n∑

i=1

xiei, (4.2.13)

xi ∈ F; íàáið (x1, x2, . . . , xn) íàçèâà¹òüñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà v â áàçèñi
e1, e2, . . . , en.

Òåîðåìà 4.2.1. Ïðè ôiêñîâàíîìó áàçèñi e1, e2, . . . , en âiäïîâiäíiñòü -
âåêòîð v ↔ (x1, x2, . . . , xn)− íàáið éîãî êîîðäèíàò,

¹ içîìîðôiçìîì âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ V ↔ Fn.

Äîâåäåííÿ. Ái¹êòèâíiñòü âiäîáðàæåííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî êîæåí âåêòîð ïðî-
ñòîðó V îäíîçíà÷íî ïîäà¹òüñÿ ÿê ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ áàçèñíèõ âåêòîðiâ. Çàëè-
øèëîñÿ ïîêàçàòè, ùî ñóìi äâîõ âåêòîðiâ âiäïîâiäà¹ ñóìà íàáîðiâ êîîðäèíàò, à
äîáóòêó âåêòîðà íà ñêàëÿð äîáóòîê íàáîðó éîãî êîîðäèíàò íà öåé æå ñêàëÿð.
Öi ïðîñòi ïåðåâiðêè ïðîïîíó¹ìî çðîáèòè ñàìîñòiéíî.
Íàñëiäîê 4.2.1. Áóäü-ÿêèé ñêií÷åííîâèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì
F içîìîðôíèé àðèôìåòè÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîðó Fn, äå n = dim V.

Ç'ÿñó¹ìî òåïåð ÿê çìiíþ¹òüñÿ êîîðäèíàòè âåêòîðà ïðè ïåðåõîäi äî iíøîãî
áàçèñó. Íåõàé âåêòîð v â áàçèñi e1, e2, . . . , en ìà¹ êîîðäèíàòè (x1, x2, . . . , xn), à
â áàçèñi e′1, e

′
2, . . . , e

′
n öåé æå âåêòîð ìà¹ êîîðäèíàòè (x′1, x

′
2, . . . , x

′
n). ßê ïîâ'ÿçà-

íi íàáîðè êîîðäèíàò (x1, x2, . . . , xn), (x
′
1, x

′
2, . . . , x

′
n) ìiæ ñîáîþ. Âåêòîðè íîâîãî

(øòðèõîâàíîãî) áàçèñó ìîæíà çàïèñàòè ÿê ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ âåêòîðiâ ñòàðîãî
áàçèñà:

e′1 = c11e1+ c21e2+ . . . + cn1en

e′2 = c12e1+ c22e2+ . . . + cn2en

. . . . . . . . . . . . . . .
e′n = c1ne1+ c2ne2+ . . . + cnnen

, (4.2.14)

äå cij ∈ F. Ó ôîðìóëó

v =
n∑

i=1

x′ie
′
i,

ÿêà âèçíà÷à¹ êîîðäèíàòè âåêòîðà v ó íîâîìó áàçèñi, ïiäñòàâèìî çàïèñàíi âèùå
âèðàçè åëåìåíòiâ íîâîãî áàçèñó ÷åðåç åëåìåíòà ñòàðîãî:

v =
n∑

i=1

x′ie
′
i =

n∑
i=1

x′i

n∑
j=1

cjiej =
n∑

j=1

(
n∑

i=1

cjix
′
i

)
ej
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Êîåôiöi¹íòè ïðè âåêòîðàõ ej ¹ ÿê ðàç êîîðäèíàòè âåêòîðà v â áàçèñi e1, e2, . . . , en,
îòæå ìà¹ìî ôîðìóëè çâ'ÿçêó

xj =
n∑

i=1

cjix
′
i, j = 1, 2, . . . , n.

Ââåäåìî â ðîçãëÿä ìàòðèöþ

C =




c11 c12 c13 . . . c1n

c21 c22 c23 . . . c2n

c31 c32 c33 . . . c3n

. . . . . . . . . . . . . . .

cn1 cn2 cn3 . . . cnn




i âåêòîð-ñòîâï÷èêè

x =




x1

x2

. . .

xn


 , x′ =




x′1
x′2
. . .

x′n


 ,

òîäi îòðèìàíèé âèùå çâ'ÿçîê ìiæ êîîðäèíàòàìè ìîæíà ïåðåïèñàòè ó ìàòðè÷íié
ôîðìi

x = C · x′ (4.2.15)

Îçíà÷åííÿ 4.2.2. Ìàòðèöÿ C íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó
e1, e2, . . . , en äî áàçèñó e′1, e

′
2, . . . , e

′
n.

Çàóâàæèìî, ùî áàçèñè (e1, e2, . . . , en), (e′1, e
′
2, . . . , e

′
n) âèçíà÷àþòü ìàòðèöþ

ïåðåõîäó îäíîçíà÷íî.
Íåõàé e′′1, e

′′
2, . . . , e

′′
n � ùå îäèí áàçèñ ïðîñòîðó i C ′ � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áà-

çèñó (e′1, e
′
2, . . . , e

′
n) äî áàçèñó e′′1, e

′′
2, . . . , e

′′
n. ßêùî êîîðäèíàòè âåêòîðà v â öüîìó

áàçèñi çàïèñàòè âåêòîð-ñòîâï÷èêîì

x′′ =




x′′1
x′′2
. . .

x′′n


 ,

òî ïîäâiéíèì çàñòîñóâàííÿì ôîðìóëè (4.2.15) îòðèìó¹ìî:

x = C · x′ = C · (C ′x′′) = (C · C ′)x′′.

Ç îäíîçíà÷íîñòi âèçíà÷åííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó âèïëèâà¹, ùî äîáóòîê ìàòðèöü
C ·C ′ ¹ íi÷èì iíøèì ÿê ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó (e1, e2, . . . , en) äî áàçèñó
(e′′1, e

′′
2, . . . , e

′′
n).
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Ëåìà 4.2.1. Ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä îäíîãî áàçèñó äî iíøîãî ¹ îáîðîòíîþ.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, íåõàé òðåòié áàçèñ çáiãà¹òüñÿ ç ïåðøèì � e1 = e′′1, e2 =
e′′2, . . . , en = e′′n. Òîäi ìàòðèöÿ C ·C ′ ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä ïåðøîãî áàçèñó äî
ñàìîãî ñåáå. Àëå îäèíè÷íó ìàòðèöþ E òàêîæ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìàòðèöþ
ïåðåõîäó âiä áàçèñó äî ñàìîãî ñåáå. Ç îäíîçíà÷íîñòi âèçíà÷åííÿ ìàòðèöi ïåðåõî-
äó ìà¹ìî C ·C ′ = E, çâiäêè, çà ëåìîþ 3.1.5, îòðèìó¹ìî C ′ = C−1, ùî i äîâîäèòü
ëåìó.

4.3 Çàñòîñóâàííÿ äî äîëiäæåíü ëiíiéíèõ ìíîãîâèäiâ

Îçíà÷åííÿ 4.3.1. Íàïðàâëÿþ÷èì âåêòîðíèì ïðîñòîðîì àôiííîãî ìíîãîâèäó,
øî âèçíà÷à¹òüñÿ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü Ax = b íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðíèé ïðîñòið
âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè Ax = 0.

ßê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè ïðî ñòðóêòóðó ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,
ÿêùî çàôiêñóâàòè òî÷êó x0 íà âiäïîâiäíîìó ëiíiéíîìó ìíîãîâèäi, òî âñi ðåøòà
ìîæíà îòðèìàòè ÿê x0 + v, v ∈ V, äå V � íàïðàâëÿþ÷èé ïðîñòið ìíîãîâèäó.

Â çàëåæíîñòi âiä ñïîñîáó âèçíà÷åííÿ íàïðàâëÿþ÷îãî ïiäïðîñòîðó îäèí i òîé
æå ëiíiéíèé àôiííèé ìíîãîâèä ìîæíà çàäàâàòè ðiçíèìè ñèñòåìàìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü. Ïðè öüîìó îáèðà¹òüñÿ âèä ðiâíÿííÿ íàéáiëüø çðó÷íèé äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ
ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i.

Íàïðèêëàä, ÿêùî âêàçàòè áàçèñ íàïðàâëÿþ÷îãî ïðîñòîðó e1, e2, . . . , ek ∈ Fn,
òî âiäïîâiäíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ïàðàìåòðè÷íèõ ðiâíÿíü ó âåêòîðíié ôîðìi íà-
áóäå âèãëÿäó

x− x0 =
k∑

i=1

tiei (4.3.16)

Ïðèêëàä 4.3.1. Â äâîâèìiðíîìó àðèôìåòè÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði R2

(íà ïëîùèíi) îäíîâèìiðíèé ïiäïðîñòið çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì: Ax + By = 0
(ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò). Âiäïîâiäíî äîâiëü-
íèé îäíîâèìiðíèé ëiíiéíèé ìíîãîâèä çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì: Ax + By + C = 0
(ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî íå ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò).

Ïðèêëàä 4.3.2. Â òðèâèìiðíîìó àðèôìåòè÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði R3

äâîâèìiðíèé ïiäïðîñòið çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì: Ax + By + Cz = 0 (ðiâíÿííÿ
ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò). Âiäïîâiäíî äîâiëüíèé äâî-
âèìiðíèé ëiíiéíèé ìíîãîâèä çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì: Ax+By+Cz +D = 0 (ðiâ-
íÿííÿ ïëîùèíè, ùî íå ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò). Îäíîâèìiðíèé
ïiäïðîñòið àáî ìíîãîâèä (ïðÿìà â ïðîñòîði) ¹ ïåðåòèíîì äâîõ äâîâèìiðíèõ
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ïiäïðîñòîðiâ àáî ìíîãîâèäiâ. Òîìó ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ â ïðîñòîði òàêå:
{

A1x + B1y + C1z + D1 = 0
A2x + B2y + C2z + D2 = 0

.

ßêùî æ íàïðàâëÿþ÷èé ïðîñòið âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè
ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü, Ax = 0, òî âiäïîâiäíèé ìíîãîâèä âèçíà÷à¹òüñÿ
ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ó ìàòðè÷íié ôîðìi

A · (x− x0) = 0. (4.3.17)

Ïðèêëàä 4.3.3. Â äâîâèìiðíîìó àðèôìåòè÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði R2

âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç
çàäàíó òî÷êó ç êîîðäèíàòàìè (x0, y0), âîíî ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

A(x− x0) + B(y − y0) = 0.

Ïðèêëàä 4.3.4. Â òðèâèìiðíîìó àðèôìåòè÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði R3

äâîâèìiðíèé ìíîãîâèä (ïëîùèíà), ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç çàäàíó òî÷êó ç êîîð-
äèíàòàìè (x0, y0, z0) çàäà¹òüñÿ òàêèì ðiâíÿííÿì:

A(x− x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

k-âèìiðíèé ëiíiéíèé ìíîãîâèä ìîæíà âèçíà÷èòè âêàçàâøè íà íüîìó k + 1
òî÷êó xi ∈ Fn, i = 0, 1, 2, . . . , k, òàê ùî âåêòîðè xj − x0 = ej, j = 1, 2, . . . k
ïîðîäæóâàëè íàïðàâëÿþ÷èé ïðîñòið. Ïiñëÿ âiäïîâiäíèõ ïiäñòàíîâîê â ðiâíÿííÿ
(4.3.16), ìè îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ k-âèìiðíèé ëiíiéíîãî ìíîãîâèäó ïî k òî÷êàì.

Ïðèêëàä 4.3.5. Â äâîâèìiðíîìó àðèôìåòè÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði R2

ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè (x1, y1) i (x2, y2) ìà¹ âèãëÿä:
x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
.

Ïðèêëàä 4.3.6. Â òðèâèìiðíîìó àðèôìåòè÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði R3

ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ìà¹ âèãëÿä:
x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
=

z − z1

z2 − z1
.

4.3.1 Ðàíãè ìàòðèöü
Îçíà÷åííÿ 4.3.2. Ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó ëiíiéíèõ êîìáiíàöié L(v1, v2, . . . , vk)
(äèâ. (4.0.3)) íàçèâà¹òüñÿ ðàíãîì ñóêóïíîñòi âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vk. Öå ÷èñëî
ïîçíà÷àþòü rank(v1, v2, . . . , vk). Ðÿäêîâèì ( ñòîâï÷èêîâèì) ðàíãîì ìàòðèöi
íàçèâà¹òüñÿ ðàíã ñóêóïíîñòi ¨¨ ðÿäêiâ (ñòîâï÷èêiâ).
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Ïèòàííÿ. ßê ìîæå çìiíèòèñÿ ðàíã ñóêóïíîñòi âåêòîðiâ, ÿêùî äî íå¨ äîäàòè
ùå îäèí âåêòîð?

Òåîðåìà 4.3.1. Ðÿäêîâèé ðàíã ìàòðèöi çáiãà¹òüñÿ çi ñòîâï÷èêîâèì.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ âèäó:

ε(1, 1)+ ε(2, 2)+ . . .+ ε(k, k) =




1 0 0 . . . 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 0 . . . 0




, (4.3.18)

Ó âêàçàíî¨ ìàòðèöi ðÿäêîâèé ðàíã î÷åâèäíî çáiãà¹òüñÿ çi ñòîâï÷èêîâèì i äîðiâ-
íþ¹ k.

Ç iíøîãî áîêó, Áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ A åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ
òà ñòîâï÷èêiâ ïðèâîäèòüñÿ äî âêàçàíîãî âèùå âèãëÿäó. Ðîçãëÿíåìî âåêòîðíèé
ïðîñòið V ïîðîäæåíèé ðÿäêàìè v1, v2, . . . , vmìàòðèöi. Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðå-
ííÿ çìiíþþòü òâiðíó ñèñòåìó öüîãî ïðîñòîðó, àëå íå çìiíþþòü ñàìó ëiíiéíó
îáîëîíêó V = L(v1, v2, . . . , vm), à îòæå i ðàíã ñèñòåìè. Ïåðåòâîðåííÿ ñòîâï÷è-
êiâ çäiéñíþþòüñÿ øëÿõîì ìíîæåííÿ ðÿäêiâ íà âiäïîâiäíi îáîðîòíi ìàòðèöi . Ïðè
öüîìó çìiíþ¹òüñÿ ïðîñòið vi → vi ·C, i = 1, 2, . . . n, äå C � âiäïîâiäíà îáîðîòíà
ìàòðèöÿ. Ç ëåìîþ 4.0.1 ìíîæèíà ðÿäêiâ vC, v ∈ V, óòâîðþ¹ ïiäïðîñòið içîìîð-
ôíèé ïðîñòîðó V, à îòæå éîãî ðîçìiðíiñòü çáiãà¹òüñÿ ç dim V òîáòî ç ðÿäêîâèì
ðàíãîì ìàòðèöi A. Îòæå, ÿêùî åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ òà ñòîâ-
ï÷èêiâ ìàòðèöþ A âäàëîñÿ ïðèâåñòè äî âèãëÿäó ε(1, 1) + ε(2, 2) + . . . + ε(k, k),
òî ¨¨ ðÿäêîâèé ðàíã äîðiâíþ¹ k. Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ìîæíà ïðîâåñòè äëÿ
ìíîæèíè ñòîâï÷èêiâ w1, w2, . . . , wn ìàòðèöi A. Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íàä
ñòîâï÷èêàìè íå çìiíþþòü ïðîñòîðó W = L(w1, w2, . . . , wm), à åëåìåíòàðíi ïåðå-
òâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè, çãiäíî ëåìè 4.0.1, ïåðåâîäÿòü ïðîñòið W â içîìîðôíèé
éîìó ïðîñòið W1 = {Cw|w ∈ W}, äå C � âiäïîâiäíà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ.
Òàêèì ÷èíîì ñòîâï÷èêîâèé ðàíã ìàòðèöi A çáiãà¹òüñÿ ç ñòîâï÷èêîâèì ðàíãîì
ìàòðèöi ε(1, 1) + ε(2, 2) + . . . + ε(k, k), à âií òàêîæ äîðiâíþ¹ k.

Òàêèì ÷èíîì íàäàëi ìîæíà ãîâîðèòè ïðîñòî ïðî ðàíã ìàòðèöi. Âèêîðèñòî-
âóþ÷è öå ïîíÿòòÿ, ñôîðìóëþ¹ìî êðèòåðié ñóìiñíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 4.3.2. (Êðîíåêåðà-Êàïåëi.)
Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ ñóìiñíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðàíã ðîçøè-

ðåíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè çáiãà¹òüñÿ ç ðàíãîì îñíîâíî¨.
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ëåãêî îòðèìàòè ç çîáðàæåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü ó ôîðìi
(3.2.9).
⇒ . ßêùî ñèñòåìà ñóìiñíà, òî ñòîâï÷èê âiëüíèõ ÷ëåíiâ ¹ ëiíiéíîþ êîìái-

íàöi¹þ ñòîâï÷èêiâ îñíîâíî¨ ìàòðèöi, à îòæå éîãî ïðè¹äíàííÿ äî ñèñòåìè íå
çáiëüøèòü ðàíãó ñóêóïíîñòi ñòîâï÷èêiâ îñíîâíî¨ ìàòðèöi.
⇐ . Íàâïàêè, ÿêùî ïðè¹äíàííÿ ñòîâï÷èêà âiëüíèõ ÷ëåíiâ äî ñóêóïíîñòi ñòîâ-

ï÷èêiâ îñíîâíî¨ ìàòðèöi íå çáiëüøó¹ ðàíãó ñèñòåìè âåêòîðiâ, òî öå îçíà÷à¹, ùî
öåé ñòîâï÷èê âiëüíèõ ÷ëåíiâ ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñòîâï÷èêiâ îñíîâíî¨ ìà-
òðèöi, à îòæå ñèñòåìà (3.2.9) ¹ ñóìiñíîþ.

Òåîðåìà 4.3.3. Íåõàé ìà¹ìî ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax = b âiä
n íåâiäîìèõ. Ðîçìiðíiñòü âiäïîâiäíîãî ëiíiéíîãî ìíîãîâèäó, òîáòî êiëüêiñòü
ïàðàìåòðiâ âiä ÿêèõ çàëåæèòü çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè äîðiâíþ¹: n −
rank(A).

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ, òà ïåðåñòàíîâêîþ
ñòîâï÷èêiâ çà ìåòîäîì Ãàóñà, ðîçøèðåíó ìàòðèöþ ìîæíà ïðèâåñòè äî âèäó
2.4.19. Ïðè öüîìó ðàíãè ÿê îñíîâíî¨ òàê i ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöü äîðiâíþþòü
s i öå ÷èñëî çáiãà¹òüñÿ ç êiëüêiñòþ ãîëîâíèõ çìiííèõ, ÿêi ìè îáèðà¹ìî. Òîäi
êiëüêiñòü ïàðàìåòðiâ, ùî ìè ââîäèìî, î÷åâèäíî äîðiâíþ¹ n − s, ùî i äîâîäèòü
òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 4.3.1. Íåõàé Fn ⊃ V � âåêòîðíèé ïiäïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax = 0, òîäi dimV = n− rank(A).

4.4 Çàäà÷i

1. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ, ÿêà ìiñòèòü äâà îäíàêîâi âåêòîðè, ëiíiéíî
çàëåæíà.

2. Äîâåñòè, ùî òðè âåêòîðè a1, a2, a3 � ëiíiéíî çàëåæíi i âåêòîð a3 íå ¹ ëiíié-
íîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ a1, a2, òî âåêòîðè a1, a2 âiäðiçíÿþòüñÿ ìiæ ñîáîþ
ëèøå ÷èñëîâèì ìíîæíèêîì.

3. Äîâåñòè, ùî ÿêùî âåêòîðè a1, a2, . . . , ak ëiíiéíî íåçàëåæíà, à ñèñòåìà
a1, a2, . . . , ak, b � ëiíiéíî çàëåæíà, òî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak.

4. Äîâåñòè, ùî âïîðÿäêîâàíà ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, ..., ak, âiäìiííèõ âiä íó-
ëÿ, òîäi i òiëüêè òîäi ëiíiéíî íåçàëåæíà, êîëè íi îäèí iç öèõ âåêòîðiâ íå ¹
ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïîïåðåäíiõ.
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5. Çíàéòè âåêòîð x ç ðiâíÿííÿ a1+2a2+3a3+4x = 0, äå a1 = (5,−8,−1, 2), a2 =
(2,−1, 4,−3), a3 = (−3, 2,−5, 4).

6. Ç'ÿñóâàòè, ÷è áóäóòü ëiíiéíî çàëåæíèìè òàêi ñèñòåìè âåêòîðiâ:

a)
a1 = (2,−3, 1),
a2 = (3,−1, 5),
a3 = (1,−4, 3).

b)

a1 = (4,−5, 2, 6),
a2 = (2,−2, 1.3),
a3 = (6,−3, 3, 9),
a4 = (4,−1, 5, 6).

7. Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an

a)

a1 = (2, 3, 5),
a2 = (3, 7, 8),
a3 = (1,−6, 1),
b = (7,−2, λ),

b)

a1 = (2,−2, 1, 3, 5),
a2 = (3, 1, 2, 5, 6),
a3 = (3,−7, 1, 4, 9),
b = (1,−5, 0, 1, λ),

c)

a1 = (2, 2, 3, 5),
a2 = (2, 3, 4, 3),
a3 = (3, 2, 3, 4),
a4 = (−2, 1, 1, 0),
b = (−3, 1, 1, λ).

8. Çíàéòè âñi ìàêñèìàëüíi ëiíiéíî íåçàëåæíi ïiäñèñòåìè ñèñòåìè âåêòîðiâ:

a1 = (4,−1, 3,−2),

a2 = (8,−2, 6,−4),

a3 = (3,−1, 4,−2),

a4 = (6,−2, 8,−4).

9. Çíàéòè ÿêó�íåáóäü ìàêñèìàëüíó ëiíiéíî íåçàëåæíó ïiäñèñòåìó ñèñòåìè âå-
êòîðiâ i âñi âåêòîðè ñèñòåìè, ùî íå âõîäÿòü äî öi¹¨ ïiäñèñòåìè, âèðàçèòè
÷åðåç âåêòîðè ïiäñèñòåìè:

a)

a1 = (5, 2,−3, 1),
a2 = (4, 1,−2, 3),
a3 = (1, 1,−1,−2),
a4 = (3, 4,−1, 2).

b)

a1 = (2,−1, 3, 5),
a2 = (4,−3, 1, 3),
a3 = (3,−2, 3, 4),
a4 = (4,−1, 15, 17),
a5 = (7,−6,−7, 0).

c)

a1 = (1,−2,−3, 1),
a2 = (3, 1, 4, 3),
a3 = (5, 1,−1,−2),
a4 = (3,−3,−8,−4),
a5 = (2, 3,−1, 2).

d)

a1 = (6,−1, 2, 3),
a2 = (4,−1, 1, 2),
a3 = (2, 0, 1, 1),
a4 = (10,−1, 4, 5),
a5 = (8,−6,−4, 2).
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10. Çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü îá÷èñëèòè ðàíã ìàòðèöi:

a)A =




25 31 17 43
75 94 53 132
75 94 54 134
25 32 20 48


 , b)A =




24 19 36 72 −38
49 40 73 147 −80
73 59 98 219 −118
47 36 71 141 −72


 .

11. Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ ïðè ÿêèõ ìàòðèöÿ

a)A =




2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 λ

1 1 λ 2


 , b)A =




3 1 1 4
λ 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 3


 .

ìà¹ íàéìåíøèé ðàíã. ßêîìó ÷èñëó äîðiâíþ¹ ðàíã ìàòðèöi ïðè âñiõ iíøèõ
çíà÷åííÿõ λ?

12. Âèçíà÷èòè, ÷è ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi òî÷êè A, B, C, D, ÿêùî

a) A(1, 1,−7), B(−3, 2, 1), C(2,−1, 2), D(4, 3, 0);
b) A(2, 3, 1), B(3, 5, 2), C(0, 1, 3), D(1, 2, 4).

13. Âèçíà÷èòè âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìèõ:

a) x−2
5 = y−4

1 = z
−1 i x+1

−2 = y−2
1 = z+1

2 ;
b) x−1

2 = y−2
2 = z+3

1 i x+2
−1 = y−3

2 = z+4
0 .

14. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðàíãè ìàòðèöü

A =

(
l1 m1 n1

l2 m2 n2

)
i




x1 − x2 y1 − y2 z1 − z2

l1 m1 n1

l2 m2 n2


 ,

çíàéòè óìîâè íåîáõiäíi i äîñòàòíi äëÿ òîãî, ùîá ïðÿìi
x− x1

l1
=

y − y1

m1
=

z − z1

n1
i x− x2

l2
=

y − y2

m2
=

z − z2

n2

a) çáiãàëèñÿ;b) áóëè ìèìîáiæíèìè; c) áóëè ïàðàëåëüíèìè; d) ïåðåòèíàëèñÿ.

15. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðàíãè îñíîâíî¨ òà ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöü ñèñòåì ÷îòèðüîõ
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, çíàéòè íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùî ïðÿìi

{
A1x + B1y + C1z + D1 = 0
A2x + B2y + C2z + D2 = 0

i
{

A3x + B3y + C3z + D3 = 0
A4x + B4y + C4z + D4 = 0

a) çáiãàëèñÿ;b) áóëè ìèìîáiæíèìè; c) áóëè ïàðàëåëüíèìè; d) ïåðåòèíàëèñÿ.
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16. Âèçíà÷èòè âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìèõ:

a)
{

2x + 3y − 3z − 2 = 0
2x− 3y + 1 = 0

i
{

2x + y − 4z + 1 = 0
x− 2z + 1 = 0

b)
{

x− 2y − 2z + 1 = 0
x + 2z − 1 = 0

i
{

y + 2z − 1 = 0
x− y = 0

17. Çíàéòè áàçèñ ïiäïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
(ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ)

a)





2x1 + 2x2 + 4x3 − 3x4 = 0
4x1 + 4x2 + 4x3 − 6x4 = 0
6x1 + 6x2 + 7x3 − 2x4 = 0

, b)





2x1 + x2 + x3 = 0
2x1 + 2x2 + 3x3 = 0
3x1 + 3x2 + 6x3 = 0

,

c)





2x1 + 4x2 + 3x3 + x4 = 0
6x1 + 5x2 + 2x3 + 2x4 = 0

3x1 + 4x2 + x3 + x4 = 0
, d)





3x1 − 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0
4x1 − 4x2 + 4x3 + 3x4 = 0
5x1 − 4x2 + 3x3 + 2x4 = 0

,

e)





8x1 + 6x2 + 5x3 + 2x4 = 0
3x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 0
4x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 0
3x1 + 5x2 + x3 + x4 = 0

7x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 = 0

, f)





2x1 + 2x2 − x3 + x4 = 0
4x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 0

8x1 + 5x2 − 3x3 + 4x4 = 0
3x1 + 3x2 − 2x3 + 2x4 = 0

.

18. Çíàéòè ðîçìiðíiñòü i áàçèñ ëiíiéíèõ ïiäïðîñòîðiâ, ïîðîäæåíèõ òàêèìè ñè-
ñòåìàìè âåêòîðiâ:
1)a1 = (1, 0, 0,−1), a2 = (2, 1, 1, 0), a3 = (1, 1, 1, 1), a4 = (1, 2, 3, 4),
a5 = (0, 1, 2, 3).

2) a1 = (1, 1, 1, 1, 0), a2 = (1, 1,−1,−1,−1), a3 = (2, 2, 0, 0,−1), a4 =
(1, 1, 5, 5, 2),
a5 = (1,−1,−1, 0, 0).

19. Çíàéòè áàçèñ ïiäïðîñòîðó, ïîðîäæåíîãî ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. Âèðàçèòè ÷åðåç
áàçèñíi âåêòîðè âåêòîð b.

a)

a1 = (−1, 1,−1, 1),
a2 = (1, 2,−2, 1),
a3 = (1, 1,−1,−2),
a4 = (0, 7,−5, 1),
b = (0, 8,−6,−2).

b)

a1 = (2,−2,−1, 3),
a2 = (1,−3, 2, 3),
a3 = (−1,−2, 3,−1),
a4 = (1,−9, 7, 4),
b = (1, 2,−3, 1).
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Âåêòîðè e1, e2, . . . , en i x çàäàíè ñâî¨ìè êîîðäèíàòàìè â äåÿêîìó áàçèñi.
Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ e1, e2, . . . , en ¹ áàçèñîì i çíàéòè êîîðäèíàòè
âåêòîðà x â öüîìó áàçèñi.

20. e1 = (1, 1, 1), e2 = (1, 1, 2), e3 = (1, 2, 3); x = (6, 9, 14).

21. e1 = (2, 1,−3), e2 = (3, 2,−5), e3 = (1,−1, 1); x = (6, 2,−7).

Äîâåñòè, ùî êîæíà ç äâóõ ñèñòåì âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì, i çíàéòè çâ'ÿçîê ìiæ
êîîðäèíàòàìè îäíîãî i òîãî æ ñàìîãî âåêòîðà â öèõ äâîõ áàçèñàõ:

22. e1 = (1, 2, 1), e2 = (2, 3, 3), e3 = (3, 7, 1); e′1 = (3, 1, 4), e′2 = (5, 2, 1), e′3 =
(1, 1,−6).

23. e1 = (1, 1, 1), e2 = (1, 2, 1), e3 = (1, 1, 2); e′1 = (2, 2, 5), e′2 = (1, 0, 3), e′3 =
(−2,−3,−4).

24. Çíàéòè êîîðäèíàòè ìíîãî÷ëåíà:

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + ... + anx

n

à) â áàçèñi 1, x, x2, ..., xn;

á) â áàçèñi 1, x−α, (x−α)2, ..., (x−α)n,âèÿñíèâøè, ùî îñòàííi ìíîãî÷ëåíè
äiéñíî óòâîðþþòü áàçèñ.

25. Çíàéòè ìàòðèöþ ïåðåõîäó âiä áàçèñà 1, x, x2, ..., xn; äî áàçèñà 1, x−α, (x−
α)2, ..., (x− α)n ïðîñòîðó ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ, ìåíøîãî ÷è ðiâíîãî n.

26. ×è ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì â Rn ìíîæèíà âñiõ âåêòîðiâ, êîîðäèíàòè ÿêèõ
� öiëi ÷èñëà? ßêùî ¹, òî çíàéòè áàçèñ öüîãî ïiäïðîñòîðó.

27. ×è ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì â Rn ìíîæèíà âñiõ âåêòîðiâ, êîîðäèíàòè ÿêèõ
çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ x1 + x2 + ... + xn = 0? ßêùî ¹, òî çíàéòè áàçèñ
öüîãî ïiäïðîñòîðó.

28. ×è ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì â Rn ìíîæèíà âñiõ âåêòîðiâ, êîîðäèíàòè ÿêèõ
çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ x1 + x2 + ... + xn = 2? ßêùî ¹, òî çíàéòè áàçèñ
öüîãî ïiäïðîñòîðó.

29. ×è ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì â Rn ìíîæèíà âñiõ âåêòîðiâ, â ÿêèõ ïåðøà i
òðåòÿ êîîðäèíàòè ðiâíi ìiæ ñîáîþ. ßêùî ¹, òî çíàéòè áàçèñ öüîãî ïiäïðî-
ñòîðó.

30. ×è ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì â Rn ìíîæèíà âñiõ âåêòîðiâ, â ÿêèõ êîîðäèíàòè
ç ïàðíèìè íîìåðàìè äîðiâíþþòü íóëþ. ßêùî ¹, òî çíàéòè áàçèñ öüîãî
ïiäïðîñòîðó.
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31. ×è ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì âRn ìíîæèíà âñiõ âåêòîðiâ âèäó (α, β, α, β, α, β...),
äå α i β � áóäü-ÿêi ÷èñëà. ßêùî ¹, òî çíàéòè áàçèñ öüîãî ïiäïðîñòîðó.

32. Äîâåñòè, ùî âñi êâàäðàòíi ìàòðèöi ïîðÿäêó n ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè (÷è
åëåìåíòàìè ç áóäü-ÿêîãî ïîëÿ P ) óòâîðþþòü âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì
äiéñíèõ ÷èñåë (âiäïîâiäíî íàä ïîëåì P ), ÿêùî çà îïåðàöi¨ âçÿòè äîäàâàííÿ
ìàòðèöü i ìíîæåííÿ ìàòðèöi íà ÷èñëî. Çíàéòè áàçèñ i ðîçìiðíiñòü öüîãî
ïðîñòîðó.

33. Äîâåñòè, ùî âñi ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi óòâîðþþòü ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ïðî-
ñòîðó âñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n. Çíàéòè áàçèñ i ðîçìiðíiñòü öüîãî
ïiäïðîñòîðó.

34. Äîâåñòè, ùî êîñîñèìåòðè÷íi ìàòðèöi óòâîðþþòü ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ïðî-
ñòîðó âñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n. Çíàéòè áàçèñ i ðîçìiðíiñòü öüîãî
ïiäïðîñòîðó.

35. Çíàéòè ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ùî çàäàþòü ëiíiéíi ïiäïðîñòîðè, ïîðî-
äæåíi òàêèìè ñèñòåìàìè âåêòîðiâ:

a) a1 = (1,−1, 1, 0), a2 = (1, 1, 0, 1), a3 = (2, 0, 1, 1).

b) a1 = (1,−1, 1,−1, 1), a2 = (1, 1, 0, 0, 3), a3 = (3, 1, 1,−1, 7),
a4 = (0, 2,−1, 1, 2).

c) a1 = (1, 2, 1), a2 = (1,−1, 3), a3 = (2, 1, 4).

Çíàéòè ðîçìiðíiñòü s ñóìè i ðîçìiðíiñòü d ïåðåòèíó ëiíiéíèõ ïiäïðîñòî-
ðiâ: L1, ïîðîäæåíîãî âåêòîðàìè a1, a2, . . . , ak, L2, ïîðîäæåíîãî âåêòîðàìè
b1, b2, . . . , bl.

36. a1 = (1, 2, 0, 1), a2 = (1, 1, 1, 0), b1 = (1, 0, 1, 0), b2 = (1, 3, 0, 1).

37. a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (1,−1, 1,−1), a3 = (1, 3, 1, 3), b1 = (1, 2, 0, 2),
b2 = (1, 2, 1, 2), b3 = (3, 1, 3, 1).

Çíàéòè áàçèñè ñóìè i ïåðåòèíó ëiíiéíèõ ïiäïðîñòîðiâ, ïîðîäæåíèõ ñèñòå-
ìàìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak i b1, b2, . . . , bl:

38. a1 = (1, 2, 1), a2 = (1, 1,−1), a3 = (1, 3, 3), b1 = (2, 3,−1),
b2 = (1, 2, 2), b3 = (1, 1,−3).

39. a1 = (1, 2, 1,−2), a2 = (2, 3, 1, 0), a3 = (1, 2, 2,−3), b1 = (1, 1, 1, 1),
b2 = (1, 0, 1,−1), b3 = (1, 3, 0,−4).

40. Äîâåñòè, ùî ïðîñòið âñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ¹ ïðÿìà ñóìà
ëiíiéíèõ ïiäïðîñòîðiâ L1 - ñèìåòðè÷íèõ i L2 - êîñîñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü.
Çíàéòè ïðîåêöi¨ A1 i A2 ìàòðèöi
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A =




1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1


 .

íà L1 ïàðàëåëüíî L2 i íà L2 ïàðàëåëüíî L1.

41. Äîâåñòè, ùî ÿêùî P = L + x0, äå L - ëiíiéíèé ïiäïðîñòið i x0 - âåêòîð
ïðîñòîðó Rn, òî âåêòîð x0 íàëåæèòü ìíîãîâèäó P i ïiñëÿ çàìiíè öüîãî
âåêòîðà áóäü-ÿêèì iíøèì âåêòîðîì x ∈ P îòðèìà¹ìî òîé æå òàêè ìíîãîâèä
P .

42. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ëiíiéíîãî ïiäïðîñòîðó L1, ïðîñòîðó Rn iñíó¹
äðóãèé ïiäïðîñòið L2 òàêèé, ùî âåñü ïðîñòið Rn ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ L1 òà L2.

43. Äîâåñòè, ùî ïðîñòið Rn ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ ëiíiéíèõ ïiäïðîñòîðiâ: L1,
çàäàíîãî ðiâíÿííÿì x1 +x2 + ...+xn = 0, òà L2, çàäàíîãî ñèñòåìîþ ðiâíÿíü
x1 = x2 = ... = xn. Çíàéòè ïðîåêöi¨ îäèíè÷íèõ âåêòîðiâ e1 = (1, 0, 0, ..., 0),
e2 = (0, 1, 0, ..., 0),... en = (0, 0, 0, ..., 1) íà L1 ïàðàëåëüíî L2 i íà L2 ïàðà-
ëåëüíî L1.
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Ðîçäië 5

Âèçíà÷íèêè ìàòðèöü.

5.1 Îði¹íòîâíi ïëîùi òà îá'¹ìè.

Íåõàé V � äâîâèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R, åëåìåíòè
ÿêîãî ìè áóäåìî çîáðàæóâàòè íàïðàâëåíèìè âiäðiçêàìè íà ïëîùèíi.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ, ÿêà á îòðèìàâøè íà âõiä äâà
âåêòîðà ~a,~b ïîâåðíóëà áè ÷èñëî, ìîäóëü ÿêîãî äîðiâíþ¹ ïëîùi ïàðàëåëîãðàìà
ïîáóäîâàíîãî íà âiäðiçêàõ ~a,~b. Çàóâàæèìî, ùî òóò äëÿ ìîòèâàöi¨ ïîñòàíîâêè
çàäà÷i íàì äîñèòü îçíà÷åííÿ ïëîùi çi øêiëüíîãî êóðñó ãåîìåòði¨.

Ïèòàííÿ: ÿêùî òàêà ôóíêöiÿ S : V × V 7→ R iñíó¹, òî ÿêi ïðèðîäíi âëàñòè-
âîñòi âîíà ïîâèííà ìàòè?

Çðîçóìiëî, ùî ÿêùî îäèí ç âåêòîðiâ (âiäðiçêiâ) ðîçòÿãíóòè (ñòèñíóòè) â λ

ðàçiâ, òî ïëîùà âiäïîâiäíîãî ïàðàëåëîãðàìà ìà¹ çáiëüøèòèñü (çìåíøèòèñü ) â
λ ðàçiâ, Òîáòî ìàþòü âèêîíóâàòèñü ðiâíîñòi:

S(λ~a,~b) = λS(~a,~b) = S(~a, λ~b).

Êðiì òîãî, ç øêiëüíîãî êóðñó ãåîìåòði¨ âiäîìî, ùî ïëîùà ïàðàëåëîãðàìà ïî-
áóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ ~a,~b+~c äîðiâíþ¹ ñóìi ïëîù ïàðàëåëîãðàìiâ ïîáóäîâàíèõ
íà âåêòîðàõ ~a,~b òà ~a,~c (äèâ. ìàëþíîê.)
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b

a

c

b+c

Òîáòî ïîâèííi âèêîíóâàòèñÿ ðiâíîñòi:

S(~a,~b + ~c) = S(~a,~b) + S(~a,~c); S(~a + ~c,~b) = S(~a,~b) + S(~c,~b).

Îòæå, S ìà¹ áóòè áiëiíiéíîþ ôîðìîþ (äèâ. 4.0.10) Ïðèðîäíî, ùî ÿêùî íàøà
ãiïîòåòè÷íà ôóíêöiÿ S, îòðèìà¹ íà âõiä äâà îäíàêîâèõ âåêòîðà, òî âîíà ìà¹
ïîâåðíóòè 0. Òîáòî ôóíêöiÿ S ïîâèííà ìàòè ùå é òàêó âëàñòèâiñòü: S(~a,~a) = 0.
Àëå òîäi âðàõîâóþ÷è áiëiíiéíiñòü ôóíêöi¨ S áóäåìî ìàòè:

0 = S(~a+~b,~a+~b) = S(~a,~a)+S(~a,~b)+S(~b,~a)+S(~b,~b) = S(~a,~b)+S(~b,~a), (5.1.1)

çâiäêè ìà¹ìî âëàñòèâiñòü S(~a,~b) = −S(~b,~a), ÿêà íàçèâà¹òüñÿ êîñîñèìåòðè÷íi-
ñòþ. Äàìî çàãàëüíå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 5.1.1. Íåõàé V = V (F) � âåêòîðíèé ïðîñòið äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨
ðîçìiðíîñòi íàä äîâiëüíèì ïîëåì F. Âiäîáðàæåííÿ S : V ×V 7→ F íàçèâà¹òüñÿ
êîñîñèìåòðè÷íèì, ÿêùî ìà¹ ìiñöå òîòîæíiñòü:

∀u, v ∈ V S(u, v) = −S(v, u).

Íåõàé íà äâîâèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V = V (F) çàäàíî áiëiíiéíèé
êîñîñèìåòðè÷íèé ôóíêöiîíàë i e1, e2 ÿêèé-íåáóäü áàçèñ ïðîñòîðó. Äëÿ äîâiëüíèõ
u, v ∈ V, ùî ìàþòü êîîðäèíàòè (x11, x12), (x21, x22) â öüîìó áàçèñi ç óðàõóâàííÿì
áiëiíiéíîñòi òà êîñîñèìåòðè÷íîñòi áóäåìî ìàòè:

S(u, v) = S(x11e1 + x12e2, x21e1 + x22e2) =

= x11x21S(e1, e1) + x11x22S(e1, e2) + x12x21S(e2, e1) + x22x22S(e2, e2) =

= (x11x22 − x12x21) S(e1, e2). (5.1.2)

Âèñíîâîê. Áiëiíiéíèé êîñîñèìåòðè÷íèé ôóíêöiîíàë íà äâîâèìiðíîìó ïðî-
ñòîði îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì çíà÷åííÿì íà ïàði áàçèñíèõ âåêòîðiâ.
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Îòæå, ¹ âñi ïiäñòàâè íàçèâàòè áiëiíiéíèé êîñîñèìåòðè÷íèé ôóíêöiîíàë íà
äâîâèìiðíîìó ïðîñòîði îði¹íòîâàíîþ ïëîùåþ ïàðàëåëîãðàìà.

Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî α ∈ F � äîâiëüíèé ñêàëÿð, òî ôîðìóëà

S(u, v) = (x11x22 − x12x21) · α,

äå (x11, x12), (x21, x22) � êîîðäèíàòè âåêòîðiâ u, v ∈ V â äåÿêîìó ôiêñîâàíîìó
áàçèñi e1, e2, âèçíà÷à¹ áiëiíiéíèé êîñîñèìåòðè÷íèé ôóíêöiîíàë íà äâîâèìiðíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði. Âiäïîâiäíi ïåðåâiðêè ïðîïîíó¹ìî çðîáèòè ñàìîñòiéíî.

Íåõàé òåïåð V � òðèâèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë
R, åëåìåíòè ÿêîãî áóäåìî çîáðàæóâàòè òàêîæ íàïðàâëåíèìè âiäðiçêàìè, àëå
âæå â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði.

Òåïåð ìè õîòiëè á ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ, ÿêà á îòðèìàâøè íà âõiä òðè âå-
êòîðà ~a,~b,~c ïîâåðíóëà áè ÷èñëî, ìîäóëü ÿêîãî äîðiâíþ¹ îá'¹ìó ïàðàëåëåïiïåäà,
ïîáóäîâàíîãî íà âiäðiçêàõ ~a,~b,~c. Òóò òàêîæ êîðèñòó¹ìîñÿ îçíà÷åííÿ îá'¹ìó çi
øêiëüíîãî êóðñó ãåîìåòði¨ .

O

A

D

B
c

a

b

A
1

D1

B
1

C

C
1

c
1

ßêùî òàêà ôóíêöiÿ V : V × V × V 7→ R iñíó¹, òî çãàäàâøè øêiëüíèé êóðñ
ñòåðåîìåòði¨, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî âîíà ïîâèííà ìàòè âëàñòèâîñòi:

V(λ~a,~b,~c) = λV(λ~a,~b,~c) = V(~a, λ~b,~c)) = V(~a,~b, λ~c));

V(~a1 + ~a2,~b,~c) = V(~a1,~b,~c) + V(~a2,~b,~c);

V(~a,~b1 +~b2,~c) = V(~a,~b1,~c) + V(~a,~b2,~c).

V(~a,~b,~c1 + ~c2) = V(~a,~b,~c1) + V(~a,~b,~c2).

Óçàãàëüíþþ÷è îòðèìàíi âëàñòèâîñòi, ïðèõîäèìî äî òàêîãî îçíà÷åííÿ.
84



Îçíà÷åííÿ 5.1.2. Íåõàé V = V (F) � âåêòîðíèé ïðîñòið äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨
ðîçìiðíîñòi íàä äîâiëüíèì ïîëåì F. Âiäîáðàæåííÿ V : V × V × V 7→ F íà-
çèâà¹òüñÿ òðè-ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì âèçíà÷åíîìó íà ïðîñòîði V, ÿêùî
ìàþòü ìiñöå òîòîæíîñòi:

∀λ1, λ2 ∈ F, ∀u1, u2, v, w ∈ V V(λ1u1+λ2u2, v, w) = λ1V(u1, v, w)+λ2V(u2, v, w);

∀λ1, λ2 ∈ F, ∀u, v1, v2, w ∈ V V(u, λ1v1+λ2v2, w) = λ1V(u, v1, w)+λ2V(u, v2, w);

∀λ1, λ2 ∈ F, ∀u, v, w1, w2 ∈ V V(u, v, λ1w1+λ2w2) = λ1V(u, v, w1)+λ2V(u, v, w2).

Îñêiëüêè, îá'¹ì ïëîñêî¨ ôiãóðè äîðiâíþ¹ íóëþ, òî ìà¹ìî

V(~a,~a,~c) = V(~a,~b,~b) = V(~a,~b,~a) = 0.

Äîñëiâíî ïîâòîðèâøè îá÷èñëåííÿ (5.1.1), îòðèìà¹ìî, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó îäíî-
ìó àðãóìåíòi, ôóíêöiÿ V = V(~a,~b,~c) ¹ êîñîñèìåòðè÷íîþ ïî äâîì iíøèì àðãó-
ìåíòàì.

ßêùî íà òðèâèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V = V (F) çàäàíî òðè-ëiíiéíèé
êîñîñèìåòðè÷íèé ôóíêöiîíàë i e1, e2, e3 ÿêèé-íåáóäü áàçèñ ïðîñòîðó, òî äëÿ äî-
âiëüíèõ u, v, w ∈ V, ùî ìàþòü êîîðäèíàòè (x11, x12, x13), (x21, x22, x23), (x31, x32, x33)
â öüîìó áàçèñi ç óðàõóâàííÿì òðè-ëiíiéíîñòi òà êîñîñèìåòðè÷íîñòi áóäåìî ìàòè:

V(u, v, w) = V(x11e1 +x12e2 +x13e3, x21e1 +x22e2 +x23e3, x31e1 +x32e2 +x33e3) =

= x11x22x33V(e1, e2, e3) + x12x23x31V(e2, e3, e1) + x13x21x32V(e3, e1, e2)+

+ x11x23x32V(e1, e3, e2) + x12x21x33V(e2, e1, e3) + x13x22x31V(e3, e2, e1).

Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî ìè îòðèìàëè â ïðàâié ÷àñòèíi øiñòü äîäàíêiâ, ÿêi âiä-
ïîâiäàþòü âñiì ìîæëèâèì ïåðåñòàíîâêàì òðüîõ áàçèñíèõ âåêòîðiâ. Âèêîíóþ÷è
ïîïàðíi ïåðåñòàíîâêè áàçèñíèõ âåêòîðiâ iç çìiíîþ çíàêó ôóíêöi¨ V îòðèìà¹ìî:

V(u, v, w) = V(x11e1 +x12e2 +x13e3, x21e1 +x22e2 +x23e3, x31e1 +x32e2 +x33e3) =

= (x11x22x33 + x12x23x31 + x13x21x32 − x11x23x32 − x12x21x33 − x13x22x31)V(e1, e2, e3).

Ïîáóäîâàíèé òàêèì ÷èíîì ôóíêöiîíàë íàçèâàþòü îði¹íòîâàíèì îá'¹ìîì
ïàðàëåëåïiïåäà àáî ìiøàíèì äîáóòêîì âåêòîðiâ u, v, w. ßêùî ïiòè äåùî
iíøèì øëÿõîì, òî ìîæíà îòðèìàòè ïîòðiáíó ôîðìóëó â iíøîìó âèãëÿäi:

V(u, v, w) = V(x11e1 +x12e2 +x13e3, x21e1 +x22e2 +x23e3, x31e1 +x32e2 +x33e3) =

= x11V(e1, x22e2 + x23e3, x32e2 + x33e3) + x12V(e2, x21e1 + x23e3, x31e1 + x33e3)+

+ x13V(e3, x21e1 + x22e2, x31e1 + x32e2).
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ßêùî çàôiêñóâàòè ïåðøèé àðãóìåíò ôóíêöi¨ V â îòðèìàíèõ òðüîõ äîäàíêàõ,
òî ¨õ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê áiëiíiéíi êîñîñèìåòðè÷íi ôóíêöiîíàëè íà òðüîõ äâî-
âèìiðíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ ïîðîäæåíîìó âåêòîðàìè (e2, e3), (e1, e3), (e1, e2)
âiäïîâiäíî i ñêîðèñòàòèñÿ îòðèìàíîþ ðàíiøå ôîðìóëîþ 5.1.2:

V(u, v, w) = x11 (x22x33 − x32x23)V(e1, e2, e3)+

+ x12 (x21x33 − x31x23)V(e2, e1, e3) + x13 (x21x32 − x31x22)V(e3, e1, e2) =

= [x11 (x22x33 − x32x23)− x12 (x21x33 − x31x23) + x13 (x21x32 − x31x22)]V(e1, e2, e3)

Öå òàê çâàíà ôîðìóëà ðîçêëàäó ïî êîîðäèíàòàõ ïåðøîãî âåêòîðà. Àëå â
îáîõ ôîðìóëàõ ìè îòðèìó¹ìî, ùî òðè-ëiíiéíèé êîñîñèìåòðè÷íèé ôóíêöiîíàë
íà òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ çàäàííÿì éîãî çíà÷åííÿ íà
äîâiëüíîìó áàçèñi. Ç iíøîãî áîêó, äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ F, ôîðìóëà

V(u, v, w) =

= (x11x22x33 + x12x23x31 + x13x21x32 − x11x23x32 − x12x21x33 − x13x22x31) α

âèçíà÷à¹ äiþ òðè-ëiíiéíîãî êîñîñèìåòðè÷íîãî ôóíêöiîíàëó íà òðiéêàõ âåêòî-
ðiâ, ùî â ïåâíîìó áàçèñi e1, e2, e3 ìàþòü êîîðäèíàòè (x11, x12, x13), (x21, x22, x23),
(x31, x32, x33) âiäïîâiäíî. Ïåðåâiðêè òðè-ëiíiéíîñòi òà êîñîñèìåòðè÷íîñòi òàê âè-
çíà÷åíîãî ôóíêöiîíàëó ïðîïîíó¹ìî çðîáèòè â ÿêîñòi âïðàâè.

Îçíà÷åííÿ äàíi äëÿ ôóíêöiîíàëiâ ìîæíà äîñëiâíî ïîâòîðèòè äëÿ âiäîáðà-
æåíü V × V → V ó âåêòîðíèé ïðîñòið i îòðèìàòè îçíà÷åííÿ ¨õ áiëiíiéíîñòi òà
êîñîñèìåòðè÷íîñòi. Íåõàé e1, e2, e3− ÿêèé-íåáóäü áàçèñ òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó.
Ïîáóäó¹ìî âêàçàíå âiäîáðàæåííÿ V × V 3 (u, v) → [u, v] ∈ V âèçíà÷èâøè éîãî
ñïî÷àòêó íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ. Ïîêëàäåìî

[e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2.

ßêùî âåêòîðè u òà v â öüîìó áàçèñi ìàþòü êîîðäèíàòè (x11, x12, x13), (x21, x22, x23),
òî àíàëîãi÷íî äî (5.1.2) áóäåìî ìàòè

[u, v] = (x11x22−x12x21)[e1, e2]+(x12x23−x13x22)[e2, e3]+(x11x23−x13x21)[e1, e3] =

= (x11x22 − x12x21)e3 + (x12x23 − x13x22)e1 + (x13x21 − x11x23)e2.

Ïîáóäîâàíå áiëiíiéíå êîñîñèìåòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðíèì
äîáóòêîì âiäíîñíî áàçèñó e1, e2, e3.

Âïðàâà 5.1.1. Êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäàìè øêiëüíî¨ âåêòîðíî¨ àëãåáðè, äîâå-
äiòü, ùî ÿêùî e1 =~i, e2 = ~j, e3 = ~k− äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðîñòîðó,
òî âåêòîð [u, v] îðòîãîíàëüíèé äî îáîõ âåêòîðiâ u, v, à éîãî äîâæèíà äîðiâíþ¹
ïëîùi ïàðàëåëîãðàìà, ïîáóäîâàíîãî íà öèõ âåêòîðàõ.
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5.2 Ïîëiëiíiéíi êîñîñèìåòðè÷íi ôóíêöiîíàëè.

Íàñòàâ ÷àñ äàòè çàãàëüíi îçíà÷åííÿ äëÿ ïðîñòîðiâ äîâiëüíî¨ ðîçìiðíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 5.2.1. Íåõàé V = V (F) � âåêòîðíèé ïðîñòið äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨
ðîçìiðíîñòi íàä äîâiëüíèì ïîëåì F. Âiäîáðàæåííÿ D : V × V × V × . . .× V︸ ︷︷ ︸

n

7→
F íàçèâà¹òüñÿ ïîëiëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì àáî n-ëiíiéíèì ôóíêöiîíà-
ëîì âèçíà÷åíèì íà ïðîñòîði V, ÿêùî âîíî ¹ ëiíiéíèì ïî êîæíîìó àðãóìåíòó,
òîáòî

∀λ1, λ2 ∈ F, ∀v1, . . . , vi−1, v
′
i, v

′′
i , vi+1, . . . , vn ∈ V

D(v1, . . . , vi−1, λ1v
′
i + λ2v

′′
i , vi+1, . . . , vm) =

= λ1D(v1, . . . , vi−1, v
′
i, vi+1, . . . , vn) + λ2D(v1, . . . , vi−1, v

′′
i , vi+1, . . . , vn),

i = 1, 2, . . . n.

Îçíà÷åííÿ 5.2.2. Âiäîáðàæåííÿ D : V × V × V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
n

7→ F íàçèâà¹òüñÿ

êîñîñèìåòðè÷íèì, ÿêùî âîíî ¹ òàêèì ïî áóäü-ÿêèì äâîì àðãóìåíòàì ïðè
ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ ðåøòè.

Âëàñòèâîñòi n-ëiíiéíèõ êîñîñèìåòðè÷íèõ ôóíêöiîíàëiâ íà n−
âèìiðíèõ ïðîñòîðàõ.

1. D(v1, v2, . . . , vi−1, vi + λvj, vi+1, . . . , vn) = D(v1, v2, . . . , vi−1, vi, vi+1, . . . , vn).

Äîâåñòè ñàìîñòiéíî.
2. ßêùî âåêòîðè v1, v2, . . . , vn ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè, òî D(v1, v2, . . . , vn) = 0.

Äîâåñòè ñàìîñòiéíî.
3. Íåõàé e1, e2, . . . , en � áàçèñ ÿêèé-íåáóäü áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó i

vi =
n∑

j=1

xijej.

Òîäi ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà:

D(v1, v2, . . . , vn) = D(e1, e2, . . . , en)
∑

(i1,i2,...,in)

(−1)χ(i1,i2,...in)x1i1x2i2 . . . xnin (5.2.3)

Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîëiëiíiéíiñòü òà êîñîñèìåòðè÷íiñòü áóäåìî ìàòè

D(v1, v2, . . . , vn) =
∑

(i1,i2,...,in)

x1i1x2i2 . . . xninD(ei1, ei2, . . . , ein).
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Òóò ñóìóâàííÿ âåäåòüñÿ ïî âñiì ïåðåñòàíîâêàì (i1, i2, . . . in). Ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç χ(i1, i2, . . . , in) ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ïàð ñèìâîëiâ, ÿêi òðåáà âèêîíàòè ùîá
âïîðÿäêóâàòè ìàñèâ (i1, i2, . . . in) â çðîñòàþ÷îìó ïîðÿäêó, òîáòî îòðèìàòè (1, 2, . . . , n).
Òåïåð îòðèìàíó ôîðìóëó ìîæíà ïåðåïèñàòè âèãëÿäi (5.2.3).

4. Äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ F ôîðìóëà

D(v1, v2, . . . , vn) = α ·
∑

(i1,i2,...,in)

(−1)χ(i1,i2,...in)x1i1x2i2 . . . xnin

âèçíà÷à¹ äiþ n-ëiíiéíîãî êîñîñèìåòðè÷íîãî ôóíêöiîíàëó íà íàáîðàõ âåêòîðiâ
vi, i = 1, 2, . . . , n, ùî â ïåâíîìó áàçèñi e1, e2, . . . en ìàþòü êîîðäèíàòè (xi1, xi2,
. . ., xin). Ïåðåâiðêè ïîëiëiíiéíîñòi òà êîñîñèìåòðè÷íîñòi òàê âèçíà÷åíîãî ôóí-
êöiîíàëó çíîâó çàëèøà¹ìî â ÿêîñòi âïðàâè.

5. Çíà÷åííÿ n-ëiíiéíîãî êîñîñèìåòðè÷íîãî ôóíêöiîíàëó, ÿêèé íå ¹ òîòîæíèì
íóëåì íà äîâiëüíié ñóêóïíîñòi ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ íå ¹ íóëüîâèì.

Äiéñíî, ñóêóïíiñòü ç n òàêèõ âåêòîðiâ ìîæíà ïðèéíÿòè çà áàçèñ. ßêáè íàøîãî
ôóíêöiîíàëó íà öüîìó áàçèñi äîðiâíþâàëî íóëþ, òî ç ôîðìóëè (5.2.3) çðàçó á
âèïëèâàëî, ùî öåé ôóíêöiîíàë ¹ òîòîæíèé íóëü.

Îçíà÷åííÿ 5.2.3. Âèçíà÷íèêîì (äåòåðìiíàíòîì ) íàçèâà¹òüñÿ n− ëiíiéíèé
êîñîñèìåòðè÷íèé ôóíêöiîíàë çàäàíèé íà àðèôìåòè÷íîìó âåêòîðíîìó ïðî-
ñòîði, ÿêèé íà åëåìåíòàõ êàíîíi÷íîãî áàçèñó ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 1 ∈ F.

Âèçíà÷íèêîì êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi ðîçìiðíîñòi n íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî ç ïîëÿ
F, ÿêå ¹ çíà÷åííÿì âèçíà÷íèêà íà âåêòîðàõ-ðÿäêàõ öi¹¨ ìàòðèöi.

ßê âèïëèâà¹ ç ôîðìóëè (5.2.3), óìîâà îäèíè÷íîãî çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó íà
áàçèñi ðîáèòü îçíà÷åííÿ êîðåêòíèì i äëÿ ìàòðèöi X = (xi,j), i, j = 1, 2, . . . n
ìà¹ìî ôîðìóëó:

Det(X) =
∑

(i1,i2,...,in)

(−1)χ(i1,i2,...in)x1i1x2i2 . . . xnin (5.2.4)

Ïðè öüîìó äëÿ äîâiëüíîãî n � ëiíiéíîãî êîñîñèìåòðè÷íîãî ôóíêöiîíàëó D

âèçíà÷åíîìó íà àðèôìåòè÷íîìó Fn i äîâiëüíîãî áàçèñó öüîãî ïðîñòîðó e1, e2, . . . , en

ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà

D(v1, v2, . . . , vn) = Det(v1, v2, . . . , vn) ·D(e1, e2, . . . , en). (5.2.5)

Ç ôîðìóëè (5.2.4) Íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî ÿêùî ìàòðèöÿ X ¹ òðèêóòíîþ, òîáòî
xij = 0 ïðè i > j, (íèæíÿ òðèêóòíà) àáî xij = 0 ïðè i < j (âåðõíÿ òðèêóòíà), òî
¨¨ âèçíà÷íèê Det(X) äîðiâíþ¹ äîáóòêó äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ. Íà öüîìó ãðóí-
òó¹òüñÿ îäèí ç ìåòîäiâ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ ìàòðèöü. Àäæå çãiäíî âëàñòè-
âîñòi 1, äîäàâàííÿ äî ðÿäêà iíøîãî, ïîìíîæåíîãî íà ñêàëÿð íå çìiíþ¹ çíà÷åííÿ
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âèçíà÷íèêà , êðiì òîãî ìíîæåííÿ ðÿäêà íà ñêàëÿð ïðèâîäèòü äî ìíîæåííÿ çíà-
÷åííÿ âèçíà÷íèêà íà öå æ ÷èñëî, à ïåðåñòàíîâêà äîâiëüíèõ äâîõ ðÿäêiâ ïðîñòî
çìiíþ¹ çíàê íà ïðîòèëåæíèé. Âêàçàíèìè ïåðåòâîðåííÿìè äîâiëüíó êâàäðàòíó
ìàòðèöþ ìîæíà çâåñòè äî òðèêóòíîãî âèãëÿäó i ïiñëÿ öüîãî ëåãêî îá÷èñëèòè ¨¨
âèçíà÷íèê.
Ëåìà 5.2.1.

Det(X) = Det(XT ).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèðàç (−1)χ(i1,i2,...in)x1i1x2i2 . . . xnin, ÿêèé ¹ îäíèì ç äî-
äàíêiâ ôîðìóëè (5.2.4). ßê óæå çãàäóâàëîñü, íàáið íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (i1, i2, . . . , in)
¹ ïåðåñòàíîâêîþ ÷èñåë 1, 2, . . . , n, i íåõàé â öié ïåðåñòàíîâöi ÷èñëî 1 ñòî¨òü íà ïî-
çèöi¨ j1, 2 íà ïîçèöi¨ j2, 3 íà ïîçèöi¨ J3 . . . n íà ïîçèöi¨ jn. ×èñëà (j1, j2, . . . , jn)
òåæ î÷åâèäíî óòâîðþþòü ïåðåñòàíîâêó ÷èñåë 1, 2, . . . , n çâîðîòíó äî ïî÷àòêîâî¨
ïåðåñòàíîâêè. Ïåðåñòàâèìî ñïiâìíîæíèêè â äîáóòêó i ïåðåïèøåìî éîãî â òà-
êîìó âèãëÿäi xj11xj22 . . . xjnn. Ïåðøèé ñïiâìíîæíèê ¹ åëåìåíòîì ïåðøîãî ðÿäêà
òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi, äðóãèé � äðóãîãî i òàê äàëi. Êðiì òîãî çàóâàæèìî, ùî
âèêîíóþ÷è ïîïàðíi ïåðåñòàíîâêè ç ìàñèâàìè (i1, i2, . . . , in) ìîæíà òi ñàìi ïåðå-
ñòàíîâêè âèêîíóâàòè ç ìàñèâîì (1, 2, . . . , n) i ïðè öüîìó ìè îòðèìà¹ìî ìàñèâè
(1, 2, . . . , n) òà (j1, j2, . . . , jn).

(
i1 i2 . . . in
1 2 . . . n

)
7→

(
1 2 . . . n

j1 j2 . . . jn

)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî χ(i1, i2, . . . , in) = χ(j1, j2, . . . , jn), à îòæå ìà¹ìî ðiâíiñòü

(−1)χ(i1,i2,...in)x1i1x2i2 . . . xnin = (−1)χ(j1,j2,...,jn)xj11xj22 . . . xjnn,

à òîìó ìà¹ìî ðiâíiñòü âèçíà÷íèêiâ.

Öå îçíà÷à¹ ùî äëÿ çâåäåííÿ äî òðèêóòíîãî âèäó ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè i
åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íàä ñòîâï÷èêàìè.

Iíøèì ìåòîäîì îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòà êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi ðîçìiðíîñòi n

¹ ðîçêëàä ïî ðÿäêó àáî ñòîâï÷èêó, ÿêèé çâîäèòü çàäà÷ó äî îá÷èñëåííÿ n âèçíà-
÷íèêiâ ìàòðèöü ðîçìiðíîñòi n− 1.

Îçíà÷åííÿ 5.2.4. Íåõàé X = (xij), i, j = 1, 2, . . . , n � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ,
òîäi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi, ÿêà çàëèøèëàñü ïiñëÿ âèêðåñëþâàííÿ i-ãî ðÿäêà
òà j-ãî ñòîâï÷èêà ç ìàòðèöi X íàçèâà¹òüñÿ äîïîâíþþ÷èì ìiíîðîì i ïîçíà-
÷à¹òüñÿ Mij

Òåîðåìà 5.2.1. Ìàþòü ìiñöå ôîðìóëè:

DetX =
n∑

j=1

xij · (−1)i+j ·Mij i = 1, 2, . . . , n; (5.2.6)
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DetX =
n∑

i=1

xij · (−1)i+j ·Mij j = 1, 2, . . . , n. (5.2.7)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ôîðìóëó (5.2.6) ïðè i = 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëiíiéíiñòü ïî
ïåðøîìó àðãóìåíòó ìà¹ìî:

Det(X) = Det

(
n∑

i=1

x1iεi,

n∑
j=1

x2jεj, . . . ,

n∑
j=1

xnjεj

)
=

n∑
i=1

x1iDet

(
εi,

n∑
j=1

x2jεj, . . . ,
n∑

j=1

xnjεj

)
=

=
n∑

i=1

x1iDet


εi,

n∑

j=1(j 6=i)

x2jεj, . . . ,

n∑

j=1(j 6=i)

xnjεj


 .

Òóò âíàñëiäîê êîñîñèìåòðè÷íîñòi i ïîëiëiíiéíîñòi ôóíêöiîíàëó Det â ñóìàõ
ùî âõîäÿòü â Det (εi, . . .), äîäàíêè ùî ç íîìåðàìè j = i áóäóòü äàâàòè íó-
ëüîâèé âíåñîê. Òîäi äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî i Det (εi, . . .) ìîæíà ðîçãëÿ-
äàòè ÿê n − 1− ëiíiéíèé êîñîñèìåòðè÷íèé ôóíêöiîíàë íà ïiäïðîñòîði L =<

ε, . . . , εi−1, εi+1, . . . , εn > � ïîðîäæåíîìó âêàçàíèìè âåêòîðàìè êàíîíi÷íîãî áà-
çèñó. Çà ôîðìóëîþ (5.2.5) ìà¹ìî

Det


εi,

n∑

j=1(j 6=i)

x2jεj, . . . ,

n∑

j=1(j 6=i)

xnjεj


 =

= Det




n∑

j=1(j 6=i)

x2jεj, . . . ,

n∑

j=1(j 6=i)

xnjεj


 ·Det (εi, ε1, . . . , εi−1, εi+1, . . . , εn) .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïåðøèé ñïiâìíîæíèê çáiãà¹òüñÿ ç äîïîâíþþ÷èì ìiíîðîì M1i.

Âðàõîâóþ÷è, ùî

Det (ei, ε1, . . . , εi−1, εi+1, . . . , εn) =

= (−1)i−1 ·Det (ε1, ε2, . . . , εi−1, εi, εi+1, . . . , εn) = (−1)i+1,

îòðèìó¹ìî ôîðìóëó (5.2.6) ðîçêëàäó äåòåðìiíàíòà ïî ïåðøîìó ðÿäêó. Ñêîðè-
ñòà¹ìîñÿ îòðèìàíîþ ôîðìóëîþ äëÿ Det (vk, v1, . . . , vk−1, vk+1, vk+2, . . . , vn) , äå
vi � âåêòîð-ðÿäêè ìàòðèöi X. Âðàõîâóþ÷è, ùî

Det (vk, v1, . . . , vk−1, vk+1, vk+2, . . . vn) = (−1)k−1 ·Det(X)

îòðèìó¹ìî ðîçêëàä (5.2.6) ïî äîâiëüíîìó k− ìó ðÿäêó. Ôîðìóëè (5.2.7) âèïëè-
âàþòü ç ðàíiøå äîâåäåíîãî ðåçóëüòàòó ïðî ðiâíiñòü äåòåðìiíàíòiâ ìàòðèöi òà
òðàíñïîíîâàíî¨ äî íå¨.
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Òåîðåìà 5.2.2. Äëÿ äîâiëüíèõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü A,B îäíàêîâî¨ ðîçìiðíî-
ñòi ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà

Det(A ·B) = Det(A) ·Det(B).

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî çíà÷åííÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi B i ðîçãëÿíåìî
ôóíêöiîíàë:

DB(A) = Det(A ·B),

ÿêèé ïðèéìàþ÷è n ðÿäêiâ ìàòðèöi A ïîâåðòà¹ çíà÷åííÿ ç ïîëÿ F, ÿêå îá÷èñëþ¹-
òüñÿ çà ôîðìóëîþ, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî
DB(A) ¹ êîñîñèìåòðè÷íèì i n � ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì. Äiéñíî, ïåðåñòàíîâ-
êà ðÿäêiâ ìàòðèöi A ïðèâåäå äî ïåðåñòàíîâêè òèõ æå ðÿäêiâ â ìàòðèöi A · B i
çíà÷åííÿ äåòåðìiíàíòà çìiíèòü çíàê íà ïðîòèëåæíèé. ßêùî æ ÿêèé-íåáóäü ðÿ-
äîê ìàòðèöi A ïîäàíî ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ äâîõ ÿêèõ-íåáóäü âåêòîðiâ-ðÿäêiâ,
òî ðÿäîê ç òèì æå íîìåðîì â ìàòðèöi A · B áóäå ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âiäïî-
âiäíèõ âåêòîð-ðÿäêiâ ç òèìè ñàìèìè êîåôiöi¹íòàìè i n− ëiíiéíiñòü âèïëèâà¹ ç
âëàñòèâîñòi ïîëiëiíiéíîñòi ôóíêöiîíàëó Det.

Çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó (5.2.5) äî n-ëiíiéíîãî êîñîñèìåòðè÷íîãî ôóíêöiîíàëó
DB(A).

DB(A) = Det(A) ·DB(ε1, ε2, . . . , εn).

Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè, ùî

DB(ε1, ε2, . . . , εn) = Det(E ·B) = Det(B),

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, çàâåðøó¹ìî äîâåäåííÿ òåîðåìè.

5.3 Âèêîðèñòàííÿ âèçíà÷íèêiâ äëÿ îáåðòàííÿ ìàòðèöü òà
çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Îçíà÷åííÿ 5.3.1. ×èñëî (−1)i+j ·Mij íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷íèìè äîïîâíåííÿì
ìàòðè÷íîãî åëåìåíòà xij. Ìàòðèöÿ ó ÿêî¨ íà ïåðåòèíi i− ãî ðÿäêà òà j−
ãî ñòîâï÷èêà çíàõîäèòüñÿ àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ ìàòðè÷íîãî åëåìåíòà xji

(çâåðíiòü óâàãó íà ïåðåñòàíîâêó iíäåêñiâ) íàçèâà¹òüñÿ ïðè¹äíàíîþ ìàòðèöåþ
ìàòðèöi X i ïîçíà÷à¹òüñÿ X∗.

Òåîðåìà 5.3.1. Ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà

X ·X∗ = Det(X) · E. (5.3.8)

Äîâåäåííÿ. Îá÷èñëèìî ìàòðè÷íèé (i, k)− é åëåìåíò ìàòðèöi X ·X∗.
n∑

j=1

xijx
∗
jk =

n∑
j=1

xij · (−1)k+j ·Mkj.
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Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåïåð ôîðìóëîþ (5.2.6). ßêùî i 6= k, òî îòðèìàíà ôîðìóëà
¹ ðîçêëàä ïî i− ìó ðÿäêó äåòåðìiíàíòà ìàòðèöi, ÿêà óòâîðåíà ç ìàòðèöi X

çàìiíîþ k− ãî ðÿäêà íà i � é. Îñêiëüêè ó òàêî¨ ìàòðèöi áóäóòü äâà îäíàêîâi
ðÿäêà, òî öåé äåòåðìiíàíò äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïðè i = k îòðèìó¹ìî ïðîñòî ôîðìóëó
(5.2.6). Îòæå, ìà¹ìî ôîðìóëó

n∑
j=1

xij · (−1)k+j ·Mkj = δikDet(X)

(δik - ñèìâîë Êðîíåêåðà), çâiäêè i âèïëèâà¹ ïîòðiáíà ôîðìóëà.
Íàñëiäîê 5.3.1. Ìàòðèöÿ X ¹ îáîðîòíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Det(X) 6=
0 ïðè öüîìó ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà:

X−1 =
1

Det(X)
·X∗. (5.3.9)

Ôîðìóëè Êðàìåðà.
Âèêîðèñòà¹ìî çíàéäåíó ôîðìóëó äëÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi äëÿ çíàõîäæåííÿ

ÿâíîãî âèäó ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

A · x = b,

äå A � îáîðîòíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi n, à b � âåêòîð-ñòîâï÷èê òi¹¨
æ ðîçìiðíîñòi. Ïîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi íà îáåðíåíó ìàòðèöþ A−1

çëiâà, ìè îòðèìà¹ìî åêâiâàëåíòíó ñèñòåìó:

x = A−1 · b,
çâiäêè çà ôîðìóëîþ (5.3.9) ìà¹ìî

x =
1

Det(A)
· A∗ · b.

Îá÷èñëèìî k− òó êîîðäèíàòó âåêòîðà x :

xk =
1

Det(A)
·

n∑
i=1

(−1)k+iMik · bi.

Òóò Mik äîïîâíþþ÷èé ìiíîð ìàòðèöi A. Ïîðiâíþþ÷è ç ôîðìóëîþ (5.2.7) ðîç-
êëàäó ïî ñòîâï÷èêó äåòåðìiíàíòà, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ñóìà â ïðàâié
÷àñòèíi ¹ íi÷èì iíøèì ÿê äåòåðìiíàíòîì ìàòðèöi, ÿêà îòðèìàíà ç ìàòðèöi A

çàìiíîþ ¨¨ k− ãî ñòîâï÷èêà íà âåêòîð-ñòîâï÷èê b. Ïîçíà÷èâøè âêàçàíèé äåòåð-
ìiíàíò ÷åðåç Dk îòðèìó¹ìî ôîðìóëó Êðàìåðà

xk =
Dk

Det(A)
, k = 1, 2, . . . , n. (5.3.10)
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5.4 Çàäà÷i

Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè:

1.

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
; c)

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −5 4 3
3 −4 7 5
4 −9 8 5
−3 2 −5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2.

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣

3 −3 −2 −5
2 5 4 6
5 5 8 7
4 4 5 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 6 5 6 4
5 9 7 8 6
6 12 13 9 7
4 6 6 5 4
2 5 4 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; c)

∣∣∣∣∣∣∣∣

3
2 −9

2 −3
2 −3

5
3 −8

3 −2
3 −7

3
4
3 −5

3 −1 −2
3

7 −8 −4 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

3. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1
3 −5

2
2
5

3
2

3 −12 −21
5 15

2
3 −9

2
4
5

5
2

−1
7

2
7 −1

7
3
7

∣∣∣∣∣∣∣∣
;

b)

∣∣∣∣∣∣∣∣

√
2

√
3

√
5

√
3√

6
√

21
√

10 −2
√

3√
10 2

√
15 5

√
6

2 2
√

6
√

10
√

15

∣∣∣∣∣∣∣∣
; c)

∣∣∣∣∣∣∣∣

27 44 40 55
20 64 21 40
13 −20 −13 24
46 45 −55 84

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

4. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè ïîðÿäêó n:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 . . . 2
2 3 . . . 2
2 2 . . . 2
. . . . . .

2 2 . . . 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n
−1 0 3 . . . n

−1 −2 0 . . . n

. . . . . . .

−1 −2 −3 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n
1 x + 1 3 . . . n

1 2 x + 1 . . . n

. . . . . . .

1 2 3 . . . x + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

5. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê ïîðÿäêó n + 1:
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a)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
1 a1 0 . . . 0
1 0 a2 . . . 0
. . . . . . .

1 0 0 . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 . . . 0 1
1 a1 0 0 . . . 0 0
1 1 a2 0 . . . 0 0
1 0 1 a3 . . . 0 0
. . . . . . . . .

1 0 0 0 . . . 1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

6. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè ïîðÿäêó n:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 3 0 . . . 0
2 5 3 . . . 0
0 2 5 . . . 0
. . . . . . .

0 0 0 . . . 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 . . . 0
1 3 2 . . . 0
0 1 3 . . . 0
. . . . . . .

0 0 0 . . . 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

7 5 0 . . . 0
2 7 5 . . . 0
0 2 7 . . . 0
. . . . . . .

0 0 0 . . . 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

;

d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α + β α · β 0 . . . 0
1 α + β α · β . . . 0
0 1 α + β . . . 0
. . . . . . .

0 0 0 . . . α + β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; e)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
x1 x2 x3 . . . xn

x2
1 x2

2 x2
3 . . . x2

n

. . . . . . .

xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 . . . xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

;

f)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x + a1 a2 a3 . . . an

a1 x + a2 a3 . . . an

a1 a2 x + a3 . . . an

. . . . . . .
a1 a2 a3 . . . x + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; g)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 . . . 1
1 0 x . . . x

1 x 0 . . . x
. . . . . . .

1 x x . . . x

1 x x . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

7. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè :

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a b c

a′ 1 0 0
b′ 0 1 0
c′ 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 0 0 1 −1
9 4 0 0 3 7
4 5 1 −1 2 4
3 8 3 7 6 9
1 −1 0 0 0 0
3 7 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

8. Ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäîì Êðàìåðà

a)





2x1+ 2x2− x3+ x4 = 4
4x1+ 3x2− x3+ 2x4 = 6
8x1+ 5x2− 3x3+ 4x4 = 12
3x1+ 3x2− 2x3+ 2x4 = 6

b)





2x1+ 3x2+ 11x3+ 5x4 = 2
x1+ x2+ 5x3+ 2x4 = 1

2x1+ x2+ 3x3+ 2x4 = −3
x1+ x2+ 3x3+ 4x4 = −3
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9. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè :

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
1 2 22 . . . 2n

1 3 32 . . . 3n

. . . . . . .

1 n + 1 (n + 1)2 . . . (n + 1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 . . . 0 b

0 a . . . b 0
. . . . . . .

0 b . . . a 0
b 0 . . . 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

;

c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
x1 + 1 x2 + 1 x3 + 1 . . . xn + 1
x2

1 + x1 x2
2 + x2 x2

3 + x3 . . . x2
n + xn

. . . . . . .

xn−1
1 + xn−2

1 xn−1
2 + xn−2

2 xn−1
3 + xn−2

3 . . . xn−1
n + xn−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

;

d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x1 1 + x2
1 1 + x3

1 . . . 1 + xn
1

1 + x2 1 + x2
2 1 + x3

2 . . . 1 + xn
2

1 + x3 1 + x2
3 1 + x3

3 . . . 1 + xn
3

. . . . . . .

1 + xn 1 + x2
n 1 + x3

n . . . 1 + xn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

10. Âåêòîðè i óòâîðþþòü êóò φ = π
6 . Çíàþ÷è, ùî |a| = 6, |b| = 5, îá÷èñëèòè

|[ab]|.
11. Äàíî òðè âåêòîðè : a = (1,−1, 3), b = (−2, 2, 1), c = (3,−2, 5). Âèçíà÷èòè,

÷è áóäóòü êîìïëàíàðíèìè öi âåêòîðè. Îá÷èñëèòè abc.

12. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òåòðàåäðà, âåðøèíè ÿêîãî ðîçìiùåíi â òî÷êàõ
a) A(2;−1; 1), B(5; 5; 4), C(3; 2;−1) i D(4; 1; 3);
b) A(4; 2; 1), B(−3;−3;−1), C(2; 1; 2) i D(5;−2;−1).

13. Çíàéòè äîâæèíó âèñîòè òåòðàåäðà ç âåðøèíàìè A(1, 1,−3), B(4, 2, 1), C(3,−1, 5)
òà D(3, 3, 7), îïóùåíî¨ ç âåðøèíè D.

14. Çíàéòè äîâæèíó âèñîòè òåòðàåäðà ç âåðøèíàìè A(−1, 0,−3), B(2, 2, 1),
C(4,−1, 2) òà D(3, 3,−4), îïóùåíî¨ ç âåðøèíè C.

15. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè A(1, 2, 2), B(2, 0, 1),
C(0,−1, 2).

16. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè A(2, 0, 4), B(−2, 2, 1),
C(3,−1,−2).

95



Ðîçäië 6

Áiëiíiéíi ñèìåòðè÷íi òà êâàäðàòè÷íi
ôîðìè

6.1 Ìàòðèöi áiëiíiéíèõ ôîðì

ßê ìè áà÷èëè ðàíiøå, áiëiíiéíèé ôóíêöiîíàë ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà-
÷åííÿìè íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ: F (ei, ej) = aij ∈ F. Äiéñíî, àäæå äëÿ âåêòîðiâ
v =

∑n
i=1 xiei, v =

∑n
j=1 yjej áóäåìî ìàòè

F (v, w) = F

(
n∑

i=1

xiei,

n∑
j=1

yjej

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjF (ei, ej) =
n∑

i=1

n∑
j=1

xiyjaij.

Ðîçãëÿíåìî ïðàâó ÷àñòèíó îòðèìàíîãî âèðàçó ÿê ïîëiíîì âiä çìiííèõ x1, x2, . . . , xn,
y1, y2, . . . , yn. Ïðè öüîìó ìè áà÷èìî ùî êîæåí äîäàíîê ìà¹ ñòåïiíü 1 ïî çìiííèì
xi i ïî çìiííèì yj, à ïîâíèé ñòåïiíü äîðiâíþ¹ 2.

Îçíà÷åííÿ 6.1.1. Ïîëiíîì âèäó

S(x,y) =
n∑

i=1

n∑

j=1

xiyjaij, (6.1.1)

ÿêèé ¹ îäíîðiäíèì ñòåïåíÿ 1 îêðåìî ïî çìiííèì xi òà îêðåìî ïî çìiííèì
yj i ìà¹ ñòåïiíü îäíîðiäíîñòi 2 ïî âñiì çìiííèì, íàçèâà¹òüñÿ áiëiíiéíîþ
ôîðìîþ âiä âêàçàíèõ çìiííèõ, à îäíîðiäíèé ïîëiíîì ñòåïåíÿ 2 ïî çìiííèì
xj

Q(x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

xixjbij, (6.1.2)

íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ âêàçàíèõ çìiííèõ.
Ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ A = (aij) , B = (bij) íàçèâàþòüñÿ ìàòðèöÿìè áiëi-

íiéíî¨ òà êâàäðàòè÷íî¨ ôîðì âiäïîâiäíî.
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Áóäü-ÿêié áiëiíiéíié ôîðìi ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü êâàäðàòè÷íó
ôîðìó:

Q(x) = S(x,x). (6.1.3)
Ç iíøîãî áîêó, äëÿ áiëiíiéíî¨ ôîðìè ìà¹ìî:

S(x + y,x + y) = S(x,x) + S(y,y) + S(x,y) + S(y,x).

ßêùî áiëiíiéíèé ôóíêöiîíàë ¹ ñèìåòðè÷íèì F (v, w) = F (w, v), òî i âiäïîâiäíà
áiëiíiéíà ôîðìà ¹ ñèìåòðè÷íîþ: S(x,y) = S(y,x), ùî åêâiâàëåíòíî óìîâàì
aij = aji. Äëÿ òàêèõ ôîðì áóäåìî ìàòè:

S(x + y,x + y) = S(x,x) + S(y,y) + 2S(x,y).

ßêùî 1 + 1 6= 0 â ïîëi F, òî ïîêëàäåìî Q(x) = S(x,x) i îòðèìà¹ìî

S(x,y) =
1

2
(Q(x + y)−Q(x)−Q(y)) .

Îòæå, ñèìåòðè÷íà áiëiíiéíà ôîðìà îäíîçíà÷íî âiäíîâëþ¹òüñÿ ïî ñâî¨é êâàäðà-
òè÷íié ôîðìi.

Áiëiíiéíi ôîðìè (íå îáîâ'ÿçêîâî ñèìåòðè÷íi) çðó÷íî ïîäàâàòè ó ìàòðè÷íié
ôîðìi:

S(x,y) = xTAy, (6.1.4)
äå x,y− âåêòîð-ñòîâï÷èêè çìiííèõ, à A = (aij)− ìàòðèöÿ. ßêùî æ S ¹ ñèìå-
òðè÷íîþ, òî ìàòðèöÿ A ¹ ñèìåòðè÷íîþ i äëÿ âiäïîâiäíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè
áóäåìî ìàòè

Q(x) = xTAx. (6.1.5)
ßêùî çàìiíèòè áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íà e′1, e

′
2, . . . , e

′
n, òî ÿê ìè ïàì'ÿ-

òà¹ìî çâ'ÿçîê ìiæ êîîðäèíàòàìè çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ìàòðèöi ïåðåõîäó:
x = Cx′,y = Cy′. Äëÿ áiëiíiéíî¨ ôîðìè áóäåìî ìàòè:

S(x,y) = xTAy = (C · x′)TA · C · y′ = x′T
(
CTAC

)
y′,

Îòæå, ìàòðèöi áiëiíiéíèõ ôîðì, îòðèìàíi îäíà ç iíøî¨ çàìiíîþ áàçèñó, ïî-
â'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ íàñòóïíèì ÷èíîì

A′ = CT · A · C (6.1.6)
Îçíà÷åííÿ 6.1.2. Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi ôîðìè, ìàòðèöi ÿêèõ ïîâ'ÿçàíi
ñïiââiäíîøåííÿì (6.1.6), íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè .

Iíøèìè ñëîâàìè åêâiâàëåíòíi áiëiíiéíi ôîðìè âèçíà÷àþòü îäíè i òîé æå ái-
ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði.

Âïðàâà Äîâåñòè, ùî ðàíãè ìàòðèöü åêâiâàëåíòíèõ ôîðì çáiãàþòüñÿ.
Îçíà÷åííÿ 6.1.3. Ïîïåðåäí¹ òâåðäæåííÿ äîçâîëÿ¹ ââåñòè ïîíÿòòÿ ðàíãó
áiëiíiéíîãî íå îáîâ'ÿçêîâî ñèìåòðè÷íîãî ôóíêöiîíàëó. Çðîáiòü öå ñàìîñòiéíî.
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6.2 Çâåäåííÿ áiëiíiéíèõ ñèìåòðè÷íèõ ôîðì äî äiàãîíàëü-
íîãî âèãëÿäó

Òåîðåìà 6.2.1. Äëÿ äîâiëüíîãî áiëiíiéíîãî ñèìåòðè÷íîãî ôóíêöiîíàëó, âèçíà-
÷åíîãî íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði, iñíó¹ áàçèñ â ÿêîìó öåé ôóíêöiîíàë çàäà¹òüñÿ
áiëiíiéíîþ ôîðìîþ, ùî ìà¹ äiàãîíàëüíèé âèãëÿä:

S(x,y) =
n∑

i=1

aixiyi, (6.2.7)

ai ∈ R. Â öüîìó áàçèñi âiäïîâiäíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàáóâà¹ âèãëÿäó:

Q(x) = S(x,x) =
n∑

i=1

aix
2
i . (6.2.8)

Iíøèìè ñëîâàìè áóäü-ÿêà ñèìåòðè÷íà áiëiíiéíà (êâàäðàòè÷íà) ôîðìà åêâiâà-
ëåíòíà äiàãîíàëüíié ôîðìi (6.2.7) ( (6.2.8)).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé â äåÿêîìó áàçèñi áiëiíiéíà ñèìåòðè÷íà ôîðìà ìà¹ âèä (6.1.1),
òîäi çà ôîðìóëîþ (6.1.3) ìà¹ìî

Q(x,x) = Q(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

aiix
2
i +

∑
1≤i<j≤n

2aijxixj. (6.2.9)

Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî n. Ïðè n = 1 òâåðäæå-
ííÿ î÷åâèäíå. Ïðèïóñòèìî, ùî îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ aii âiäìiííèé âiä íóëÿ. Íå
âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî a11 6= 0. Òîäi êâàäðàòè÷íó ôîðìó
ìîæíà ïîäàòè ó òàêîìó âèãëÿäi

Q(x1, . . . , xn) = a11

(
x1 +

a12

a11
x2 + . . . +

a1n

a11
xn

)2

+ Q1(x2, . . . , xn)

Ïåðåéäåìî äî iíøîãî áàçèñó, â ÿêîìó êîîðäèíàòè x′i ïîâ'ÿçàíi çi ñòàðèìè êîîð-
äèíàòàìè íàñòóïíèì ÷èíîì

x′1 = x1 +
a12

a11
x2 + . . . +

a1n

a11
xn, x′i = xi, i > 1.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä íîâèõ êîîðäèíàò äî ñòàðèõ x′ → x
¹ îáîðîòíîþ, à îòæå äiéñíî ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó äî iíøîãî áàçèñó. Â íüîìó
êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàáóäå âèãëÿäó

Q(x′1, . . . , x
′
n) = a11x

′2
1 + Q1(x

′
2, . . . , x

′
n),

äå Q1(x
′
2, . . . , x

′
n)− êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä ìåíøî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ, à îòæå

ìîæíà çàñòîñóâàòè ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨. Â ïîáóäîâàíîìó áàçèñi âiäïîâiäíà ái-
ëiíiéíà ñèìåòðè÷íà ôîðìà áóäå î÷åâèäíî ìàòè òàêîæ äiàãîíàëüíèé âèãëÿä.
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ßêùî æ ∀i aii = 0, òî çíàéäåìî ïàðó (i, j) : ai,j 6= 0. Íîâèé áàçèñ îáåðåìî
òàêèì ÷èíîì, ùîá íîâi i ñòàði êîîðäèíàòè áóëè ïîâ'ÿçàíi ôîðìóëàìè xi = x′i −
x′j, xj = x′i + x′j, xk = x′k, k 6= i, j. Â öüîìó áàçèñi êâàäðàòè÷íà ôîðìà (6.2.9)
íàáóäå âèãëÿäó

Q(x′,x′) = 2ai,j(x
′2
i − x′2j ) + Q1(x

′,x′)

i âîíà ìiñòèòü äîäàíêè ç êâàäðàòàìè çìiííèõ. Öèì çàäà÷à äî ðîçãëÿíóòîãî âèùå
âèïàäêó. Î÷åâèäíî, ùî ó ïîáóäîâàíîìó áàçèñi âiäïîâiäíà áiëiíiéíà ñèìåòðè÷íà
ôîðìà òàêîæ íàáóäå äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó.

Íàñëiäîê 6.2.1. Áóäü-ÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
åêâiâàëåíòíà ôîðìi x2

1 + x2
2 + . . . + x2

k.

Îïèñàíèé âèùå ìåòîä çâåäåííÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äî äiàãîíàëüíîãî âè-
ãëÿäó íàçèâàþòü ìåòîäîè Ëàãðàíæà.

Îïèøåìî iíøèé ìåòîä (ìåòîä ßêîái), ÿêèé ïîâ'ÿçàíèé ç ïðÿìîþ ïîáóäî-
âîþ ïîòðiáíîãî áàçèñó. Äëÿ éîãî çàñòîñóâàííÿ íåîáõiäíî âèêîíàííÿ äîäàòêîâèõ
óìîâ: ãîëîâíi ìiíîðè ìàòðèöi A = (ai,j) (aij = F (ei, ej)) áiëiíiéíî¨ ôîðìè ìàþòü
áóòè âiäìiííi âiä íóëÿ, òîáòî ∆1 = a11 6= 0,

∆2 = det

(
a11 a12

a21 a22

)
6= 0, ∆3 = det




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 6= 0, . . . , ∆n = det(A) 6= 0.

Áóäåìî øóêàòè ïîòðiáíèé áàçèñ ó âèãëÿäi

e′i =
i∑

j=1

cijej.

Íåâèçíà÷åíi êîåôiöi¹íòè çíàéäåìî ç óìîâ

F (e′i, e
′
j) = 0, i 6= j. (6.2.10)

Öi óìîâè áóäóòü î÷åâèäíî âèêîíàíi, ÿêùî áóäóòü ìàòè ìiñöå òàêi ðiâíîñòi

F (e′k, ei) = 0, i = 1, 2, . . . , k − 1, k = 1, 2, . . . , n. (6.2.11)

Îñêiëüêè åëåìåíòè ïîòðiáíîãî áàçèñó âèçíà÷àþòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî ìíî-
æíèêà, òî äëÿ âèçíà÷åíîñòi äîäàìî ùå óìîâè F (e′k, ek) = 1, k = 1, 2, . . . , n. Ç öèõ
óìîâ òà (6.2.11), îòðèìó¹ìî äëÿ êîæíîãî k ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî
íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ cij :

{ ∑k
j=1 ckjF (ej, ei) = 0 i = 1, 2, . . . , k − 1∑k
j=1 ckjF (ej, ek) = 1

, (6.2.12)
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âèçíà÷íèê ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ç ∆k, à îòæå âiäìiííèé âiä íóëÿ. Òàêèì ÷èíîì, íà-
âåäåíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü áàçèñ e′1, e

′
2, . . . , e

′
n ç

ïîòðiáíèìè âëàñòèâîñòÿìè. Äëÿ k = 1, 2, . . . , n çà ôîðìóëàìè Êðàìåðà îòðèìó-
¹ìî

ckk =
∆k−1

∆k
.

Âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ åëåìåíòiâ ïîáóäîâàíîãî áàçèñó âèêîíóþòüñÿ óìîâè (6.2.10),
îòðèìó¹ìî äiàãîíàëüíèé âèãëÿä êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè â öüîìó áàçèñi:

∆1

∆2
x′21 + . . . +

∆n−1

∆n
x′2n . (6.2.13)

6.3 Çàêîí iíåðöi¨ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì

Òåîðåìà 6.3.1 (Çàêîí iíåðöi¨ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë).
Êiëüêîñòi äîäàòíèõ òà âiä'¹ìíèõ êîåôiöi¹íòiâ â äiàãîíàëüíîìó âèãëÿäi åêâi-
âàëåíòíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì çáiãàþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî äîñèòü ðîçãëÿäàòè äiàãîíàëüíi âèãëÿäè ç êîåôiöi¹í-
òàìè ±1. Ïðèïóñòèìî, ùî åêâiâàëåíòíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè ìàþòü äiàãîíàëüíi
ôîðìè:
F (x,x) = x2

1+. . .+x2
r−x2

r+1−. . .−x2
r+s = x′21 +. . .+x′2r′−x′2r”+1−. . .−x′2r′+s′ (6.3.14)

â áàçèñàõ e1, e2, . . . , en; e′1, e
′
2, . . . , e

′
n. Ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñòið U ïîðîäæåíèé âå-

êòîðàìè e′1, e
′
2, . . . , e

′
r′. Äëÿ áóäü-ÿêîãî u ∈ U áóäåìî ìàòè F (u, u) > 0. Äëÿ

âåêòîðiâ ïiäïðîñòîðó W, ïîðîäæåíîìó âåêòîðàìè er+1, er+2, . . . , er+s, . . . , en. áó-
äåìî ìàòè F (w,w) < 0. ßêùî r′ > r, òî áóäåìî ìàòè dim U+dim W = r′+n−r >

n, à îòæå, çãiäíî ôîðìóëè (4.1.12), U ∩W 6= (0). Äëÿ âåêòîðà u ∈ U ∩W îòðè-
ìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü F (u, u) > 0 i îäíî÷àñíî F (u, u) < 0. Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü
äîâîäèòü, ùî r = r′.

Äëÿ îòðèìàííÿ ðiâíîñòi s = s′ ñëiä ïðîâåñòè òi ñàìi ìiðêóâàííÿ äëÿ−F (x,x).

Îçíà÷åííÿ 6.3.1. Áiëiíiíèé ñèìåòðè÷íèé ôóíêöiîíàë F (u, v) âèçíà÷åíèé íà
äiéñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíî âèçíà÷åíèì, ÿêùî ∀u 6=
0 ìà¹ ìiñöå F (u, u) > 0.

Òåîðåìà 6.3.2. Áiëiíiíèé ñèìåòðè÷íèé ôóíêöiîíàë F (u, v) ¹ äîäàòíî âèçíà-
÷åíèì òîäi i òiëüêè òîäi äëÿ åëåìåíòiâ éîãî ìàòðèöi â äåÿêîìó áàçèñi âèêî-
íóþòüñÿ íåðiâíîñòi:

∆1 > 0, ∆2 > 0, ∆3 > 0, . . . , ∆n > 0. (6.3.15)
Äîâåäåííÿ. Êðèòåðié ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì ìåòîäó ßêîái, òà çàêîíó iíåðöi¨ êâà-
äðàòè÷íèõ ôîðì.
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6.4 Çàäà÷i

1. Çâåñòè êâàäðàòè÷íó ôîðìó äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ìåòîäîì Ëàãðàíæà:

a) x2
1 + 2x2

2 + 3x2
3 + 2x1x2 + 8x2x3;

b) x2
1 − 2x2

2 + x2
3 + 2x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3;

c) x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4;
d) x2

1 − 3x2
2 − 2x1x2 + 2x1x3 − 6x2x3.

2. Çâåñòè êâàäðàòè÷íó ôîðìó äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó:

a) 2x2
1 + 3x2

2 + 4x2
3 − 2x1x2 + 4x1x3 − 3x2x3;

b) 3x2
1 − 2x2

2 + 2x2
3 + 4x1x2 − 3x1x3 − x2x3;

c) 4x2
1 + x2

2 + x2
3 − 4x1x2 + 4x1x3 − 3x2x3;

3. ×è åêâiâàëåíòíi òàêi êâàäðàòè÷íi ôîðìè?

a) x2
1 − x2x3 y1y2 − 3y2

3;
b) x2

1 + x2x3 y1y2 + y2
3;

c) −4x1x2 y2
1 − 8y1y2 + 2y2

2;
d) x2

1 +4x2
2 +x2

3 +4x1x2− 2x1x3 − 4y2
1− y2

2− y2
3− 4y1y2 +4y1y3 +18y2y3.

4. Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ êâàäðàòè÷íi ôîðìè áóäóòü
äîäàòíî âèçíà÷åíi.

a) 2x2
1 + 2x2

2 + x2
3 + 2λx1x2 + 6x1x3 + 2x2x3;

b) x2
1 + x2

2 + 5x2
3 + 2λx1x2 − 2x1x3 + 4x2x3.

5. Äîâåñòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f òîäi i òiëüêè òîäi äîäàòíî âèçíà÷åíà,
ÿêùî ìàòðèöþ öi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äî-
áóòêó äâîõ ìàòðèöü A = CCT , äå C íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ, à CT � òðàíñ-
ïîíîâàíà äî íå¨.
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Ðîçäië 7

Åâêëiäîâi òà óíiòàðíi âåêòîðíi ïðîñòîðè

7.1 Íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî

Â öüîìó ðîçäiëi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè âåêòîðíi ïðîñòîðè ëèøå íàä ïîëÿìè
äiéñíèõ òà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Îçíà÷åííÿ 7.1.1. Âåêòîðíèé ïðîñòið V = V (R) íàçèâà¹òüñÿ åâêëiäîâèì,
ÿêùî íà íüîìó âèçíà÷åíî áiëiíiéíèé, ñèìåòðè÷íèé, äîäàòíî-âèçíà÷åíèé ôóí-
êöiîíàë, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.

Òîáòî ñêàëÿðíèé äîáóòîê öå âiäîáðàæåííÿ:
V × V 7→ R, (7.1.1)

ÿêå îòðèìàâøè íà âõiä ïàðó âåêòîðiâ v1, v2 ïîâåðòà¹ ñêàëÿð (v1, v2) ∈ R, ïðè
öüîìó âèêîíóþòüñÿ óìîâè

1. áiëiíiéíîñòi
∀λ, µ ∈ R ∀u, v, w ∈ V (λu + µv, w) = λ(u,w) + µ(v, w),

∀λ, µ ∈ R ∀u, v, w ∈ V (u, λv + µw) = λ(u, v) + µ(u,w);

2. ñèìåòðè÷íîñòi
∀v, w ∈ V (v, w) = (w, v).

3. äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi:
∀v ∈ V, v 6= 0 ⇒ (v, v) > 0.

Ïðèêëàä 7.1.1. Äëÿ àðèôìåòè÷íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V = Rn ââåäåìî
ñêàëÿðíèé äîáóòîê äâîõ ðÿäêiâ x = (x1, x2, . . . , xn),y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn

íàñòóïíèì ÷èíîì:

(x,y) =
n∑

i=i

xi · yi.

Ñàìîñòiéíî ïåðåâiðòå, ùî âñi óìîâè 1�3 âèêîíóþòüñÿ.
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Ïðèêëàä 7.1.2. Äëÿ ïðîñòîðó âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó C([a, b])
ââåäåìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê äâîõ ôóíêöié f i g òàêèì ÷èíîì:

(f(x), g(x)) =

∫ b

a

f(x) · g(x)dx.

Ñàìîñòiéíî ïåðåâiðòå, ùî ââåäåíà òàêèì ÷èíîì áiëiíiéíà ôóíêöiÿ ¹ ñêàëÿð-
íèì äîáóòêîì.

Äëÿ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ íàä ïîëåì C ðîçãëÿäàþòü ùå iíøèé âèä ñêàëÿðíîãî
äîáóòêó � åðìiòiâ ñêàëÿðíèé äîáóòîê. Îñíîâíà iäåÿ öüîãî îçíà÷åííÿ ïîëÿãà¹
â òîìó, ùîá ñêàëÿðíèé êâàäðàò äîâiëüíîãî âåêòîðà, áóâ äiéñíèì íåâiä'¹ìíèì
÷èñëîì.

Îçíà÷åííÿ 7.1.2. ßêùî íà êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V = V (C)
çàäàíî âiäîáðàæåííÿ V × V 7→ C, ÿêå çàäàâîëüíÿ¹ óìîâàì:

1. ëiíiéíiñòü ïî ïåðøîìó àðãóìåíòó

∀λ, µ ∈ F ∀u, v, w ∈ V (λu + µv, w) = λ(u,w) + µ(v, w),

2. åðìiòîâiñòü
∀u, v ∈ V (u, v) = (v, u),

3. äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi:

∀v ∈ V (C) v 6= 0 (v, v)− äiéñíå äîäàòíå ÷èñëî,

òî ãîâîðÿòü, ùî çàäàíî åðìiòiâ ñêàëÿðíèé äîáóòîê, à âåêòîðíèé ïðîñòið ç
âèçíà÷åíèì íà íüîìó åðìiòîâèì ñêàëÿðíèì äîáóòêîì íàçèâà¹òüñÿ óíiòàð-
íèì.

Ïðèêëàä 7.1.3. Ñòàíäàðòíèì ïðèêëàäîì åðìiòîâîãî ïðîñòîðó ¹ àðèôìåòè-
÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið V = Cn ç åðìiòîâèì ñêàëÿðíèì äîáóòêîì äâîõ ðÿä-
êiâ
x = (x1, x2, . . . , xn),y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Cn, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷è-
íîì:

(x,y) =
n∑

i=i

xi · ȳi.

Ñàìîñòiéíî ïåðåâiðòå, ùî âñi âëàñòèâîñòi âèêîíóþòüñÿ.

ßêùî e1, e2, . . . , en � áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, òî ç áiëiíiéíîñòi (ïiâòîðà-
ëiíiéíîñòi) ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî âií ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè
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çíà÷åííÿìè íà áàçèñíèõ âåêòîðàõ, ïðè öüîìó âiäïîâiäíà ìàòðèöÿ



(e1, e1) (e1, e2) (e1, e3) . . . (e1, en)
(e2, e1) (e2, e2) (e2, e3) . . . (e2, en)
(e3, e1) (e3, e2) (e3, e3) . . . (e3, e3)

. . . . . . . . . . . . . . .

(en, e1) (en, e2) (en, e3) . . . (en, en)




(7.1.2)

íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ Ãðàìà.

Îçíà÷åííÿ 7.1.3. Äëÿ åâêëiäîâèõ òà óíiòàðíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ ÷èñëî
√

(v, v) = |v|
íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíîþ àáî íîðìîþ âåêòîðà v.

Òåîðåìà 7.1.1. Íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî.
Äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ âåêòîðiâ v, w ∈ V ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü:

|(v, w)| ≤ |v| · |w|, (7.1.3)

ïðè÷îìó ðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè öi âåêòîðè ëiíiéíî çà-
ëåæíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, òîäi äëÿ êâàäðàòà äîâæèíè âå-
êòîðà v + λw áóäåìî ìàòè

0 ≤ (v + λw, v + λw) = (w, w)λ2 + 2(v, w)λ + (v, v).

Îñêiëüêè ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ λ êâàäðàòíèé ìíîãî÷ëåí íàáóâà¹ íåâiä'¹ìíèõ çíà-
÷åíü, òî éîãî äèñêðèìiíàíò (v, w)2 − (v, v)(w,w) íå ïîâèíåí áóòè äîäàòíèì,
çâiäêè (v, w)2 ≤ (v, v)(w, w). Îñêiëüêè îòðèìàíà íåðiâíiñòü çâ'ÿçó¹ íåâiä'¹ìíi
÷èñëà, òî ç îáîõ ÷àñòèí ìîæíà âèëó÷èòè êâàäðàòíèé êîðiíü i îòðèìàòè ïîòði-
áíó íåðiâíiñòü. ßêùî æ ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü, òî êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ ìà¹ êðàòíèé
êîðiíü λ∗ i äëÿ íüîãî áóäåìî ìàòè 0 = (v + λ∗w, v + λ∗w). Ç óìîâè íåâèðîäæå-
íîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âèïëèâà¹ ðiâíiñòü v + λ∗w = 0, ÿêà i îçíà÷à¹ ëiíiéíó
çàëåæíiñòü âåêòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ 7.1.4. Äiéñíå ÷èñëî α ∈ [0, π] íàçèâà¹òüñÿ êóòîì ìiæ âåêòîðàìè
v, w, ÿêùî

cos α =
(v, w)

|v| · |w| . (7.1.4)

Îçíà÷åííÿ 7.1.5. Äâà âåêòîðè v, w ∈ V íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëüíèìè,
ÿêùî (v, w) = 0, òîáòî êóò ìiæ öèìè âåêòîðàìè äîðiâíþ¹ π

2 .
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Ëåìà 7.1.1. Íåõàé v, w äâà îðòîãîíàëüíèõ âåêòîðè, òîäi ìà¹ ìiñöå:

(v + w, v + w) = |v|2 + |w|2;
Íåõàé v1, v2, . . . , vk � ñóêóïíiñòü ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ âåêòîðiâ, òîäi ìà¹
ìiñöå (

k∑
i=1

vi,

k∑
i=1

vi

)
=

k∑
i=1

|vi|2.

7.2 Îðòîãîíàëüíi ñèñòåìè âåêòîðiâ

Ëåìà 7.2.1. Ñóêóïíiñòü ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ
(∀i, j(i 6= j) (vi, vj) = 0) ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ öèõ âåêòîðiâ äîðiâíþ¹
íóëüîâîìó âåêòîðó:

n∑
i=1

λivi = 0.

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê îáîõ ÷àñòèí ðiâíîñòi íà äîâiëüíèé âåêòîð vj öi¹¨ ñóêóïíîñòi
äà¹ ðiâíiñòü:

λj(vj, vj) = 0.

Îñêiëüêè vj 6= 0, òî ç óìîâè íåâèðîäæåíîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ìà¹ìî (vj, vj) 6=
0, çâiäêè λj = 0. Îñêiëüêè âåêòîð vj áóâ äîâiëüíèì, òî öèì ëåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 7.2.1. Ñèñòåìà ç n ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ âåêòîðiâ n � âèìið-
íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V, íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì áàçèñîì ïðîñòîðó.

ßêùî êðiì òîãî äîâæèíè âåêòîðiâ îðòîãîíàëüíîãî áàçèñó äîðiâíþþòü îäè-
íèöi, òî áàçèñ íàçèâà¹òüñÿ îðòîíîðìîâàíèì.

Ïðèêëàä 7.2.1. 1. Â V = Rn îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì ¹ êàíîíi÷íèé áàçèñ.
2. Íà ïëîùèíi V = R2 îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ìîæíà âèáðàòè òàêèì ÷èíîì:

( 1√
2
, 1√

2
) (− 1√

2
, 1√

2
).

3. Â V = R3 ñèñòåìà âåêòîðiâ (3
4 ,

1
4 ,−

√
6

4 ), (1
4 ,

3
4 ,
√

6
4 ), (

√
6

4 ,−
√

6
4 , 1

2) ¹ îðòîíîð-
ìîâàíèì áàçèñîì.

4. Ñèñòåìà âåêòîðiâ sin nx, cos nx, n ∈ N ¹ îðòîíîðìîâàíîþ ñèñòåìîþ
âåêòîðiâ â ïðîñòîði C([0, 1]) âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà [0, 1].

Òåîðåìà 7.2.1. Áóäü-ÿêèé åâêëiäiâ (óíiòàðíèé) âåêòîðíèé ïðîñòið ìà¹ îð-
òîãîíàëüíèé áàçèñ.
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî
ðîçìiðíîñòi k = dim V.

Áàçà iíäóêöi¨ k = 1. ßêùî v ∈ V (v 6= 0), òî âåêòîð v
|v| ìà¹ îäèíè÷íó

äîâæèíó i ïîðîäæó¹ îäíîâèìiðíèé ïðîñòið V = (v).

Ïðèïóñòèìî, ùî òåîðåìó äîâåäåíî äëÿ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ ðîçìiðíiñòü ÿêèõ
ìåíøà çà k i e1, e2, . . . , ek � áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V . Çà ïðèïóùåííÿì
iíäóêöi¨ â âåêòîðíîìó ïiäïðîñòîði L(e1, e2, . . . , ek−1) iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
f1, f2, . . . , fk−1). Ñïðîáó¹ìî çíàéòè k � é áàçèñíèé âåêòîð ó âèãëÿäi

fk =
k−1∑
i=1

λifi + ek.

Ç óìîâ îðòîãîíàëüíîñòi îòðèìó¹ìî

0 = (fk, fj) =

(
k−1∑
i=1

λifi + ek, fj

)
=

k−1∑
i=1

λi(fi, fj) + (ek, fj) = λj(fj, fj) + (ek, fj).

Çâiäêè îòðèìó¹ìî çíà÷åííÿ

λj = −(ek, fj)

(fj, fj)
, j = 1, 2, . . . , k − 1,

ÿêi âèçíà÷àþòü k � é áàçèñíèé âåêòîð îðòîãîíàëüíîãî áàçèñó.

Îïèñàíèé ïðîöåñ ïîáóäîâè îðòîãîíàëüíîãî áàçèñó íàçèâà¹òüñÿ ïðîöåñîì
îðòîãîíàëiçàöi¨, ïðè öüîìó ìà¹ìî çáiæíiñòü ïiäïðîñòîðiâ

L(e1, e2, . . . , ei) = L(f1, f2, . . . , fi), i = 1, 2, . . . , k.

ßêùî êîæåí âåêòîð îðòîãîíàëüíîãî áàçèñó ïîäiëèòè íà éîãî äîâæèíó, òî îòðè-
ìà¹ìî îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìàòðèöÿ Ãðàìà ñêà-
ëÿðíîãî äîáóòêó äëÿ îðòíîðìîâàíîãî áàçèñó ¹ îäèíè÷íîþ.

Òåîðåìà 7.2.2. Íåõàé â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi e1, e2, . . . , en âåêòîðè u, v åâ-
êëiäîâîãî ïðîñòîðó ìàþòü êîîðäèíàòè x1, x2, . . . , xn òà y1, y2, . . . , yn, òîäi äëÿ
¨õ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó áóäåìî ìàòè ôîðìóëó:

(u, v) =
n∑

i=1

xiyi,

çîêðåìà äëÿ êâàäðàòà äîâæèíè âåêòîðà ìà¹ ìiñöå

(u, u) =
n∑

i=1

x2
i .
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Äëÿ óíiòàðíîãî ïðîñòîðó ôîðìóëè áóäóòü ìàòè âèãëÿä

(u, v) =
n∑

i=1

xiyi, (u, u) =
n∑

i=1

|xi|2.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ âåêòîðiâ u =
∑n

i=1 xiei, v =
∑n

i=1 yiei áóäåìî ìàòè
(

n∑

i=1

xiei,

n∑

i=1

yiei

)
=

n∑

i=1

n∑

j=1

xiyj(ei, ej).

Âðàõóâàâøè îðòîíîðìîâàíiñòü áàçèñó îòðèìó¹ìî ïîòðiáíi ôîðìóëè â åâêëiäîâî-
ìó ïðîñòîði. Äëÿ óíiòàðíîãî ïðîñòîðó ñëiä çàóâàæèòè, ùî yj áóäóòü âèíîñèòèñü
çà çíàê ñêàëÿðíîãî äîáóòêó iç çàñòîñóâàííÿì ñïðÿæåííÿ.

ßê óæå çãàäóâàëîñü àðèôìåòè÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið ¹ ñòàíäàðòíîþ ìî-
äåëëþ ñêií÷åííîâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó. Ç òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî öåé
ïðîñòið îçäîáëåíèé ñêàëÿðíèì äîáóòêîì çíà÷åííÿì ÿêîãî ¹ ñóìà äîáóòêiâ âiä-
ïîâiäíèõ êîîðäèíàò ¹ ñòàíäàðòíîþ ìîäåëëþ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó, à ÿêùî íà
àðèôìåòè÷íîìó ïðîñòîði íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ââåñòè åðìiòiâ ñêàëÿð-
íèé äîáóòîê:

(x,y) =
n∑

i=1

xiyi,

òî âií áóäå ñòàíäàðòíîþ ìîäåëëþ óíiòàðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó.
Îçíà÷åííÿ 7.2.2. Âiäñòàííþ d = d(v, w) ìiæ âåêòîðàìè v, w ∈ V åâêëiäî-
âîãî (óíiòàðíîãî) ïðîñòîðó V íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíà âåêòîðà v − w.

Òåîðåìà 7.2.3. ßêùî âåêòîðè v, w â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi ìàþòü êîîðäè-
íàòè (x1, x2, . . . , xn), (y1, y2, . . . , yn), òî

d(v, w) =

√√√√
n∑

i=1

|xi − yi|2, (7.2.5)

çîêðåìà

|v| = d(v, 0) =

√√√√
n∑

i=1

|xi|2. (7.2.6)

7.2.1 Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ âåêòîðíîãî ïiäïðîñòîðó Íåõàé V �
åâêëiäiâ (óíiòàðíèé) âåêòîðíèé ïðîñòið i W âåêòîðíèé ïiäïðîñòið, ìíîæèíó
W⊥ âñiõ âåêòîðiâ

W⊥ = {v ∈ V |∀w ∈ W (v, w) = 0}
áóäåìî íàçèâàòè îðòîãîíàëüíèì äîïîâíåííÿì ïiäïðîñòîðó W .
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Ëåìà 7.2.2. Ñïðàâåäëèâèìè ¹ òàêi òâåðäæåííÿ:
1. Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ W⊥ âåêòîðíîãî ïiäïîðîñòîðó W ¹ ïiäïðîñòî-

ðîì;
2.

V = W ⊕W⊥.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðêà ï. 10 ïðîïîíó¹ìî çðîáèòè ñàìîñòiéíî. Äëÿ äîâåäåííÿ ï.
20 îáåðåìî áàçèñ ïiäïðîñòîðó W , äîïîâíèìî éîãî äî áàçèñó ïðîñòîðó V i äî
îòðèìàíîãî áàçèñó çàñòîñó¹ìî ïðîöåñ îðòîãîíàëiçàöi¨. Âåêòîðè áàçèñó, ÿêi íå
íàëåæàòü W óòâîðþþòü áàçèñ ïiäïðîñòîðó W⊥.

Îçíà÷åííÿ 7.2.3. Çãiäíî ïîïåðåäíüî¨ ëåìè, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v ∈ V

ìà¹ìî îäíîçíà÷íèé ðîçêëàä

v = w + w⊥, w ∈ W, w⊥ ∈ W⊥;

âåêòîð w íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ âåêòîðà v íà ïiäïðîñòið
W, à âåêòîð w⊥ � îðòîãîíàëüíîþ ñêëàäîâîþ;

äîâæèíà îðòîãîíàëüíî¨ ñêëàäîâî¨ íàçèâà¹òüñÿ âiäñòàííþ âåêòîðà v äî
ïiäïðîñòîðó W, à êóò ìiæ âåêòîðîì v òà éîãî îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ
w íàçèâà¹òüñÿ êóòîì ìiæ v ïiäïðîñòîðîì W.

7.3 Çàäà÷i

1. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðîöåñ îðòîãîíàëiçàöi¨, ïîáóäóâàòè îðòîãîíàëüíèé áàçèñ
ïiäïðîñòîðó, ïîðîäæåíîãî òàêîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ:

a)
(1, 2, 2,−1)
(1, 1,−5, 3)
(3, 2, 8,−7)

; b)

(2, 1, 3,−1)
(7, 4, 3,−3)
(1, 1,−6, 0)
(5, 7, 7, 8)

.

2. Ïåðåâiðèòè, ùî âåêòîðè ñèñòåì ïîïàðíî îðòîãîíàëüíi i äîïîâíèòè ¨õ äî
îðòîãîíàëüíèõ áàçèñiâ

a)
(1,−2, 2,−3)
(2,−3, 2, 4)

b)
(1, 1, 1, 2)
(1, 2, 3,−3)

3. Îðòîãîíàëiçóâàòè ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, a3 i äîïîâíèòè ¨¨ äî îðòîãîíàëü-
íîãî áàçèñó, ÿêùî
a) a1 = (2, 1, 0, 1), a2 = (−1, 2, 2, 1), a3 = (1, 1, 0,−2);
b) a1 = (−1, 1, 3, 1), a2 = (2, 2, 2,−5), a3 = (2, 3,−3, 3).
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4. Çíàéòè îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ y i îðòîãîíàëüíó ñêëàäîâó z âåêòîðà x íà
ëiíiéíèé ïiäïðîñòið L, ÿêùî
a) x = (4,−1,−3, 4), ïiäïðîñòið L ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè a1 = (1, 1, 1, 1, ),
a2 = (1, 2, 2,−1), a3 = (1, 0, 0, 3).
b) x = (5, 2,−2, 2), ïiäïðîñòið L ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè a1 = (2, 1, 1,−1),
a2 = (1, 1, 3, 0), a3 = (1, 2, 8, 1).
c) x = (7,−4,−1, 2), ïiäïðîñòið L çàäàíèé òàêîþ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü:

2x1 + x2 + x3 + 3x4 = 0
3x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = 0
x1 + 2x2 + 2x3 − 9x4 = 0

.

5. Ëiíiéíèé ïiäïðîñòið L çàäàíèé ðiâíÿííÿìè:
x1 − 2x3 + x4 = 0
4x2 + x3 + 4x4 = 0
3x1 + 4x2 − x3 + x4 = 0.
Çíàéòè ðiâíÿííÿ, ùî çàäàþòü îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ ïðîñòîðó L.

6. Ïðîñòið L ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè a1, a2, a3. Çíàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî
äîïîâíåííÿ L∗ ïiäïðîñòîðó L.

a1 = (1, 0, 2, 1),
a2 = (2, 1, 2, 3),
a3 = (0, 1,−2, 1).

7. Ëiíiéíèé ïiäïðîñòið L çàäàíèé ðiâíÿííÿìè:
x1 + x3 + 5x4 = 0
2x2 + 2x3 + 3x4 = 0
4x1 + 4x2 − x3 + x4 = 0.
Çíàéòè ðiâíÿííÿ, ùî çàäàþòü îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ ïðîñòîðó L.

8. Äîâåñòè, ùî îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ äî ëiíiéíîãî ïiäïðîñòîðó L ïðîñòîðó
R∗

n ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:
a) (L∗)∗ = L;
b) (L1 + L2)

∗ = L∗1 ∩ L∗2;
c) (L1 ∩ L2)

∗ = L∗1 + L∗2;

Ã) R∗
N = 0, 0∗ = RN ,

äå 0 � íóëüîâèé ïiäïðîñòið, ùî ìiñòèòü ëèøå íóëüîâèé âåêòîð.
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9. Çíàéòè âiäñòàíü ìiæ âåêòîðîì x i ïiäïðîñòîðîì, ïîðîäæåíèì âåêòîðàìè
a1, a2, a3, ÿêùî
a) x = (2, 2, 1, 1), a1 = (3, 4,−4,−1, ), a2 = (0, 1,−1, 2),
b) x = (1, 0, 3, 0), a1 = (5, 3, 4,−3), a2 = (1, 1, 4, 5), a3 = (2,−1, 1, 2).

10. Çíàéòè äîâæèíè ñòîðií i âíóòðiøíi êóòè òðèêóòíèêiâ, âåðøèíè ÿêèõ çàäàíi
ñâî¨ìè êîîðäèíàòàìè A(2, 4, 2, 4, 2), B(6, 4, 4, 4, 6), C(5, 7, 5, 7, 2).

11. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M(2; 1;−1) i ìà¹
íîðìàëüíèé âåêòîð n = (1,−2, 3).

12. Âåêòîð óòâîðþ¹ ç îñÿìè ox i oz êóòè α = 1200 i γ = 450. ßêèé êóò âií
óòâîðþ¹ ç âiññþ oy?

13. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (−2; 7; 3) ïàðàëåëü-
íî ïëîùèíi x− 4 + 5z − 1 = 0.

14. Íàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (3; 1; -2) i ÷åðåç
ïðÿìó x−4

2 = y+3
1 = z

−1 .

15. Íàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (3; 1; -2) i ïåðïåí-
äèêóëÿðíà ïðÿìié x−4

2 = y+3
1 = z

−1 .

16. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè ïåðåòèíó ïëîùèíè
2x + y − 3z + 1 = 0 ç ïðÿìèìè x−3

1 = y−5
−5 = z+1

2 i x−5
2 = y−3

4 = z+4
−6 .

17. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (−2; 7; 3) ïàðàëåëüíî
ïëîùèíi x− 4 + 5z − 1 = 0.

18. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (−1; 3; 3) ïåðïåíäè-
êóëÿðíî ïëîùèíi x− 2 + z − 1 = 0.

19. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿìó x−2
5 = y−3

1 = z+1
2 i

ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè x + 4y − 3z + 7 = 0.

20. ×è ìîæíà ÷åðåç ïðÿìó x−7
4 = y−5

3 = z−1
6 ïðîâåñòè ïëîùèíó ïàðàëåëüíî

ïëîùèíi 2x + y − 7z + 1 = 0?

21. Çíàéòè òî÷êó, ñèìåòðè÷íó ç òî÷êîþ P (+4; +3; +10) âiäíîñíî ïðÿìî¨ x−1
2 =

y−2
4 = z−3

5 .

22. Çíàéòè íàéêîðîòøó âiäñòàíü ìiæ äâîìà ïðÿìèìè x−9
4 = y+2

−3 = z
1 i x

−2 =
y+7
9 = z−2

2 .

23. Îá÷èñëèòè âiäñòàíü ìiæ ïðÿìèìè: x+3
4 = y−6

−3 = z−3
2 i x−4

8 = y+12
−3 = z+7

3 .
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Ðîçäië 8

Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ òà îïåðàòîðè

Íåõàé V, W � âåêòîðíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì F.

Îçíà÷åííÿ 8.0.1. Âiäîáðàæåííÿ ç ïðîñòîðó V â ïðîñòið W íàçèâà¹òüñÿ ëi-
íiéíèì âiäîáðàæåííÿì

φ : V 7→ W,

ÿêùî âîíî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

∀v1, v2 ∈ V φ(v1 + v2) = φ(v1) + φ(v2); (8.0.1)

∀v ∈ V ∀λ ∈ F φ(λv) = λφ(v). (8.0.2)

Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð â ëiâèõ
òà ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ðiâíîñòåé (8.0.1), (8.0.2) ¹ îïåðàöiÿìè â ðiçíèõ âåêòîðíèõ
ïðîñòîðàõ.

Ïðèêëàä 8.0.1. Íåõàé e1, e2, . . . , en � áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V i w1, w2, . . . , wn

� äîâiëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ iíøîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó W , òîäi âiäîáðàæå-
ííÿ ei → wi, 1 ≤ i ≤ n îäíîçíà÷íî ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ
âñüîãî ïðîñòîðó V â ïðîñòið W :

n∑

i=1

λiei →
n∑

i=1

λiwi.

Òâåðäæåííÿ 8.0.1. Íåõàé V1 ⊆ V, W1 ⊆ W � âåêòîðíi ïiäïðîñòîðè, à
φ : V → W � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, òîäi ìíîæèíè

φ(V1) = {φ(v)|v ∈ V1} ⊆ W,

φ−1(W1) = {v ∈ V |φ(v) ∈ W1} ⊆ V

¹ âåêòîðíèìè ïiäïðîñòîðàìè, çîêðåìà, âåêòîðíèìè ïiäïðîñòîðàìè ¹

Imφ = φ(V ) ⊆ W i Kerφ = φ−1(0) ⊆ V.
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Âïðàâà 8.0.1. Äîâåñòè öå òâåðäæåííÿ ñàìîñòiéíî.

Ïiäïðîñòîðè Imφ òà Kerφ áóäåìî íàçèâàòè îáðàçîì òà ÿäðîì ëiíiéíîãî îïå-
ðàòîðà φ âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà 8.0.1.
Imφ ∼= V |Kerφ.

Äîâåäåííÿ. Ñàìîñòiéíî ïåðåâiðòå, ùî âiäîáðàæåííÿ

v + Kerφ 7→ φ(v)

¹ íå òiëüêè ái¹êöi¹þ, à é içîìîðôiçìîì âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ 8.0.2. ßêùî ïðîñòîðè V òà W ðiâíi, V = W, òî ëiíiéíå âiäîáðà-
æåííÿ íàçèâàþòü ëiíiéíèì îïåðàòîðîì, âèçíà÷åíèì íà ïðîñòîði V

Ïðèêëàä 8.0.2. 1. Íóëüîâå âiäîáðàæåííÿ 0 : ∀v ∈ V 0(v) = 0 ∈ W ¹ î÷åâèäíî
ëiíiéíèì;

2. Òîòîæíèì (îäèíè÷íèì) íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîð Id : ∀v Id(v) = v,

âèçíà÷åíèé íà ïðîñòîði V ;

3. Áóäü-ÿêèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà ïðîñòîði V ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì
V 7→ F, äå ïîëå F ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê îäíîâèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið.

Ïðèêëàä 8.0.3. ßêùî V = R2, R3 ¹ åâêëiäîâi ïëîùèíà àáî òðèâèìiðíèé
ïðîñòið, òî ïîâîðîòè, ñèìåòði¨ âiäíîñíî ïðÿìî¨, ãîìîòåòi¨ ¹ ïðèêëàäàìè ëi-
íiéíèõ îïåðàòîðiâ.

Ïèòàííÿ.×è ¹ ïàðàëåëüíèé ïåðåíîñ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì íà åâêëiäîâié ïëî-
ùèíi?

Ïðèêëàä 8.0.4. Íåõàé V = Fn,W = Fm � àðèôìåòè÷íi ïðîñòîðè âåêòîð-
ñòîâï÷èêiâ i A− äîâiëüíà m× n ìàòðèöÿ, òîäi âiäîáðàæåííÿ φ : Fn → Fm

φ(x) = A · x, x ∈ Fn

¹ î÷åâèäíî ëiíiéíèì.

Îòæå, ç òî÷êè çîðó ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü, ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü

A · x = b

ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê çíàõîäæåííÿ ïðîîáîðàçó âåêòîðà b ïðè âèùåíàâåäåíîìó
ëiíiéíîìó âiäîáðàæåííi.

Íàñòóïíèé ïðèêëàä ¹ óçàãàëüíåííÿì ïîïåðåäíüîãî.
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Ïðèêëàä 8.0.5. Íåõàé V = Mn,k(F),W = Mm,k(F),W1 = Mn,l(F)− ïðîñòîðè
ïðÿìîêóòíèõ ìàòðèöü i A ¹ m×n-ìàòðèöåþ, B � k×l-ìàòðèöÿ, òîäi ìà¹ìî
ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ V 7→ W, V 7→ W1 :

Mn,k 3 X 7→ A ·X ∈ Mm,k,

Mn,k 3 X 7→ X ·B ∈ Mn,l,

Ïðèêëàä 8.0.6. Íåõàé V = V1×V2 � äåêàðòiâ äîáóòîê âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ,
òîäi ïðîåêöi¨:

Pr1 : (v1, v2) 7→ v1, P r2 : (v1, v2) 7→ v2

¹ ïðèêëàäàìè ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü íà ïðîñòîðè V1 òà V2 âiäïîâiäíî;
ßêùî ìà¹ìî ïðÿìó ñóìó ïiäïðîñòîðiâ V = V1 ⊕ V2, òî âiäîáðàæåííÿ

π1 : v1 + v2 7→ v1, π2 : v1 + v2 7→ v2

¹ ïðèêëàäàìè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ íà ïðîñòîði V.

8.1 Îïåðàöi¨ íàä ëiíiéíèìè âiäîáðàæåííÿìè.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç HomF(V, W ) ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ç ïðîñòî-
ðó V â ïðîñòið W, à ÷åðåç EndF(V ) = HomF(V, V ) � ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ
îïåðàòîðiâ íà ïðîñòîði V.

Ââåäåìî íà öèõ ìíîæèíàõ îïåðàöi¨.
Ñóìîþ äâîõ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü φ1, φ2 ∈ HomF(V,W ) íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíå

âiäîáðàæåííÿ φ1 + φ2, äiÿ ÿêîãî íà âåêòîð v ∈ V âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ:

(φ1 + φ2)(v) = φ1(v) + φ2(v).

Äîáóòêîì ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ φ ∈ HomF(V, W ) íà ñêàëÿð λ ∈ F íà-
çèâà¹òüñÿ ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ λ · φ, äiÿ ÿêîãî íà âåêòîð v ∈ V âèçíà÷à¹òüñÿ
òàêèì ÷èíîì:

(λ · φ)(v) = λ · φ(v).

Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòåé îïåðàöi¨ +, · ¹ îïåðàöiÿ-
ìè íàä âiäîáðàæåííÿìè, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç òi ñàìi îïåðàöi¨ ó âåêòîðíîìó
ïðîñòîði W (ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé).

Òåîðåìà 8.1.1. Ìíîæèíà HomF(V, W ) ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì F,
âiäíîñíî òàê ââåäåíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð.

Äîâåäåííÿ. Ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè öþ òåîðåìó ñàìîñòiéíî.

113



Âïðàâà 8.1.1. ßêå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ áóäå íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì äëÿ
äi¨ äîäàâàííÿ?

Ââåäåìî îïåðàöiþ êîìïîçèöi¨ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü. Íåõàé φ2 : V → W,φ1 :
U → V � ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ. Êîìïîçèöi¹þ φ2 ◦ φ1 íà-
çèâà¹òüñÿ ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

φ1 ◦ φ2 : U 7→ W,

ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì:
(φ1 ◦ φ2)(u) = φ1 (φ2(u)) .

Ñàìîñòiéíî ïåðåâiðòå, ùî öå äiéñíî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ.
Òåîðåìà 8.1.2. Ìíîæèíà EndF(V ) ¹ êiëüöåì ç îäèíèöåþ âiäíîñíî ââåäåíèõ
îïåðàöié äîäàâàííÿ i êîìïîçèöi¨ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ.

Äîâåäåííÿ. Öþ òåîðåìó òàêîæ ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñàìîñòiéíî. Ç'ÿñóéòå òàêîæ
ÿêèé îïåðàòîð áóäå íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, à ÿêèé
âiäíîñíî ìíîæåííÿ.

8.2 Iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ 8.2.1. Ïiäïðîñòið U íàçèâà¹òüñÿ iíâàðiàíòíèì äëÿ îïåðàòîðà
φ ∈ EndF(V ) (àáî φ-iíâàðiàíòíèì) ÿêùî

∀u ∈ U φ(u) ∈ U.

Ïðèêëàä 8.2.1. Äëÿ äîâiëüíîãî îïåðàòîðà φ iíâàðiàíòíèìè ïiäïðîñòîðàìè ¹
1. ïiäïðîñòið, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî âåêòîðà � 0 i âåñü ïðîñòið V ;
2. ÿäðî Kerφ òà îáðàç Imφ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ.
ßêùî ïiäïðîñòið U ¹ iíâàðiàíòíèì äëÿ îïåðàòîðà φ ∈ EndF(V ), òî ìè ìîæå-

ìî ðîçãëÿíóòè çâóæåííÿ îïåðàòîðà φ íà U : φ|U : U → U .
Äîâiëüíèé íåíóëüîâèé âåêòîð v îäíîâèìiðíîãî iíâàðiàíòíîãî ïiäïðîñòiðó U

(dimU = 1) íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âåêòîðîì îïåðàòîðà φ. Òîáòî äëÿ äåÿêîãî
λ ∈ F ìà¹ ìiñöå

φ(v) = λv.

Íåõàé u0 ∈ U iíøèé íåíóëüîâèé âåêòîð ïiäïðîñòîðó U . Òîäi, φ(u0) ∈ U, à
îñêiëüêè U � îäíîâèìiðíèé, òî iñíó¹ λ ∈ F òàêå, ùî φ(u0) = λu0. Áóäü-ÿêèé
iíøèé âåêòîð ïðîñòîðó U ìà¹ âèãëÿä u = αu0, α ∈ F. Ðåçóëüòàò äi¨ îïåðàòîðà
íà öåé âåêòîð áóäå íàñòóïíèì:

φ(u) = φ(αu0) = αφ(u0) = αλu0 = λαu0 = λu.
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Îçíà÷åííÿ 8.2.2. ×èñëî λ ∈ F íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà φ,

ÿêùî iñíó¹ âëàñíèé âåêòîð u òàêèé, ùî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü:

φ(u) = λu.

Ìíîæèíà âñiõ âëàñíèõ ÷èñåë îïåðàòîðà φ íàçèâà¹òüñÿ éîãî ñïåêòðîì i
ïîçíà÷à¹òüñÿ Specφ.

Ðiâíiñòü φ(u) = λu ìîæíà ïåðåïèñàòè â îïåðàòîðíié ôîðìi:

φ(u)− λu = (φ− λ · Id) (u) = 0. (8.2.3)

Òîäi âëàñíèé âåêòîð ìîæíà âèçíà÷èòè, ÿê íåíóëüîâèé åëåìåíò ÿäðà îïåðàòîðà
(φ− λId) , ïðè äåÿêîìó λ.

Äëÿ ôiêñîâàíîãî ÷èñëà λ ∈ F ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó âåêòîðiâ

V λ = {v ∈ V |(φ− λ · Id)(v) = 0},
Ëåìà 8.2.1. Äëÿ äîâiëüíîãî λ ∈ F ìíîæèíà V λ, ¹ iíâàðiàíòíèì âåêòîðíèì
ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ. Ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñàìîñòiéíî.

Îçíà÷åííÿ 8.2.3. Ïiäïðîñòið V λ íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòîðîì âëàñíèõ âåêòî-
ðiâ, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó ÷èñëó λ.

Îçíà÷åííÿ 8.2.4. Îïåðàòîð φ âèçíà÷åíèé íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàçè-
âà¹òüñÿ äiàãîíàëiçîâíèì àáî íàïiâïðîñòèì, ÿêùî iñíó¹ áàçèñ ïðîñòîðó V ,
ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà φ.

Òåîðåìà 8.2.1. Íåõàé v1, v2, . . . , vk � ñèñòåìà âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà φ,

ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì ÷èñëàì. Òîäi öÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî
êiëüêîñòi âåêòîðiâ. Áàçà iíäóêöi¨ � k = 1. Îñêiëüêè âëàñíèé âåêòîð ¹ íåíóëüî-
âèì, òî ñèñòåìà ç îäíîãî âåêòîðà v1 ¹, î÷åâèäíî, ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Iíäóêöiéíèé êðîê. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ìà¹ ìiñöå äëÿ ñèñòåì, ùî
ìiñòÿòü ìåíøå íiæ k âåêòîðiâ. Çàñòîñó¹ìî îïåðàòîð φ äî ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨∑k

i=1 αivi éîãî âëàñíèõ âåêòîðiâ:

φ

(
k∑

i=1

αivi

)
=

k∑
i=1

αiφ(vi) =
k∑

i=1

αiλivi.
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ßêùî âêàçàíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ¹ íóëüîâîþ, òî áóäåìî ìàòè äâi ðiâíîñòi:
k∑

i=1

αivi = 0;

k∑
i=1

αiλivi = 0.

Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî λ1 6= 0. Ïîìíîæèìî ïåðøó ðiâ-
íiñòü íà λ1 i âiäíiìà¹ìî ¨¨ âiä äðóãî¨, îòðèìà¹ìî

k∑

i=2

αi(λi − λ1)vi = 0.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ âåêòîðè v2, v3, . . . , vk ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, îòæå
îñòàííÿ ðiâíiñòü ìîæëèâà ëèøå ÿêùî

α2(λ2 − λ1) = α3(λ3 − λ1) = . . . = αk(λk − λ1) = 0.

Îñêiëüêè, çà óìîâîþ òåîðåìè âëàñíi ÷èñëà λ2, λ3, . . . , λk âiäìiííi âiä λ1, îòðè-
ìó¹ìî, ùî α2 = α3 = . . . = αk = 0. Îòæå, ìà¹ìî iìïëiêàöi¨:

k∑

i=1

αivi = 0 ⇒ α1v1 = 0 ⇒ α1 = 0,

i ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî âñÿ ñèñòåìà âëàñíèõ âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vk ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ.

Íàñëiäîê 8.2.1. (Äîñòàòíÿ óìîâà äiàãîíàëiçîâíîñòi îïåðàòîðà.)
ßêùî ñïåêòð îïåðàòîðà âèçíà÷åíîãî íà n � âèìiðíîìó ïðîñòîði ñêëàäà¹-

òüñÿ ç n ðiçíèõ äiéñíèõ ÷èñåë, òî öåé îïåðàòîð ¹ äiàãîíàëiçîâíèì.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, çãiäíî äîâåäåíî¨ òåîðåìè, âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü
ðiçíèì âëàñíèì ÷èñëàì ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, à îñêiëüêè ¨õ êiëüêiñòü äîðiâíþ¹
ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó, òî âîíè óòâîðþþòü áàçèñ.

Îçíà÷åííÿ 8.2.5. Îïåðàòîð φ âèçíà÷åíèé íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàçè-
âà¹òüñÿ íiëüïîòåíòíèì, ÿêùî iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî m òàêå, ùî îïåðàòîð
φm ¹ íóëüîâèì.

Ïðèêëàä 8.2.2. Âèêîðèñòîâóþ÷è êîíñòðóêöiþ (8.0.1) îòðèìà¹ìî ïðèêëàä
íiëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà: e1 → e2, e2 → e3, . . ., en−1 → en, en → 0.

Ëåìà 8.2.2. Ñïåêòð íiëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç íóëüîâî-
ãî âëàñíîãî ÷èñëà.
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Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ñïåêòð íiëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà φ ìiñòèòü âëàñíå
÷èñëî λ 6= 0 i u ∈ V âiäïîâiäíèé âëàñíèé âåêòîð. Òîäi áóäåìî ìàòè

φm(u) = λmu;

ÿêùî φm � íóëüîâèé îïåðàòîð, òî φm(u) = 0 i ìè îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü, àäæå
λ 6= 0 i u � íåíóëüîâèé âåêòîð.

8.3 Ìàòðèöi ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü.

Íåõàé V, W � âåêòîðíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì F i φ : V 7→ W � ëiíiéíå âiäîáðà-
æåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ îáðàçàìè
áàçèñíèõ âåêòîðiâ (8.0.1). Ïðè÷îìó öi îáðàçè ìîæóòü-áóòè äîâiëüíèìè âåêòîðà-
ìè ïðîñòîðó W. Îáåðåìî áàçèñè e1, e2, . . . , en ∈ V, u1, u2, . . . , um ∈ W i ðîçãëÿ-
íåìî äiþ âiäîáðàæåííÿ íà åëåìåíòàõ áàçèñó ïðîñòîðó V. Ðîçêëàäàþ÷è îáðàçè
öèõ áàçèñíèõ åëåìåíòiâ ïî áàçèñó ïðîñòîðó W îòðèìó¹ìî:

φ(ei) =
m∑

j=1

αji · uj, i = 1, 2, . . . , n. (8.3.4)

Íåõàé òåïåð v ∈ V � äîâiëüíèé âåêòîð, ÿêèé â áàçèñi e1, e2, . . . , en ìà¹ êîîðäè-
íàòè (x1, x2, . . . , xn), òîáòî v =

∑n
i=1 xiei. Ïèòàííÿ: ÿêèìè áóäóòü êîîðäèíàòè

(y1, y2, . . . , ym) âåêòîðà φ(v) (éîãî îáðàçó) â áàçèñi u1, u2, . . . , um ∈ W. Çàñòîñó-
âàâøè ôîðìóëè (8.3.4), îòðèìó¹ìî

φ(v) = φ

(
n∑

i=1

xiei

)
=

n∑

i=1

xiφ(ei) =
n∑

i=1

xi

m∑

j=1

αji · uj =
m∑

j=1

(
n∑

i=1

αjixi

)
· uj

Êîåôiöi¹íòè ïðè âåêòîðàõ uj i ¹ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà φ(v) â áàçèñi u1, u2, . . . , um,

òîáòî
yj =

n∑
i=1

αjixi j = 1, 2, . . . , m.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x,y âåêòîð-ñòîâï÷èêè êîîðäèíàò âåêòîðiâ v òà φ(v), òîäi çà-
ïèñàíi âèùå ðiâíîñòi ìîæíà ïåðåïèñàòè ó ìàòðè÷íié ôîðìi

y = Aφ · x. (8.3.5)
Îçíà÷åííÿ 8.3.1. Ìàòðèöÿ

Aφ =




α11 α12 α13 . . . α1n

α21 α22 α23 . . . α2n

α31 α32 α33 . . . α3n

. . . . . . . . . . . . . . .

αm1 αm2 αm3 . . . αmn




, (8.3.6)
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ñòîâï÷èêàìè ÿêî¨ ¹ êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó (8.3.4) âåêòîðiâ φ(ei) ïî áàçèñíèì
âåêòîðàì ïðîñòîðó W (i− é ñòîâï÷èê) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ φ â áàçèñàõ e1, e2, . . . , en ∈ V, u1, u2, . . . , um ∈ W

Îòæå ïðè ôiêñàöi¨ áàçèñiâ ïðîñòîðiâ îòðèìó¹ìî âiäïîâiäíiñòü:
Ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ 7→ ìàòðèöÿ. Íàâïàêè, äëÿ äàíî¨ ìàòðèöi (8.3.6)

ïîáóäó¹ìî îïåðàòîð φ äiÿ ÿêîãî íà áàçèñíèõ âåêòîðàõ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëàìè
(8.3.4). Îñêiëüêè ðîçêëàä áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ïî åëåìåíòàõ áàçèñó âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó ¹ îäíîçíà÷íèì, òî ìà¹ìî ái¹êöiþ:

φ ↔ Aφ. (8.3.7)

Òåîðåìà 8.3.1. Ái¹êöiÿ (8.3.7) ¹ içîìîðôiçìîì âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ

HomF (V, W ) ∼= Mmn(F).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñèòü ïîêàçàòè, ùî

Aφ1+φ2
= Aφ1

+ Aφ2
, Aλφ = λAφ.

Ïðîïîíó¹ìî öå çðîáèòè ñàìîñòiéíî çàñòîñóâàííÿì ôîðìóëè (8.3.5).

Íåõàé V = W i îáèäâà áàçèñè çáiãàþòüñÿ ç e1, e2, . . . , en ∈ V. Â öié ñèòóàöi¨
ìà¹ìî içîìîðôiçì êiëåöü.

Òåîðåìà 8.3.2. Ái¹êöiÿ (8.3.7) ¹ içîìîðôiçìîì êiëåöü

EndF (V ) ∼= Mn(F).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ, ñëiä ùå äîâåñòè òîòîæíiñòü:

Aφ1◦φ2
= Aφ1

· Aφ2
.

Íàÿâíiñòü iíâàðiàíòíîãî ïiäïðîñòîðó äëÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ äîçâîëÿ¹ âè-
áðàòè áàçèñ ïðîñòîðó òàêèì ÷èíîì, ùîá ìàòðèöÿ φ ìàëà ïðîñòiøèé âèãëÿä.

Íåõàé ïiäïðîñòið U ¹ φ-iíâàðiàíòíèì, i e1, e2, . . ., ek � áàçèñ ïiäïðîñòîðó φ.
Äîïîâíèìî éîãî äî áàçèñó âñüîãî ïðîñòîðó V âåêòîðàìè ek+1, . . ., en. Îñêiëüêè
φ(ei) =

∑k
j=1 αijej, 1 ≤ i ≤ k, òî â áàçèñi e1, e2, . . ., en ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî

îïåðàòîðà ìà¹ âèãëÿä (
A B

0 C

)
,

äå A ¹ ìàòðèöåþ φ|U â áàçèñi e1, e2, . . ., ek.
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Íåõàé òåïåð ïðîñòið V ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ U òà
W :

V = U ⊕W.

Âèáåðåìî â íèõ áàçèñè e1, e2, . . ., ek i f1, f2, . . ., fm. Îñêiëüêè V ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ
ïiäïðîñòîðiâ U i W , òî âåêòîðè e1, . . ., ek, f1, . . ., fm óòâîðþþòü áàçèñ ïðîñòîðó
V . Â öüîìó áàçèñi ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ìà¹ âèãëÿä

(
A 0
0 C

)
,

äå A ¹ ìàòðèöåþ φ|U â áàçèñi e1, e2, . . ., ek, äå C ¹ ìàòðèöåþ φ|W â áàçèñi f1,
f2, . . ., fm. Ïîçíà÷èìî φ1 = φ|U i φ2 = φ|W . Âèçíà÷èìî îïåðàòîð φ1 ⊕ φ2 íà
ïðîñòîði V çà òàêèì ïðàâèëîì: äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v ∈ V iñíóþòü v1 ∈ U
òà v2 ∈ W òàêi, ùî v = v1 + v2, òîäi

φ1 ⊕ φ2(v) = φ1(v1) + φ2(v2).

Î÷åâèäíî, ùî φ1⊕ φ2 = φ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ¹ ïðÿìîþ
ñóìîþ îïåðàòîðiâ φ1 i φ2.

8.3.1 Çâ'ÿçîê ìiæ ìàòðèöÿìè ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü â ðiçíèõ áàçè-
ñàõ. Ïðèðîäíèì ¹ ïèòàííÿ ïðî çâ'ÿçîê ìiæ ìàòðèöÿìè ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü
V → W ïðè çìiíi áàçèñiâ â öèõ ïðîñòîðàõ. Íåõàé e1, e2, . . . , en, e′1, e

′
2, . . . , e

′
n �

äâà áàçèñè ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ç ìàòðèöåþ ïåðåõîäó C, à u1, u2, . . . , um,
u′1, u

′
2, . . . , u

′
m � äâà áàçèñè ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði W ç ìàòðèöåþ ïåðåõîäó S.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Aφ ìàòðèöþ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ â áàçèñàõ e1, e2, . . . , en ∈
V, u1, u2, . . . , um ∈ W, i ÷åðåç A′

φ ìàòðèöþ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ â áàçèñàõ
e′1, e

′
2, . . . , e

′
n ∈ V , u′1, u

′
2, . . . , u

′
m ∈ W. ßêùî x− êîîðäèíàòè äîâiëüíîãî âåêòîðà

v ∈ V â áàçèñi e1, e2, . . . , en, òî çãiäíî ôîðìóëè (8.3.5) âåêòîð-ñòîâï÷èê êîîðäè-
íàò y âåêòîðà φ(v) ∈ W â áàçèñi v1, v2, . . . , vm îòðèìó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

y = Aφ · x.

Çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó çâ'ÿçêó (4.2.15) ìiæ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ó ðiçíèõ áàçè-
ñàõ. Äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðiâ v, φ(v) â øòðèõîâàíèõ áàçèñàõ x′,y′ ìà¹ìî: x =
C · x′, y = S · y′. Ïiäñòàíîâêà â ïîïåðåäíþ ðiâíiñòü äà¹ íàì

S · y′ = Aφ · (C · x′) .

Çãàäà¹ìî, ùî ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä îäíîãî áàçèñó äî iíøîãî ¹ îáîðîòíîþ, à
îòæå ìà¹ìî òàêó ðiâíiñòü:

y′ =
(
S−1 · Aφ · C

) · x′.
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Ïîðiâíþþ÷è öþ òîòîæíiñòü ç ôîðìóëîþ (8.3.5) ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî
ìàòðèöÿ S−1 ·Aφ ·C ¹ ìàòðèöåþ îïåðàòîðà φ â øòðèõîâàíèõ áàçèñàõ, òîáòî ìà¹
ìiñöå ðiâíiñòü:

A′
φ = S−1 · Aφ · C. (8.3.8)

Çîêðåìà, ó âèïàäêó êîëè V = W (φ− ¹ îïåðàòîðîì), m = n, ïðè e1 =
u1, . . . , en = un, e′1 = u′1, . . . , e

′
n = u′n ìà¹ìî S = C, çâiäêè îòðèìó¹ìî

A′
φ = C−1 · Aφ · C. (8.3.9)

8.3.2 Çíàõîäæåííÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà òà îá÷èñëåííÿ êîîðäèíàò éî-
ãî âëàñíèõ âåêòîðiâ

Íåõàé ïðè ôiêñîâàíîìó áàçèñi e1, e2, . . . , en âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V îïåðàòî-
ðó φ, âèçíà÷åíîìó íà öüîìó ïðîñòîði, âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ Aφ, òîäi îïåðàòîðó
φ−λId âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ Aφ−λE â öüîìó æ áàçèñi. Îòæå, äëÿ çíàõîäæåííÿ
êîîðäèíàò âëàñíîãî âåêòîðà u, ç âëàñíèì ÷èñëîì λ, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ
8.2.3, òîáòî íàëåæèòü ÿäðó îïåðàòîðà φ− λId, ñëiä ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó îäíîði-
äíèõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

(Aφ − λE) · x = 0. (8.3.10)
Ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè
òîäi êîëè ñòîâï÷èêè îñíîâíî¨ ìàòðèöi ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè, à îòæå êîëè âè-
çíà÷íèê ìàòðèöi Aφ − λE äîðiâíþ¹ 0. Òàêèì ÷èíîì, âëàñíi ÷èñëà îïåðàòîðà φ
ìàþòü çàäîâîëüíÿòè ðiâíÿííþ:

Det (Aφ − λE) = 0, (8.3.11)

ÿêå íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ðiâíÿííÿì. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A
ïîðÿäêó n ìíîãî÷ëåí |A − λE| áóäåìî íàçèâàòè ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíî-
ãî÷ëåíîì.
Òâåðäæåííÿ 8.3.1. ßêùî äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü A i B iñíó¹ òàêà ìàòðè-
öÿ C, ùî A = C−1BC, òî ìàòðèöi A i B ìàþòü îäíàêîâi õàðàêòåðèñòè÷íi
ìíîãî÷ëåíè.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, çà óìîâîþ

|A− λE| = |C−1BC − λE|,
îñêiëüêè λE = λC−1C, òî âðàõîâóþ÷è, ùî âèçíà÷íèê äîáóòêó ìàòðèöü äîðiâ-
íþ¹ äîáóòêó âèçíà÷íèêiâ, îòðèìà¹ìî

|A−λE| = |C−1BC−λC−1C| = |C−1(B−λE)C| = |C−1|·|B−λE|·|C| = |B−λE|,
ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
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Îòæå, ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ äîðiâíþ¹ ñïåêòðó
îïåðàòîðà φ, i íå çàëåæèòü âiä òîãî, â ÿêîìó áàçèñi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ìàòðèöþ
öüîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü 8.3.10 äëÿ
êîæíîãî iç çíàéäåíèõ âëàñíèõ ÷èñåë λ, ìè îòðèìà¹ìî êîîðäèíàòè âñiõ âëàñíèõ
âåêòîðiâ îïåðàòîðà φ.

8.4 Æîðäàíîâà íîðìàëüíà ôîðìà

Â öüîìó ïàðàãðàôi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëiíiéíi îïåðàòîðè, âèçíà÷åíi íà n-
âèìiðíîìó ïðîñòîði V , ùî çàäàíèé íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C.

Îçíà÷åííÿ 8.4.1. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, ó ÿêî¨ n ñòîâï÷èêiâ i ðÿäî÷êiâ, âèäó

Jn(λ) =




λ 1 0 0 . . . 0 0
0 λ 1 0 . . . 0 0
0 0 λ 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 0 0 0 . . . λ 1
0 0 0 0 . . . 0 λ




(8.4.12)

íàçèâà¹òüñÿ æîðäàíîâîþ êëiòèíîþ àáî êëiòèíîþ Æîðäàíà ðîçìiðó n.

Ãîâîðèòèìåìî, ùî ìàòðèöÿ A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ìà¹ æîðäàíîâó íîðìàëü-
íó ôîðìó, ÿêùî âîíà ìà¹ òàêèé áëî÷íî-äiàãîíàëüíèé âèãëÿä:

Aφ =




Jn1
(λ1) 0 0 0 . . . 0 0

0 Jn2
(λ2) 0 0 . . . 0 0

0 0 Jn3
(λ3) 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0 0 0 0 . . . Jnk−1
(λk−1) 0

0 0 0 0 . . . 0 Jnk
(λk)




. (8.4.13)

Áàçèñ, â ÿêîìó ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ìà¹ âèãëÿä 8.4.13 íàçèâà¹òüñÿ æîð-
äàíîâèì áàçèñîì.

Òâåðäæåííÿ 8.4.1. Äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè æîðäàíîâî¨ íîðìàëüíî¨ ôîð-
ìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ìîæóòü áóòè ëèøå éîãî âëàñíi ÷èñëà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé â äåÿêîìó áàçèñi ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ìà¹ æîðäà-
íîâó íîðìàëüíó ôîðìó. I íåõàé i-é ñòîâï÷èê ¹ ñòîâï÷èêîì, ùî ìiñòèòü ïåðøèé
ñòîâï÷èê êëiòèíè Æîðäàíà. Òîäi äëÿ i-ãî áàçèñíîãî âåêòîðà e ñïðàâåäëèâîþ
¹ ðiâíiñòü: φ(e) = λe, äå λ � ¹äèíå ÷èñëî i-ãî ñòîâï÷èêà, ùî íå îáîâ'ÿçêîâî
äîðiâíþ¹ 0. Îñòàííÿ ðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî λ ¹ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà φ.
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8.4.1 Æîðäàíîâà íîðìàëüíà ôîðìà íiëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà. ßêùî
φ � íiëüïîòåíòíèé îïåðàòîð, òî ç äîâåäåíîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹, ùî æîðäà-
íîâà íîðìàëüíà ôîðìà φ áóäå ìàòè âèãëÿä

Aφ =




Jn1
(0) 0 0 0 . . . 0 0

0 Jn2
(0) 0 0 . . . 0 0

0 0 Jn3
(0) 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0 0 0 0 . . . 0 Jnk
(0)




, (8.4.14)

äå êîæíà æîðäàíîâà êëiòèíà

Jn(λ) =




0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 . . . 0 0




. (8.4.15)

Äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà â äåÿêîìó áàçèñi e1
1, e1

2, e1
3, . . .

,e1
n1
, e2

1, . . ., ek
nk

(n1+n2+. . .+nk = n) ìàëà âèãëÿä 8.4.4, òîáòî äëÿ òîãî, ùîá öåé
áàçèñ áóâ æîðäàíîâèì áàçèñîì, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñü òàêi
ðiâíîñòi φ(ei

1) = 0, φ(ei
2) = ei

1, φ(ei
3) = ei

2, . . ., φ(ei
ni

) = ei
ni−1. Äiàãðàìà òàêîãî

áàçèñó áóäå ìàòè âèãëÿä:

e1
n1

φ−→ e1
n1−1

φ−→ e1
n1−2

φ−→ . . .
φ−→ e1

1

e2
n2

φ−→ e2
n2−1

φ−→ e2
n2−2

φ−→ . . .
φ−→ e2

1

. . . . . . . . . . . .

ek
nk

φ−→ ek
nk−1

φ−→ ek
nk−2

φ−→ . . .
φ−→ ek

1,

ïðè÷îìó îñòàííié ñòîâï÷èê âåêòîðiâ áàçèñó ïiä äi¹þ îïåðàòîðà φ ïåðåõîäèòü
â 0:

e1
1

φ−→ 0; e2
1

φ−→ 0; . . . ek
1

φ−→ 0.

Òîáòî, áàçèñ ïðîñòîðó V ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ k ¾ëàí-
öþãiâ¿. Òàêèé áàçèñ íàçèâàòèìåìî ëàíöþãîâèì.
Òåîðåìà 8.4.1 (Æîðäàíà äëÿ íiëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà). Äëÿ äîâiëüíîãî íiëü-
ïîòåíòíîãî îïåðàòîðà iñíó¹ æîðäàíiâ áàçèñ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íiëü-
ïîòåíòíîãî îïåðàòîðà iñíó¹ ëàíöþãîâèé áàçèñ. Íåõàé φ � íiëüïîòåíòíèé îïåðà-
òîð, i m � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî φm ¹ íóëüîâèì. Íàçèâàòèìåìî
m ïîêàçíèêîì íiëüïîòåíòíîñòi. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ ïî m.
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Áàçà iíäóêöi¨: m = 1. Òîäi φ � öå íóëüîâèé îïåðàòîð, i äëÿ äîâiëüíîãî âå-
êòîðà v ∈ V ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü φ(v) = 0. À òîìó áóäü-ÿêèé áàçèñ e1, . . ., en

ïðîñòîðó V áóäå ëàíöþãîâèì, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n ëàíöþãiâ.
Iíäóêöiéíèé êðîê: ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ïðàâèëüíå äëÿ âñiõ îïåðàòî-

ðiâ, ïîêàçíèê íiëüïîòåíòíîñòi ÿêèõ ìåíøå m, i íåõàé φ � ëiíiéíèé íiëüïîòåí-
òíèé îïåðàòîð, ïîêàçíèê íiëüïîòåíòíîñòi ÿêîãî äîðiâíþ¹ m.

Ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñòið Imφ = W . Äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v ∈ W iñíó¹ òàêèé
x ∈ V , ùî v = φ(x), à òîìó ñïðàâåäëèâèì ¹ ëàíöþã ðiâíîñòåé:

φm−1(v) = φm−1(φ(x)) = φm(x) = 0.

Òîáòî îáìåæåííÿ φ|W îïåðàòîðà φ íà ïiäïðîñòið W ¹ íiëüïîòåíòíèì îïåðàòî-
ðîì ç ïîêàçíèêîì íiëüïîòåíòíîñòi m − 1. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ φ|W ìà¹ ó
ïðîñòîði W æîðäàíiâ áàçèñ, äiàãðàìà ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä:

e1
l1

φ−→ e1
ll−1

φ−→ e1
l1−2

φ−→ . . .
φ−→ e1

1

e2
l2

φ−→ e2
l2−1

φ−→ e2
l2−2

φ−→ . . .
φ−→ e2

1

. . . . . . . . . . . .

ek
lk

φ−→ ek
lk−1

φ−→ ek
lk−2

φ−→ . . .
φ−→ ek

1.

Ïîáóäó¹ìî áàçèñ ïðîñòîðó V .
Ïîçíà÷èìî l1+l2+. . .+lk = s, i çàóâàæèìî, ùî s = dimImφ. Äîïîâíèìî áàçèñ

ïiäïðîñòîðó W ïðîîáðàçàìè ei
li+1 âåêòîðiâ ei

li
, 1 ≤ i ≤ k ( òîáòî φ(ei

li+1) = ei
li
,

1 ≤ i ≤ k).
Âåêòîðè e1

1, e2
1, . . ., ek

1 íàëåæàòü äî ïåðåòèíó äâîõ ïiäïðîñòîðiâ : Kerφ i Imφ.
Äîïîâíèìî öþ ñèñòåìó âåêòîðiâ äî áàçèñó Kerφ âåêòîðàìè f1, f2, . . ., fr, äå
r = dimKerφ− k, çâiäêè r + k = dimKerφ.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó âåêòîðiâ ei
li+1, ei

li
,. . ., ei

1, 1 ≤ i ≤ k, f1, f2, . . ., fr. Âîíà
ìiñòèòü s + k + r âåêòîðiâ, à îñêiëüêè

s + k + r = dimImφ + dimKerφ = dimV = n,

òî äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè, ùî öÿ ñèñòåìà óòâîðþ¹ æîðäàíiâ áàçèñ äëÿ ëiíiéíîãî
íiëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà φ, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî âåêòîðè ei

li+1, ei
li
,. . ., ei

1,
1 ≤ i ≤ k, f1, f2, . . ., fr ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè. Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê.
Íåõàé iñíó¹ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ öèõ âåêòîðiâ ðiâíà 0:

0 =
k∑

i=1

li+1∑
j=1

αije
i
j +

r∑
i=1

βifi. (8.4.16)
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Ïîäi¹ìî íà öþ ðiâíiñòü îïåðàòîðîì φ, îñêiëüêè φ(ei
j) = ei

j−1, φ(ei
1) = 0, φ(fi) = 0,

òî

0 =
k∑

i=1

li+1∑
j=2

αije
i
j−1.

Àëå âåêòîðè ei
li
,. . ., ei

1, 1 ≤ i ≤ k ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó W , îòæå αij = 0,
(1 ≤ i ≤ k, 2 ≤ j ≤ lk + 1 ). À òîìó ðiâíiñòü (8.4.16) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó
âèãëÿäi:

0 = α11e
1
1 + α21e

2
1 + . . . + αk1e

k
1 +

r∑
i=1

βifi.

Öÿ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ¹ êîìáiíàöi¹þ áàçèñíèõ âåêòîðiâ ïiäïðîñòîðó Kerφ. Îò-
æå, αi1 = 0, 1 ≤ i ≤ k, βj = 0, 1 ≤ j ≤ r. Òàêèì ÷èíîì, âñi êîåôiöi¹íòè ëiíiéíî¨
êîìáiíàöi¨ (8.4.16) äîðiâíþþòü 0, òîáòî âåêòîðè ei

li+1, ei
li
,. . ., ei

1, 1 ≤ i ≤ k, f1,
f2, . . ., fr ëiíiéíî íåçàëåæíi. Òåîðåìà äîâåäåíà.

8.4.2 Àíóëþþ÷èé ìíîãî÷ëåí Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð, A � éîãî
ìàòðèöÿ â äåÿêîìó áàçèñi, f(x) = a0x

n +a1x
n−1 + . . .+an−1x+anx � ìíîãî÷ëåí

ç êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè.
Ìíîãî÷ëåí f(x) íàçèâàòèìåìî àíóëþþ÷èì äëÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ÿêùî

f(φ) = a0φ
n + a1φ

n−1 + . . . + an−1φ + an · Id = 0, òîáòî f(φ) ¹ íóëüîâèì îïåðà-
òîðîì. Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó âèïàäêó ìàòðèöÿ f(A) = a0A

n + a1A
n−1 + . . . +

an−1A + anA = 0 ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ.
Àíóëþþ÷i ìíîãî÷ëåíè iñíóþòü äëÿ äîâiëüíîãî îïåðàòîðà φ. Ñïðàâäi, ðîçãëÿ-

íåìî ïîñëiäîâíiñòü ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ:

Id, φ, φ2, . . . , φn2

.

Âîíà ìiñòèòü n2 + 1 åëåìåíòà, à îñêiëüêè ïðîñòið âñiõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, âè-
çíà÷åíèõ íà n-âèìiðíîìó ïðîñòîði V ìà¹ ðîçìiðíiñòü n2, òî öÿ ïîñëiäîâíiñòü
¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. Îòæå, iñíó¹ íåòðèâiàëüíà ëiíiéíà êîì-
áiíàöiÿ âåêòîðiâ Id, φ, φ2, . . . , φn2 ðiâíà 0, òîáòî äëÿ φ iñíó¹ àíóëþþ÷èé
ìíîãî÷ëåí.

Òåîðåìà 8.4.2 (Ãàìiëüòîíà-Êåëi). Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïå-
ðàòîðà ¹ àíóëþþ÷èì äëÿ íüîãî.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð, A = (αij)
n
i,j=1 � éîãî ìàòðèöÿ â áàçèñi

e1, e2, . . ., en, χ(A) = Det(A− λE) � éîãî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Òîäi

ϕ(e1) = α11 · Id(e1) + α21e2 + . . . + αn1en
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ϕ(e2) = α12 · e1 + α22Id(e2) + . . . + αn2en

. . . . . . . . . . . .

ϕ(en) = α1n · e1 + α2ne2 + . . . + αnnId(en).

Ïåðåíåñåìî ëiâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé â ïðàâi.

ϕ(e1)− α11 · Id(e1)− α21e2 − . . .− αn1en = 0

ϕ(e2)− α12 · e1 − α22Id(e2)− . . .− αn2en = 0

. . . . . . . . . . . .

ϕ(en)− α1n · e1 − α2ne2 − . . . + αnnId(en) = 0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Aij(φ) àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî (i, j)-ãî åëåìåíòà ìàòðèöi
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà (A − φE). Äîìíîæèìî ïåðøó ðiâíiñòü íà A11(φ), äðóãó �
íà A12(φ), . . ., îñòàííþ � íà A1n(φ), i âñi îòðèìàíi ðiâíîñòi äîäàìî:

(α11 · Id− φ)A11(φ)(e1) + α12 · Id · A12(φ)(e1) + . . . + α1n · Id · A1n(φ)(e1))+

+(α21 · Id−φ)A11(φ)(e2)+α22 · Id ·A12(φ)(e2)+ . . .+α2n · Id ·A1n(φ)(e2))+ . . . +

+(αn1 · Id−φ)A11(φ)(en)+αn2 · Id ·A12(φ)(en)+ . . .+αnn · Id ·A1n(φ)(en)) = 0

âðàõîâóþ÷è ôîðìóëè ðîçêëàäó âèçíà÷íèêà çà ñòîâï÷èêîì i ÷óæèì ñòîâï÷èêîì
ìà¹ìî:

χ(φ)(e1) = 0.

Àíàëîãi÷íî χ(φ)(e2) = 0, . . ., χ(φ)(en) = 0. Îòæå äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v ∈ V

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü: χ(φ)(v) = 0, òîáòî χ(A) ¹ àíóëþþ÷èì äëÿ φ.

8.4.3 Êîðåíåâi ïiäïðîñòîðè.

Îçíà÷åííÿ 8.4.2. Âåêòîð a ∈ V íàçèâà¹òüñÿ êîðåíåâèì âåêòîðîì ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà φ ç âëàñíèì çíà÷åííÿì λ ÿêùî iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî k, ùî

(ϕ− λId)k(a) = 0.

Ïðèêëàä 8.4.1. 1. Êîæåí âëàñíèé âåêòîð ¹ êîðåíåâèì.
2. 0-âåêòîð ¹ êîðåíåâèì.

Ëåìà 8.4.1. Äëÿ äîâiëüíîãî λ ìíîæèíà V (λ) âñiõ êîðåíåâèõ âåêòîðiâ

V (λ) = {v ∈ V |∃k : (φ− λ · Id)k (v) = 0}
¹ iíâàðiàíòíèì âåêòîðíèì ïiäïðîñòîðîì.
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Äîâåäåííÿ. çàóâàæèìî, ùî V (λ) 6= ∅, îñêiëüêè 0 ∈ V (λ). Íåõàé x, y ∈ V (λ),
òîäi iñíóþòü òàêi íàòóðàëüíi ÷èñëà k1 i k2, ùî (ϕ−λId)k

1(x) = 0 i (ϕ−λId)k
2(y) =

0. Âèçíà÷èìî k = max{k1, k2}. Òîäi
(ϕ− λId)k(x + y) = (ϕ− λId)k(x) + (ϕ− λId)k(y) = 0 + 0 = 0.

Îòæå x + y ∈ V (λ).
Íåõàé òåïåð x ∈ V (λ), α ∈ F . Òîäi iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî k, ùî (ϕ −

λId)k(x) = 0. À òîìó

(ϕ− λId)k(αx) = α(ϕ− λId)k(x) = α · 0 = 0.

Òîáòî α · x ∈ V (λ). Îòæå V (λ) � ïiäïðîñòið.
V (λ) � iíâàðiàíòíèé. Ñïðàâäi, ÿêùî x ∈ V (λ), òî (ϕ − λId)k(x) = 0 äëÿ

äåÿêîãî k, à òîìó

(ϕ− λId)k(ϕ(x)) = ϕ((ϕ− λId)k(x)) = ϕ(0) = 0.

Òîáòî ϕ(x) ∈ V (λ).

Ïiäïðîñòið âñiõ êîðåíåâèõ âåêòîðiâ V (λ) áóäåìî íàçèâàòè êîðåíåâèì ïiäïðî-
ñòîðîì.
Ëåìà 8.4.2. V (λ) 6= 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè λ � âëàñíå ÷èñëî.

Äîâåäåííÿ. ßêùî λ � âëàñíå ÷èñëî, òî V (λ) ìiñòèòü âëàñíi âåêòîðè ç âëàñíèì
÷èñëîì λ i V (λ) 6= 0.

Íåõàé òåïåð V (λ) 6= 0. Òîäi iñíó¹ x ∈ V (λ), x 6= 0. Âèáåðåìî íàéìåíøå k

äëÿ ÿêîãî (ϕ− λId)k(x) = 0. Çâiäêè (ϕ− λId)(ϕ− λId)k−1(x) = 0. Ïîêëàäåìî
y = (ϕ−λId)k−1(x), òîäi (ϕ−λId)(y) = 0. Òîáòî y ¹ âëàñíèì âåêòîðîì îïåðàòîðà
φ ç âëàñíèì çíà÷åííÿì λ.
Òåîðåìà 8.4.3. Íåõàé äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà χφ(λ) ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà φ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü:

χφ(λ) = (λ− λ1)
k1 · (λ− λ2)

k2 · . . . · (λ− λm)km.

Òîäi ïðîñòið V ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ êîðåíåâèõ ïiäïðîñòîðiâ îïåðàòîðà φ:

V = V (λ1)⊕ V (λ2)⊕ . . . V (λm).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé
fi(λ) =

1

(λ− λi)k1
χϕ(λ).

Âèçíà÷èìî îïåðàòîðè ψi = fi(ϕ), i ïîçíà÷èìî Vi = Imψi, 1 ≤ i ≤ m. Çàóâà-
æèìî, ùî îñêiëüêè Vi ¹ îáðàçîì îïåðàòîðà ψi, òî Vi ¹ ïiäïðîñòîðîì âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó V .
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1. Ïîêàæåìî, ñïî÷àòêó, ùî Vi ¹ ïiäïðîñòîðîì êîðåíåâîãî ïðîñòîðó V (λi),
òîáòî Vi ⊂ V (λi), 1 ≤ i ≤ m. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî
âåêòîðà x ∈ Vi âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü: (φ − λiId)ki(x) = 0. Àëå ÿêùî x ∈ Vi, òî
iñíó¹ y ∈ V òàêå, ùî x = [fi(φ)](y), òîäi

(φ − λiId)ki(x) = (φ − λiId)ki([fi(φ)](y)) = [(φ − λiId)kifi(φ)](y).

Çà òåîðåìîþ Ãàìiëüòîíà-Êåëi

(φ− λiId)kifi(φ) = χφ = 0.

À òîìó

(φ− λiId)ki(x) = [(φ− λiId)kifi(φ)](y) = 0(y) = 0.

2. Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ïðîñòið V ¹ ñóìîþ ïðîñòîðiâ V1, V2, . . ., Vm:

V = V1 + V2 + . . . + Vm. (8.4.17)

Ñïðàâäi, ìíîãî÷ëåíè f1, f2, . . ., fm âçà¹ìíî ïðîñòi, à òîìó iñíóþòü òàêi ìíî-
ãî÷ëåíè g1, g2, . . ., gm, ùî

f1 · g1 + f2 · g2 + . . . + fm · gm = 1.

Ïiäñòàâèâøè φ â îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî

f1(φ) · g1(φ) + f2(φ) · g2(φ) + . . . + fm(φ) · gm(φ) = Id.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð x ∈ V . Âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíþ ðiâíiñòü ìà¹ìî:

x = Id(x) = [f1(φ) · g1(φ) + f2(φ) · g2(φ) + . . . + fm(φ) · gm(φ)](x) =

= [f1(φ) · g1(φ)](x) + [f2(φ) · g2(φ)](x) + . . . + [fm(φ) · gm(φ)](x) =

= ψ1(g1(φ)(x)) + ψ2(g2(φ)(x)) + . . . + ψm(gm(φ)(x)).

Ïîçíà÷èìî yi = ψi(gi(φ)(x)). Àëå Imψ1 = Vi, à òîìó âåêòîð x ìîæíà ïðåäñòà-
âèòè ó âèãëÿäi ñóìè:

x = y1 + y2 + . . . + ym, yi ∈ Vi, 1 ≤ i ≤ m.

Îòæå ðiâíiñòü (8.4.17) äîâåäåíà.
3. Äîâåäåìî, ùî ïðîñòið V ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïðîñòîðiâ V1, V2, . . ., Vm:

V = V1 ⊕ V2 ⊕ . . .⊕ Vm.

Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî

Vi ∩ (V1 + V2 + . . . + Vi−1 + Vi+1 + . . . + Vm) = 0.
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Íåõàé y ∈ Vi ∩ (V1 + . . . + Vi−1 + Vi+1 + . . . + Vm). Îñêiëüêè y ∈ Vi, òî iñíó¹ òàêå
x ∈ V , ùî ψi(x) = y, à òîìó (φ− λiId)ki(y) = 0. Îñêiëüêè y ∈ (V1 + . . . + Vi−1 +
Vi+1 + . . . + Vm), òî çà ï.2 iñíóþòü òàêi yi ∈ Vi, ùî y =

∑
j 6=i yj. Òîäi

fi(φ)(y) = fi(φ)(
∑

j 6=i

yj) =
∏

l 6=i

((φ− λiId)kl(
∑

j 6=i

yj)) =

=
∑

j 6=i

(
∏

l 6=i

(φ− λiId)kl(yj)) =
∑

j 6=i

0 = 0.

Îñêiëüêè ìíîãî÷ëåíè (λ−λi)
ki i fi(λ) âçà¹ìíîïðîñòi, òî iñíóþòü òàêi ìíîãî÷ëåíè

g(λ) i h(λ), ùî

(λ− λi)
ki · g(λ) + fi(λ) · h(λ) = 1,

à îòæå ñïðàâåäëèâîþ ¹ ðiâíiñòü äëÿ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ:
(φ− λiId)ki · g(ϕ) + fi(ϕ) · h(φ) = Id.

À òîìó äëÿ âåêòîðà y ñïðàâåäëèâèé òàêèé ëàíöþã ðiâíîñòåé:

y = Id(y) = [(φ− λiId)ki · g(ϕ) + fi(ϕ) · h(φ)](y) =

= [(φ−λiId)(ki)·g(ϕ)](y)+[fi(ϕ)·h(φ)](y) = g(ϕ)[(φ−λiId)ki(y)]+h(φ)[fi(ϕ)(y)] =

= g(ϕ)(0) + h(φ)(0) = 0 + 0 = 0.

Òîáòî ïåðåòèí ïiäïðîñòîðiâ V1 + . . . + Vi−1 + Vi+1 + . . . + Vm i Vi ìiñòèòü òiëüêè
âåêòîð 0.

4. Ïîêàæåìî, ùî Vi = V (λi). Âðàõîâóþ÷è ï.1, äîñèòü ïîêàçàòè, ùî êîðåíåâèé
ïiäïðîñòið V (λi) ¹ ïiäïðîñòîðîì Vi.

Íåõàé y ∈ V (λi). Îñêiëüêè ïðîñòið V ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïðîñòîðiâ V1, V2, . . .,
Vm, òî iñíóþòü x ∈ Vi i z ∈ (V1 + . . . + Vi−1 + Vi+1 + . . . + Vm) òàêi, ùî y = x + z.
Çà äîâåäåíèì âèùå â ï.1 y − x ∈ V (λi), à òîìó z = y − x ∈ V (λi). Îòæå
(φ− λiId)ki(z) = 0. Êðiì òîãî, îñêiëüêè z ∈ (V1 + . . . + Vi−1 + Vi+1 + . . . + Vm),
òî fi(z) = 0. ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ, ìíîãî÷ëåíè (λ− λi)

ki i fi(λ) âçà¹ìíî ïðîñòi,
à òîìó iñíóþòü òàêi ìíîãî÷ëåíè g(λ) i h(λ), ùî

(λ− λi)
ki · g(λ) + fi(λ) · h(λ) = 1.

Çâiäêè

z = Id(z) = [(φ− λiId)ki · g(ϕ) + fi(ϕ) · h(φ)](z) =

= [(φ−λiId)(ki)·g(ϕ)](z)+[fi(ϕ)·h(φ)](z) = g(ϕ)[(φ−λiId)ki(z)]+h(φ)[fi(ϕ)(z)] =

= g(ϕ)(0) + h(φ)(0) = 0 + 0 = 0.

À òîìó y = x ∈ Vi. Òàêèì ÷èíîì, V (λi) ⊆ Vi i òåîðåìà ïîâíiñòþ äîâåäåíà.
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Íàñëiäîê 8.4.1. ßêùî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ

ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ðîçêëàäà¹òüñÿ â
ïðÿìó ñóìó ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, êîæåí ç ÿêèõ ìà¹ òiëüêè îäíå âëàñíå ÷èñëî.

8.4.4 Òåîðåìà Æîðäàíà.
Òåîðåìà 8.4.4 (Æîðäàíà). Íåõàé φ ëiíiéíèé îïåðàòîð, çàäàíèé ó ñêií÷åíî-
âèìiðíîìó ïðîñòîði íàä ïîëåì C. òîäi â äåÿêîìó áàçèñi ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà φ ìà¹ æîðäàíîâó íîðìàëüíó ôîðìó, ïðè÷îìó öÿ ôîðìà ¹äèíà ç òî-
÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè äiàãîíàëüíèõ áëîêiâ.

Äîâåäåííÿ. 1. Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî äëÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ iñíó¹ æîðäàíiâ
áàçèñ. Çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ àëãåáðè ìíîãî÷ëåí f(x) ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ C
ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè. Òîìó äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà
χφ(λ) ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ùî çàäàíèé ó ñêií÷åíîâèìiðíîìó ïðîñòîði V íàä
ïîëåì C, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

χφ(λ) = (λ− λ1)
k1 · (λ− λ2)

k2 · . . . · (λ− λm)km, λi ∈ C, 1 ≤ i ≤ m.

Çà òåîðåìîþ (8.4.3) öå îçíà÷à¹, ùî

V = V (λ1)⊕ V (λ2)⊕ . . . V (λm),

ïðè öüîìó V (λi), 1 ≤ i ≤ m, ¹ êîðåíåâèì ïiäïðîñòîðîì. Îñêiëüêè êîðåíå-
âi ïiäïðîñòîðè ¹ iíâàðiàíòíèìè, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó
âèãëÿäi ïðÿìî¨ ñóìè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ:

φ = φ1 ⊕ φ2 ⊕ . . .⊕ φm,

äå φi = φ|V (λi) � çâóæåííÿ îïåðàòîðà φ íà ïðîñòið V (λi), i êîæåí îïåðàòîð φi

ìà¹ ¹äèíå âëàñíå ÷èñëî λi, 1 ≤ i ≤ m.
Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð φi− λiId , 1 ≤ i ≤ m. Îñêiëüêè V (λi) ¹ êîðåíåâèì ïiä-

ïðîñòîðîì, i φi ìà¹ ¹äèíå âëàñíå ÷èñëî λi, òî îïåðàòîð φi−λiId ¹ íiëüïîòåíòíèì
íà V (λi). Çà òåîðåìîþ Æîðäàíà äëÿ íiëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà â ïiäïðîñòîði
V (λi) iñíó¹ æîðäàíiâ áàçèñ f1i, f2i, . . ., fkii äëÿ φi − λiId. Íåõàé â öüîìó áàçèñi
ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φi − λiId ìà¹ âèãëÿä

Ji =




Jl1(0) 0 0 0 . . . 0 0

0 Jl2(0) 0 0 . . . 0 0

0 0 Jl3(0) 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0 0 0 0 . . . 0 Jlp(0)




.

Ïîêàæåìî, ùî áàçèñ f1i, f2i, . . ., fkii ¹ æîðäàíîâèì i äëÿ φi. Ñïðàâäi, ÿêùî â
äåÿêîìó áàçèñi ïðîñòîðó V (λi) ìàòðèöÿ A ¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φi,
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òî ìàòðèöåþ îïåðàòîðà φi − λiId ¹ ìàòðèöÿ A − λiE. ßêùî A − λiE = Ji, òî
A = λiE + Ji, à öå i îçíà÷à¹, ùî áàçèñ f1i, f2i, . . ., fkii � æîðäàíiâ äëÿ φi.

Îá'¹äíà¹ìî æîðäàíîâi áàçèñè çâóæåíü φ íà êîðåíåâi ïiäïðîñòîðè V (λi) : f11,
f21, . . ., fki1, . . ., f1m, f2m, . . ., fkim. Îñêiëüêè

φ = φ1 ⊕ φ2 ⊕ . . .⊕ φm,

òî îòðèìàíèé áàçèñ ¹ æîðäàíîâèì äëÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ.
2. Òåïåð äîâåäåìî ¹äèíiñòü ðîçêëàäó. Îñêiëüêè êîðåíåâi ïiäïðîñòîðè âèçíà-

÷åíi îäíîçíà÷íî, òî äîñèòü äîâåñòè, ùî â æîðäàíîâié íîðìàëüíié ôîðìi îïåðà-
òîðà φ äëÿ êîæíîãî éîãî âëàñíîãî ÷èñëà λ îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíîþ ¹ êiëüêiñòü
êëiòèí Æîðäàíà ç ÷èñëîì λ êîæíîãî ðîçìiðó. Òîìó ìîæíà ââàæàòè, ùî λ �
¹äèíå âëàñíå ÷èñëî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ, ïðè÷îìó λ = 0. Íåõàé â æîðäàíîâié
íîðìàëüíié ôîðìi òàêîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ s1 êëiòèí Æîðäàíà ðîçìiðó 1,
s2 � ðîçìiðó 2, . . ., sq � ðîçìiðó q, äå q � íàéáiëüøèé ïîðÿäîê êëiòèí Æîð-
äàíà ó æîðäàíîâié íîðìàëüíié ôîðìi φ. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ êëiòè-
íè Æîðäàíà Jk(0) ðîçìiðó k rank(Jk(0)) = k − 1, rank(J2

k(0)) = k − 2, . . .,
rank(J t

k(0)) = k − t, ÿêùî 1 ≤ t ≤ k, i rank(J t
k(0)) = 0, ÿêùî t > k. Íåõàé A �

ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ â äåÿêîìó áàçèñi, J � éîãî æîðäàíîâà íîðìàëü-
íà ôîðìà. Îñêiëüêè äëÿ ìàòðèöü A i J iñíó¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ C òàêà, ùî
C−1AC = J , òî rank(At) = rankJ t. Ïîçíà÷èìî rt = rank(At), òîäi

q∑
i=t

si = rt−1 − rt,

q∑
i=t+1

si = rt − rt+1.

Âiäíiìåìî âiä ïåðøî¨ ðiâíîñòi äðóãó, i îòðèìà¹ìî: st = rt−1 + rt+1 − 2rt. Îòæå,
êiëüêiñòü êëiòèí Æîðäàíà st ðîçìiðó t íå çàëåæèòü âiä âèáîðó æîðäàíîâî¨ áàçè.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

8.5 Ëiíiéíi îïåðàòîðè â óíiòàðíèõ òà åâêëiäîâèõ ïðîñòî-
ðàõ.

Òåîðåìà 8.5.1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà φ â óíiòàðíîìó (åâêëiäîâîìó) ïðî-
ñòîði V iñíó¹ ¹äèíèé îïåðàòîð φ∗ òàêèé, ùî

∀u, v ∈ V (φ(u), v) = (u, φ∗(v)). (8.5.18)
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé e1, e2, . . . , en− îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó V i íåõàé (αij)−
ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ â öüîìó áàçèñi. Áóäåìî øóêàòè âèä ìàòðèöi (βij) îïåðàòî-
ðà φ∗, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (8.5.18). Ïîêëàäåìî â öié óìîâi u = ej, v =
ek i îòðèìó¹ìî:

(φ(ej), ek) = (ej, φ
∗(ek)) ⇔

(
n∑

i=1

αijei, ek

)
=

(
ei,

n∑
i=1

βikei

)

Âðàõîâóþ÷è ëiíiéíiñòü ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ïî ïåðøîìó àðãóìåíòó i íàïiâëiíié-
íiñòü ïî äðóãîìó îòðèìó¹ìî

(φ(ej), ek) = (ej, φ
∗(ek)) ⇔

n∑

i=1

αij (ei, ek) =
n∑

i=1

βik (ej, ei) .

Çãàäà¹ìî, ùî áàçèñ îðòîíîðìîâàíèé, à îòæå â ëiâié òà ïðàâié ÷àñòèíàõ ðiâíîñòi
áóäå ëèøå ïî îäíîìó íåíóëüîâîìó äîäàíêó, òîáòî

(φ(ej), ek) = (ej, φ
∗(ek)) ⇔ αkj = βjk

Îñòàííÿ ðiâíiñòü îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ìàòðè÷íi åëåìåíòè

βjk = αkj.

Îñêiëüêè, ëiíiéíèé îïåðàòîð ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¹þ äi¹þ íà åëåìåíòàõ
áàçèñó, òî öèì îïåðàòîð φ∗ âèçíà÷åíèé îäíîçíà÷íî. Ïåðåâiðêó òîãî, ùî ðiâíiñòü
(8.5.18) ìà¹ ìiñöå äëÿ âñiõ âåêòîðiâ u, v, à íå òiëüêè äëÿ áàçèñíèõ, çàëèøà¹ìî
÷èòà÷ó.
Îçíà÷åííÿ 8.5.1. Îïåðàòîð φ∗, äëÿ ÿêîãî ìà¹ ìiñöå (8.5.18), íàçèâà¹òüñÿ
ñïðÿæåíèì äî îïåðàòîðà φ.

Íàñëiäîê 8.5.1. ßêùî Aφ− ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi,
òî äëÿ ìàòðèöi Aφ∗ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà â öüîìó æ áàçèñi ìà¹ ìiñöå

Aφ∗ = AT
φ , (8.5.19)

äå ðèñêà çâåðõó îçíà÷à¹ ïðîöåäóðó ñïðÿæåííÿ, çàñòîñîâàíó äî âñiõ ìàòðè÷íèõ
åëåìåíòiâ. Çîêðåìà, â åâêëiäîâèõ ïðîñòîðàõ áóäåìî ìàòè

Aφ∗ = AT
φ . (8.5.20)

Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi ñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñàìîñòiéíî.
Ëåìà 8.5.1.

(φ∗)∗ = φ;

(φ + ψ)∗ = φ∗ + ψ∗;

(φ ◦ ψ)∗ = ψ∗ ◦ φ∗.
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Ëåìà 8.5.2. ßêùî W ⊂ V ïiäïðîñòið óíiòàðíîãî (åâêëiäîâîãî) ïðîñòîðó ií-
âàðiàíòíèé ïðè äi¨ îïåðàòîðà φ, îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ W⊥ ¹ iíâàðiàíòíèì
ïðè äi¨ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà φ∗.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé w ∈ W i u ∈ W⊥, òîäi

(w, φ∗(u)) = (φ(w), u) = 0.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî φ(w) ∈ W. Çâiäêè φ∗(u)⊥W, òîáòî φ∗(u) ∈
W⊥.

8.5.1 Îðòîãîíàëüíi òà óíiòàðíi îïåðàòîðè.

Îçíà÷åííÿ 8.5.2. Îïåðàòîð φ â åâêëiäîâîìó (óíiòàðíîìó) ïðîñòîði V íàçè-
âà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì (óíiòàðíèì), ÿêùî âií çáåðiãà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê,
òîáòî ìà¹ ìiñöå

∀v, w ∈ V (φ(v), φ(w)) = (v, w).

Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî îðòîãîíàëüíi (óíiòàðíi) îïåðàòîðè â ñêií÷åííîâè-
ìiðíèõ ïðîñòîðàõ ¹ îáîðîòíèìè òà çáåðiãàþòü âiäñòàíi òà êóòè ìiæ âåêòîðàìè.

Ëåìà 8.5.3. Ñïåêòð îðòîãîíàëüíîãî (óíiòàðíîãî) îïåðàòîðà ñêëàäà¹òüñÿ ç
âëàñíèõ ÷èñåë, ìîäóëü ÿêèõ äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 8.5.2. Îïåðàòîð φ â óíiòàðíîìó (åâêëiäîâîìó) ïðîñòîði V ¹ óíiòàð-
íèì (îðòîãîíàëüíèì) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
e1, e2, . . . , en òàêèé, ùî éîãî îáðàç - ñóêóïíiñòü âåêòîðiâ φ(e1), φ(e2), . . . , φ(en)
óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ òàêîæ.

Äîâåäåííÿ. ⇒ . ßêùî îïåðàòîð φ ¹ îðòîãîíàëüíèì (óíiòàðíèì), òî âií çáåðiãà¹
âiäñòàíi i êóòè ìiæ âåêòîðàìè, à îòæå îáðàç áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñà
áóäå îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì.
⇐ . Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñà e1, e2, . . . , en éîãî

îáðàç φ(e1), φ(e2), . . . , φ(en) ¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì. Íåõàé âåêòîðè
v, w ìàþòü êîîðäèíàòè (x1, x2, . . . , xn), (y1, y2, . . . , yn) â áàçèñi e1, e2, . . . , en,
òîáòî v =

∑n
i=1 xiei, w =

∑n
i=1 yiei, òîäi, âðàõîâóþ÷è îðòîíîðìîâàíiñòü, ìà¹ìî

(v, w) =
∑n

i=1 xiyi. Ç iíøîãî áîêó,

φ(v) =
n∑

i=1

xiφ(ei), φ(w) =
n∑

i=1

yiφ(ei),
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òîáòî (x1, x2, . . . , xn), (y1, y2, . . . , yn) áóäóòü êîîðäèíàòàìè âåêòîðiâ φ(v), φ(v)
â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi φ(e1), φ(e2), . . . , φ(en), çâiäêè

(φ(v), φ(w)) =
n∑

i=1

xiyi = (v, w),

òîáòî îïåðàòîð φ çáåðiãà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê.

Òåîðåìà 8.5.3. Äëÿ îðòîãîíàëüíîãî (óíiòàðíîãî) îïåðàòîðà φ ìà¹ ìiñöå

φ ◦ φ∗ = φ∗ ◦ φ = Id,

òîáòî îïåðàòîð îáåðíåíèé äî φ çáiãà¹òüñÿ çi ñïðÿæåíèì:

φ−1 = φ∗.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ v, w ∈ V ìà¹ìî

(v, w) = (φ(v), φ(w)) = (v, φ∗(φ(w))),

çâiäêè çà ëiíiéíiñòþ ïî äðóãîìó àðãóìåíòó ìà¹ìî

0 = (v, φ∗(φ(w))− w) = (v, (φ∗ ◦ φ− Id)(w)).

Öÿ ðiâíiñòü ìà¹ âèêîíóâàòèñü äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà v, çîêðåìà äëÿ v = (φ∗ ◦
φ− Id)(w), òîáòî ìà¹ìî ðiâíiñòü íóëþ ñêàëÿðíîãî êâàäðàòà

((φ∗ ◦ φ− Id)(w), (φ∗ ◦ φ− Id)(w)) = 0,

çâiäêè ∀w ∈ V (φ∗ ◦ φ − Id)(w) = 0, ùî ìîæëèâî ëèøå êîëè φ∗ ◦ φ − Id ¹
íóëüîâèì îïåðàòîðîì, òîáòî φ∗ ◦ φ − Id = 0, çâiäêè φ∗ ◦ φ = Id. Çàìiíÿþ÷è â
ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàííÿõ φ ↔ φ∗ îòðèìó¹ìî, ðiâíiñòü φ ◦ φ∗ = 1d.

Íàñëiäîê 8.5.2. Ìàòðèöÿ Aφ îðòîãîíàëüíîãî (óíiòàðíîãî) îïåðàòîðà φ ìà¹
òàêó âëàñòèâiñòü

A−1
φ = AT

φ

(
A−1

φ = AT
φ

)
.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè i íàñëiäêó 8.5.1.

Îçíà÷åííÿ 8.5.3. Ìàòðèöi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âèùåíàâåäåíèì ðiâíîñòÿì
íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëüíèìè, âiäïîâiäíî óíiòàðíèìè.
Ëåìà 8.5.4. Ñòîâï÷èêè (ðÿäêè) îðòîãîíàëüíî¨ àáî óíiòàðíî¨ ìàòðèöi óòâî-
ðþþòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ àðèôìåòè÷íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, ÿê ñòàí-
äàðòíî¨ ìîäåëi åâêëiäîâîãî, âiäïîâiäíî óíiòàðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ i ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè éîãî ñàìî-
ñòiéíî.
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8.5.2 Íîðìàëüíi îïåðàòîðè.
Îçíà÷åííÿ 8.5.4. Îïåðàòîð φ ∈ EndF(V ) íàçèâà¹òüñÿ ñàìîñïðÿæåíèì, ÿêùî

φ∗ = φ.

Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöÿ ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà â åâêëiäîâîìó
ïðîñòîði ìà¹ áóòè ñèìåòðè÷íîþ:

Aφ = AT
φ ,

à â óíiòàðíîìó ïðîñòîði äëÿ íå¨ ìà¹ âèêîíóâàòèñü ðiâíiñòü:

Aφ = AT
φ ;

òàêi ìàòðèöi íàçèâàþòüñÿ åðìiòîâèìè.
Îçíà÷åííÿ 8.5.5. Îïåðàòîð φ ∈ EndF(V ) íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì ÿêùî
âiã êîìóòó¹ çi ñâî¨ì ñïðÿæåíèì, òîáòî ìà¹ ìiñöå

φ ◦ φ∗ = φ∗ ◦ φ

Îðòîãîíàëüíi (óíiòàðíi) òà ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè â åâêëiäîâîìó (óíiòàð-
íîìó) ïðîñòîði ¹ î÷åâèäíî ïðèêëàäàìè íîðìàëüíèõ îïåðàòîðiâ.
Òåîðåìà 8.5.4. ßêùî λ− âëàñíå ÷èñëî íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà φ, òî λ− ñïðÿ-
æåíå äî íüîãî áóäå âëàñíèì ÷èñëîì ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà φ∗.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé v− âëàñíèé âåêòîð îïåðàòîðà φ, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷è-
ñëó λ, òîáòî äëÿ íüîãî ìà¹ìî φ(a) = λa. Òîäi áóäåìî ìàòè

(v, φ∗(v)) = (φ(v), v) = (λv, v) = λ(v, v) = (v, λv),

çâiäêè (
v,

(
φ∗ − λId

)
(v)

)
= 0.

Ç iíøîãî áîêó

(φ∗(v), φ∗(v)) = (φ(φ∗(v)), v) = (φ∗(φ(v)), v) = (φ∗(λv), v) = (φ∗(v), λv),

çâiäêè (
φ∗(v),

(
φ∗(v)− λId

)
(v)

)
= 0

Âiäíiìàííÿ âiä öi¹¨ ðiâíîñòi ïîïåðåäíüî¨ ïîìíîæåíî¨ íà λ äà¹ íàñòóïíó ðiâ-
íiñòü: ((

φ∗(v)− λId
)
(v),

(
φ∗(v)− λId

)
(v)

)
= 0,

i ç óìîâè íåâèðîäæåíîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó îòðèìó¹ìî:

φ∗(v)− λv = 0.
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Íàñëiäîê 8.5.3. Ñïåêòð ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà â åâêëiäîâîìó (óíiòàðíî-
ìó) ïðîñòîði ñêëàäà¹òüñÿ ç äiéñíèõ ÷èñåë, çîêðåìà âëàñíi ÷èñëà ñèìåòðè÷íî¨
ìàòðèöi ¹ äiéñíèìè.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, äëÿ âëàñíîãî âåêòîðà v ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà áóäåìî
ìàòè

λv = φ(v) = φ∗(v) = λv,

çâiäêè, (λ− λ)v = 0. Îñêiëüêè âåêòîð v íåíóëüîâèé, òî λ = λ ∈ R.

Òåîðåìà 8.5.5. (Îñíîâíà òåîðåìà ïðî íîðìàëüíi îïåðàòîðè â óíiòàðíîìó
ïðîñòîði.)

Äëÿ áóäü-ÿêîãî íîðìàëüíèé îïåðàòîðà â óíiòàðíîìó ïðîñòîði iñíó¹ îðòîãî-
íàëüíèé áàçèñ ïðîñòîðó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ öüîãî îïåðàòîðà,
çîêðåìà íîðìàëüíèé îïåðàòîð ¹ äiàãîíàëiçîâíèì.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî ðîçìiðíî-
ñòi óíiòàðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V .

Áàçà iíäóêöi¨ dim V = 1 ¹ î÷åâèäíîþ.
Iíäóêöiéíèé êðîê. Îñêiëüêè íàä áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí (çîêðåìà õàðàêòåðè-

ñòè÷íèé) íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ìà¹ êîðiíü, òî îïåðàòîð φ ìà¹ îäíîâè-
ìiðíèé iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið U , ùî âiäíîñèòüñÿ äî âëàñíîãî ÷èñëà λ ∈ C.
Íåõàé U⊥− îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ, òîäi çãiäíî ëåìè 7.2.2 ìà¹ìî

V = U ⊕ U⊥,

ïðè öüîìó, çãiäíî ëåìè 8.5.2, ïiäïðîñòið U⊥ ¹ iíâàðiàíòíèì ïðè äi¨ ñïðÿæåíîãî
îïåðàòîðà φ∗. Ç iíøîãî áîêó îïåðàòîð φ∗ (ÿê i φ) ¹ íîðìàëüíèì i çà ïîïåðåäíüîþ
òåîðåìîþ U ¹ âëàñíèì ïiäïðîñòîðîì i äëÿ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà φ∗, àëå òîäi çà
ëåìîþ 8.5.2, îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ U⊥ áóäå iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì i äëÿ
îïåðàòîðà (φ∗)∗ = φ. Îòæå, ïiäïðîñòið U⊥ ¹ iíâàðiàíòíèì ïðè äi¨ îïåðàòîðà φ.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, â íüîìó iñíó¹ áàçèñ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà φ,

äîäàâøè äîâiëüíèé íåíóëüîâèé âåêòîð ç ïiäïðîñòîðó U , îòðèìà¹ìî ïîòðiáíèé
áàçèñ âñüîãî ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 8.5.6. (Êëàñèôiêàöiÿ íîðìàëüíèõ îïåðàòîðiâ â äiéñíîìó ïðîñòîði.)
Äëÿ áóäü-ÿêîãî íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â äiéñíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði

iñíó¹ îðòîãîíàëüíèé áàçèñ â ÿêîìó ìàòðèöÿ îïåðàòîðà ìà¹ âèãëÿä:
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r1 cosα1 r1 sinα1 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0
−r1 sinα1 r1 cosα1 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0

0 0 r2 cosα2 r2 sinα2 . . . 0 0 0 0 . . . 0
0 0 −r2 sinα2 r2 cosα2 . . . 0 0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . rk cosαk rk sinαk 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . −rk sinαk rk cosαk 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0 s1 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0 0 s2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . sl




,

(8.5.21)

äå ri > 0, sj- äiéñíi ÷èñëà, (i = 1, 2, . . . , k, j = 1, 2, . . . , l), à αi ∈ (0, 2π)−
êóòè ïîâîðîòiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé e1, e2, . . . , en− îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó V (R) i A− ìà-
òðèöÿ îïåðàòîðà φ. Ðîçãëÿíåìî àðèôìåòè÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið Cn ÿê ñòàí-
äàðòíó ìîäåëü óíiòàðíîãî ïðîñòîðó. Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð φ̂ â öüîìó ïðîñòîði
ìàòðèöÿ ÿêîãî â êàíîíi÷íîìó áàçèñi çáiãà¹òüñÿ ç A. Çãiäíî îñíîâíî¨ òåîðåìè
ïðî íîðìàëüíi îïåðàòîðè iñíó¹ îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ öüîãî
îïåðàòîðà. Îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi A ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè, òî êîåôiöi¹í-
òè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ áóäóòü äiéñíèìè, à îòæå ÿêùî λ ∈ Specφ̂, òî
λ ∈ Specφ̂. Êðiì òîãî, ÿêùî z = (z1, z2, . . . , zn)− âëàñíèé âåêòîð, ùî âiäïîâiäà¹
âëàñíîìó ÷èñëó λ, òî ïðèéìàþ÷è äî óâàãè, ùî

Az = Az = λz = λz,

ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ñïðÿæåíèé âåêòîð z ¹ òàêîæ âëàñíèì âåêòîðîì
öüîãî îïåðàòîðà, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ. Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî

zj = xj + iyj, zj = xj − iyj, j = 1, 2, . . . , n,

òî ìà¹ìî äiéñíi ÷èñëà

xj =
1

2
(zj + zj), yj =

1

2i
(zj − zj),

à îòæå, âåêòîðè
x =

1

2
(z + z), y =

1

2i
(z− z)

ìàþòü äiéñíi êîîðäèíàòè. Íà öi âåêòîðè îïåðàòîð äi¹ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Ax = A
1

2
(z + z) =

1

2
(λz + λz);

Ay = A
1

2i
(z− z) =

1

2i
(λz− λz).
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Íåõàé λ = a + bi, a, b ∈ R. Çãàäà¹ìî ç øêiëüíîãî êóðñó ìàòåìàòèêè ìåòîä
ââåäåííÿ äîïîìiæíîãî êóòà ïðè ðîçâ'ÿçàííi òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðiâíÿíü. Äiþ÷è
ïî àíàëîãi¨ ç íèì ìà¹ìî

λ = a + bi =
√

a2 + b2 ·
(

a√
a2 + b2

+
b√

a2 + b2
i

)
.

Ïîêëàäåìî r =
√

a2 + b2 i ââåäåìî â ðîçãëÿä êóò α äëÿ ÿêîãî

cos α =
a√

a2 + b2
, sin α =

b√
a2 + b2

.

Ïiäñòàíîâêà λ = r (cos α + i sin α) â îòðèìàíi âèùå ôîðìóëè äà¹

Ax =
r

2
((cos α + i sin α)z + (cos α− i sin α)z) = r

(
cos α

z + z

2
− sin α

z− z

2i

)
=

= r cos α · x− r sin α · y. (8.5.22)

Ay =
r

2i
((cos α + i sin α)z− (cos α− i sin α)z) = r

(
sin α

z + z

2
+ cos α

z− z

2i

)
=

= r sin α · x + r cos α · y. (8.5.23)
Òåïåð ìîæíà çàïèñàòè ìàòðèöþ çâóæåííÿ îïåðàòîðà íà iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið
L(z, z) = L(x,y) â áàçèñi x,y :

(
r cos α r sin α

−r sin α r cos α

)
.

ßêùî äëÿ êîæíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà λ â äâîâèìiðíîìó ïðîñòîði ïîðîäæå-
íîìó âëàñíîìó âåêòîðàìè z, z ïåðåîáðàòè áàçèñ i âçÿòè âåêòîðè x,y ç äiéñíèìè
êîîðäèíàòàìè, òî ìàòðèöÿ îïåðàòîðà â öüîìó áàçèñi íàáóäå ïîòðiáíîãî âèãëÿ-
äó.

8.6 Çâåäåííÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äî ãîëîâíèõ îñåé

Òåîðåìà 8.6.1. Äëÿ äîâiëüíî¨ áiëiíiéíîãî ñèìåòðè÷íîãî ôóíêöiîíàëà âèçíà÷å-
íîãî íà óíiòàðíîìó (åâêëiäîâîìó) ïðîñòîði iñíó¹ îðòîãîíàëüíèé áàçèñ â ÿêîìó
öåé ôóíêöiîíàë çàäà¹òüñÿ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ, ùî ìà¹ äiàãîíàëüíèé âèãëÿä:

S(x,y) =
n∑

i=1

aixiyi,

ai ∈ R. Â öüîìó áàçèñi âiäïîâiäíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàáóâà¹ âèãëÿäó:

Q(x) = S(x,x) =
n∑

i=1

aix
2
i .
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé e1, e2, . . . , en− ÿêèé íå áóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ. Âiäïîâiä-
íà áiëiíiéíà ñèìåòðè÷íà ôîðìà â öüîìó áàçèñi áóäå ìàòè âèãëÿä:

S(x,y) = xTAy,

äå A− ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ. Ðîçãëÿíåìî A, ÿê ìàòðèöþ ñàìîñïðÿæåíîãî îïå-
ðàòîðà ó âêàçàíîìó áàçèñi. Çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ ïðî íîðìàëüíi îïåðàòîðè,
iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ u1, u2, . . . , un â ÿêîìó ìàòðèöÿ D öüîãî îïåðàòîðà
¹ äiàãîíàëüíîþ. Ïðè öüîìó, îñêiëüêè âëàñíi ÷èñëà ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà
(ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi) ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè (äèâ. íàñëiäîê 8.5.3), òî âêàçàíà ìà-
òðèöÿ ¹ äiàãîíàëüíîþ íàä ïîëåì R, òà i êîîðäèíàòè âåêòîðiâ ui â ïî÷àòêîâîìó
áàçèñi ei ¹ òàêîæ äiéñíèìè áàçèñi.

Çà òåîðåìîþ 8.5.2, ìàòðèöÿ C ïåðåõîäó âiä áàçèñó ei äî áàçèñó ui ¹ îðòîãî-
íàëüíîþ, òîáòî ìà¹ ìiñöå C−1 = CT , çâiäêè

D = C−1AC = CTAC.

Ïîðiâíþþ÷è ç ôîðìóëàìè (6.1.4) ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî áiëiíiéíà ôîðìà
x′TDy′ åêâiâàëåíòíà ôîðìi S(x,y), à êâàäðàòè÷íà ôîðìà x′TDx′ åêâiâàëåíòíà
ôîðìi Q(x) = S(x,x). Öèì äîâåäåííÿ çàâåðøåíî.

Äëÿ áiëiíiéíèõ ñèìåòðè÷íèõ ôîðì â äîâiëüíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði ìà¹ìî
òàêèé íàñëiäîê.

Òåîðåìà 8.6.2. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè áiëiíiéíèõ ñèìåòðè÷íèõ ôîðì, îäíà ç ÿêèõ
äîäàòíî âèçíà÷åíà, iñíó¹ áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó â ÿêîìó âîíè îáèäâi íà-
áóâàþòü äiàãîíàëüíîãî âèäó.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âåêòîðíèé ïðîñòið ÿê åâêëiäiâ âiäíîñíî âêàçàíî¨ áiëiíié-
íî¨ äîäàòíî âèçíà÷åíî¨ ôîðìè. Òîäi iíøà ôîðìà ìîæå áóòè çâåäåíà äî ãîëîâíèõ
îñåé, òîáòî äî äiàãîíàëüíîãî âèäó â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi. Íó à áiëiíiéíà
ôîðìà, ùî âiäïîâiäà¹ ââåäåíîìó ñêàëÿðíîìó äîáóòêó â öüîìó áàçèñi íàáóäå
âèãëÿäó

x1y1 + x2y2 + . . . + xnyn.

8.7 Çâåäåííÿ êâàäðèê äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.

Êâàäðèêîþ íàçèâàþòü àôiííèé ìíîãîâèä, ÿêèé ¹ ãiïåðïîâåðõíåþ, ùî çàäà¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì:

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj +
n∑

i=1

bixi + b0 = 0,

138



äå aij− ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ.
Áóäåìî ââàæàòè, ùî âêàçàíå ðiâíÿííÿ âèçíà÷à¹ ìíîãîâèä â îðòîíîðìîâàíîìó

áàçèñi. Çâåäåííÿ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó âiäáóâà¹òüñÿ â äâà åòàïè:
1. Áóäó¹òüñÿ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â ÿêîìó êâàäðàòè÷íà ôîðìà

Q(x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj

íàáóâà¹ äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó, à ðiâíÿííÿ êâàäðèêè áóäå ìàòè ïðîñòiøó ôîðìó
:

n∑
i=1

λix
′2
i +

n∑
i=1

b′ix
′
i + b0 = 0,

äå λi− âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi (aij). Îñêiëüêè x = Cx′, äå C− îðòîãîíàëüíà
ìàòðèöÿ, ñòîâï÷èêàìè ÿêî¨ ¹ êîîðäèíàòè âëàñíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi (aij) â ïî-
÷àòêîâîìó áàçèñi, òî äëÿ êîåôiöi¹íòiâ b′i áóäåìî ìàòè ôîðìóëè:

n∑
i=1

bixi =
n∑

i=1

bi

n∑
j=1

cijx
′
j =

n∑
j=1

(
n∑

i=1

bicij

)
x′j,

çâiäêè

b′j =
n∑

i=1

bicij.

2. Äëÿ êîæíîãî i òàêîãî, ùî λi 6= 0, âèäiëèòè ïîâíèé êâàäðàò - λix
2
i + b′ixi =

λi(x
′
i +ri)

2 +si; âèêîíàòè ïåðåíåñåííÿ ïî÷àòêó êîîðäèíàò, òîáòî çðîáèòè çàìiíó
x′i + ri = x′′i , i = 1, 2, . . . , n. ßêùî âñi λi 6= 0, òî îòðèìà¹ìî òàêå ðiâíÿííÿ
êâàäðèêè

n∑
i=1

λix
′′2
i = c.

â íîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði áóäåìî ìàòè

λ1x
2 + λ2y

2 + λ3z
2 = c.

Îòæå, ìîæíà ïîáóäóâàòè îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, â ÿêîìó êâàäðèêà íàáóäå
âèãëÿäó

k∑
i=1

λix
2
i +

n∑

i=k+1

αixi = c (8.7.24)

Êëàñèôiêàöiÿ êðèâèõ äðóãîãî ïîðÿäêó íà åâêëiäîâié ïëîùèíi.
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Îïèñàíèì âèùå ìåòîäîì ïðèâåäåííÿ êâàäðèêè íà ïëîùèíi äî ãîëîâíèõ îñåé ìè
ìîæåìî îòðèìàòè:

λ1x
2
1 + λ2x

2
2 = c

àáî
λ1x

2
1 + αx2 = c

Â ïåðøîìó âèïàäêó, ÿêùî λ1, λ2 îäíîãî çíàêó, à c 6= 0 òî ìà¹ìî åëiïñ: äiéñíèé,
ÿêùî çíàê c çáiãà¹òüñÿ çi çíàêîì λi i óÿâíèé â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. Ïðè
c = 0 åëiïñ âèðîäèòüñÿ â òî÷êó.

ßêùî æ λ1, λ2 ìàþòü ïðîòèëåæíi çíàêè, à c 6= 0, òî ìà¹ìî ãiïåðáîëó. Ïðè
c = 0, îòðèìó¹ìî ïàðó ïðÿìèõ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi.

Â äðóãîìó âèïàäêó, ÿêùî α 6= 0, òî ìà¹ìî ïàðàáîëó, à ïðè α = 0, 6= 0 ìà¹ìî
àáî ïàðó ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ, ÿêùî λ1 i c îäíîãî çíàêó, i ïîðîæíþ ìíîæèíó â
ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. ßêùî æ α = 0 i c = 0, òî îòðèìó¹ìî ïîäâiéíó ïðÿìó.

Êëàñèôiêàöiÿ ïîâåðõîíü äðóãîãî ïîðÿäêó â òðèâèìiðíîìó
åâêëiäîâîìó ïðîñòîði.

1.1. ßêùî λ1, λ2, λ3 > 0 i c < 0, òî ìà¹ìî óÿâíèé åëiïñîiä;
1.2 ßêùî λ1, λ2, λ3 > 0 i c > 0, òî ìà¹ìî äiéñíèé åëiïñîiä;
1.3 ßêùî λ1, λ2, λ3 ìàþòü îäíàêîâèé çíàê i c = 0, òî ìà¹ìî òî÷êó (óÿâíèé

êîíóñ).
1.4 ßêùî c > 0 i îäíå ç ÷èñåë λ1, λ2, λ3 âiä¹ìíå, à äâà iíøèõ äîäàòíi, òî ìà¹ìî

îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëðîiä;
1.5 ßêùî c > 0 i ñåðåä ÷èñåë λ1, λ2, λ3 îäíå äîäàòíå, à äâà iíøèõ âiä¹ìíi, òî

ìà¹ìî äâîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëðîiä;
1.6 ßêùî c = 0 i ñåðåä ÷èñåë λ1, λ2, λ3 ¹ ÷èñëà ðiçíèõ çíàêiâ, òî ìà¹ìî äiéñíèé

êîíóñ;
2. ßêùî ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ìà¹ âèãëÿä

λ1x
2 + λ2y

2 + az = c,

òî îòðèìà¹ìî òàêi òðè âèïàäêè:
2.1 a 6= 0, i λ1, λ2 ìàþòü îäíàêîâi çíàêè, òî ìà¹ìî åëiïòè÷íèé ïàðàáîëîiä.
2.2 a 6= 0, i λ1, λ2 ìàþòü ðiçíi çíàêè, òî ìà¹ìî ãiïåðáîëi÷íèé ïàðàáîëîiä.
2.3 a = 0, òî ìà¹ìî öèëiíäðè÷íó ïîâåðõíþ - åëiïòè÷íèé öèëiíäð ÿêùî

÷èñëà c, λ1, λ2 îäíàêîâîãî çíàêó i ãiïåðáîëi÷íèé öèëiíäð â ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó. ßêùî æ a = c = 0, òî ìà¹ìî òî÷êó, ÿêùî λ1, λ1 ìàþòü îäíàêîâi çíàêè
i ïàðó ïëîùèí ùî ïåðåòèíàþòüñÿ â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

3. Äëÿ ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi

λ1x
2 + ay + bz = c.
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îòðèìà¹ìî òàêi òðè âèïàäêè:
3.1 ßêùî ïðèíàéìíi îäíå ç ÷èñåë a, b âiäìiííå âiä íóëÿ, òî çðîáèìî îðòîãî-

íàëüíó çàìiíó
x′ = x,

y′ =
a√

a2 + b2
y +

b√
a2 + b2

z

,
z′ =

a√
a2 + b2

y − b√
a2 + b2

z

, ïiñëÿ ÿêî¨ îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

λ1x
′2 +

√
a2 + b2y′ = c,

ÿêå ¹ ðiâíÿííÿì ïàðàáîëi÷íîãî öèëiíäðà.
3.2 Ðiâíÿííÿ λ1x

2 = c ¹ ðiâíÿííÿì ïàðè ïàðàëåëüíèõ ïëîùèí, ÿêùî c i λ1

ìàþòü îäíàêîâi çíàêè, ïàðà óÿâíèõ ïàðàëåëüíèõ ïëîùèí, ÿêùî çíàêè ðiçíi, à
ÿêùî c = 0, òî ìà¹ìî ïëîùèíó x = 0 (ïàðà ïëîùèí, ùî çáiãàþòüñÿ.)

8.8 Çàäà÷i

1. Äîâåñòè, ùî ïîâîðîò òðèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íà êóò 2π
3 âiäíîñíî

ïðÿìî¨ x1 = x2 = x3 ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì i çíàéòè ìàòðèöþ öüîãî
ïåðåòâîðåííÿ â êàíîíi÷íîìó áàçèñi e1, e2, e3.

2. Äîâåñòè, ùî ïðîåêòóâàííÿ ïðîñòîðó R3 íà êîîðäèíàòíó âiñü âåêòîðà e1 ïà-
ðàëåëüíî êîîðäèíàòíié ïëîùèíi âåêòîðiâ e2 i e3 ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì,
i çíàéòè éîãî ìàòðèöþ â áàçèñi e1, e2, e3.

3. Äîâåñòè, ùî ïðîåêòóâàííÿ ïðîñòîðó R3 íà êîîðäèíàòíó ïëîùèíó âåêòîðiâ
e1 i e2 ïàðàëåëüíî îñi êîîðäèíàò âåêòîðà e3 ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì, i
çíàéòè éîãî ìàòðèöþ â áàçèñi e1, e2, e3.

4. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ ëiíiéíèìè, ÿêùî ¹, òî çíàéòè ÿäðî,
îáðàç òà ìàòðèöþ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ (äëÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòî-
ðiâ) â áàçèñi, â ÿêîìó çàäàíi êîîðäèíàòè âåêòîðà x.

a) x 7−→ a (x ∈ Rn, a� ôiêñîâàíèé âåêòîð);
b) x 7−→ x + a (x ∈ Rn, a� ôiêñîâàíèé âåêòîð);
c) x 7−→ αx (x ∈ Rn, α� ôiêñîâàíèé ñêàëÿð);
d) f(x) 7−→ f (4)(x) (f(x) ∈ R[x]n);
e) f(x) 7−→ f(x + 1)− f(x) (f(x) ∈ R[x]n);
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f) (x1, x2, x3) 7−→ (2x1 + x3, x1 + 5x3, x2);
g) (x1, x2, x3) 7−→ (x1 + x3, x1 + 5, x3);
h) (x1, x2, x3) 7−→ (6x2 + 7x3, 0, x1);
i) (x1, x2, x3) 7−→ (x1, x2 + 5x2

1, x1 + x3).

5. Äîâåñòè, ùî äîâiëüíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð áóäü-ÿêó ëiíiéíî çàëåæíó ñèñòå-
ìó âåêòîðiâ âiäîáðàæà¹ ó ëiíiéíî çàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ.

6. Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ϕ â áàçèñi e1, e2, e3, e4, çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ

A =




1 2 0 1
1 −2 1 1
1 1 −2 3
1 2 1 3


 .

Çíàéòè ìàòðèöþ öüîãî ïåðåòâîðåííÿ â áàçèñi:
a) e4, e2, e3, e1;
b) e1 + e2, e1 + e2 + e3, e1 + e2 + e3 + e4, e4.
c) 2e1 + 3e2 + e3, 3e1 − e2 + e3, 2e2 + e3 − 2e4, e1 + e4.

7. Îïåðàòîðó ϕ â áàçèñi a1 = (1, 2), a2 = (2, 3) âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ Aϕ, à îïå-
ðàòîðó ψ â áàçèñi b1 = (2, 1), b2 = (3, 2) âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ Bψ. Âèçíà÷èòè

ìàòðèöþ îïåðàòîðà ϕ + ψ + ϕψ â áàçèñi a1, a2, ÿêùî Aφ =

(
3 5
4 3

)
,

Bψ =

(
4 6
6 9

)
.

8. Îïåðàòîðó ϕ â áàçèñi a1 = (1, 2), a2 = (2, 3) âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ Aϕ, à îïå-
ðàòîðó ψ â áàçèñi b1 = (1, 1), b2 = (3, 2) âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ Bψ. Âèçíà÷èòè

ìàòðèöþ îïåðàòîðà ϕ + ψ + ϕψ â áàçèñi b1, b2, ÿêùî Aφ =

(
2 −2
1 4

)
,

Bψ =

(
1 3
−3 2

)
.

9. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ìîæíà çâåñòè ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà äî äiàãîíàëüíîãî
âèãëÿäó i, ÿêùî ìîæíà, òî âêàçàòè ìàòðèöþ ïåðåõîäó äî âëàñíîãî áàçèñó

a)




2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2


 ;



−2 2 1
2 0 3
1 2 0


 ;




1 −1 2
3 −3 6
2 −2 4


 ;
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d)




1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


 ; e)




1 −1 −1
−1 1 −1
−1 −1 1


 ; f)




3 2 1 1
2 3 1 1
0 0 2 1
0 0 1 2


 .

10. Äîâåäiòü, ùî ñóìà äâîõ äiàãîíàëiçîâíèõ ìàòðèöü íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ äiàãîíà-
ëiçîâíîþ ìàòðèöåþ.

11. Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí âiä äiàãîíàëiçîâíî¨ ìàòðèöi ¹ äiàãîíàëi-
çîâíîþ ìàòðèöåþ.

12. Çíàéòè ÆÍÔ i æîðäàíiâ áàçèñ îïåðàòîðà, çàäàíîãî ìàòðèöåþ

a)




0 1 0
1 0 −1

−1 1 1


 ; b)



−1 1 1
−1 1 1

0 0 0


 ; c)




2 0 −1
−2 0 1

3 −1 −2


 ;

d)




2 1 3 −1
0 2 1 2
0 3 0 2
0 0 2 3


 ; e)




1 2 −2 −1
2 1 0 2
0 0 2 1
0 0 1 2


 ; f)




6 −9 5 4
7 −13 8 7
8 −17 11 8
1 −2 1 3


 ;

g)




2 1 3 −1
0 2 1 2
0 0 0 2
0 0 2 0


 ; h)




4 1 1 1
−4 0 1 1

0 0 3 1
0 0 0 2


 ; i)




3 1 1 1
−1 1 −1 −1

0 0 3 1
0 0 −1 1


 .

13. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi A iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ X,
ùî X2 = A.

14. Îá÷èñëèòè A222, ÿêùî A =

(
2 1
1 2

)
.

15. Îá÷èñëèòè A300, ÿêùî A =

(
2 1

−4 −2

)
.

16. Îá÷èñëèòè
√

A, ÿêùî A =

(
6 2
3 7

)
.

17. Îá÷èñëèòè sin A, ÿêùî A =

(
π − 1 1

0 π

)
.
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18. Çíàéòè ìàòðèöþ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ ϕ∗, ñïðÿæåíîãî äî ïåðåòâîðåííÿ
ϕ, â áàçèñi f1, f2, f3, ÿêùî f1 = (1, 2, 1), f2 = (1, 1, 2), f3 = (1, 1, 0) i
ïåðåòâîðåííÿ ϕ â öüîìó áàçèñi çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ:

A =




1 1 3
0 5 −1
2 7 −3


 .

19. Çíàéòè ìàòðèöþ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ ϕ∗, ñïðÿæåíîãî äî ïåðåòâîðåííÿ
ϕ, â áàçèñi f1, f2, f3, ÿêùî f1 = (1, 1, 1), f2 = (1, 1, 0), f3 = (1, 0, 0) i
ïåðåòâîðåííÿ ϕ â öüîìó áàçèñi çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ:

A =




1 1 1
0 3 1
2 −2 −2


 .

20. Çíàéòè êàíîíi÷íèé âèä îðòîãîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ i áàçèñ, â ÿêîìó îðòî-
ãîíàëüíå ïåðåòâîðåííÿ ìà¹ êàíîíi÷íèé âèä. Âèçíà÷èòè òèï ïåðåòâîðåííÿ.

a)




2
3

2
3 −1

3
2
3 −1

3
2
3

−1
3

2
3

2
3


 ; b)




1
2

1
2 −1

2

√
2

1
2

1
2

1
2

√
2

1
2

√
2 −1

2

√
2 0


 ;

c)




3
4

1
4 −1

4

√
6

1
4

3
4

1
4

√
6

1
4

√
6 −1

4

√
6 1

2


 .

21. Äîâåñòè, ùî äîáóòîê ϕψ äâîõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ ϕ i ψ áóäå ñà-
ìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
ϕψ = ψϕ.

22. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ϕ i ψ � ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè, òî ñàìîñïðÿæåíèì
òàêîæ áóäå îïåðàòîð ϕψ + ψϕ.

23. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ îïåðàòîðiâ ϕ i ψ ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi
a) (ϕ∗)∗ = ϕ ;
b) (ϕ + ψ)∗ = ϕ∗ + ψ∗;
c) (ϕψ)∗ = ψ∗ϕ∗;
d) (λϕ)∗ = λ̄ϕ∗.

24. Çíàéòè âëàñíèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ i ìàòðèöþ îïåðàòîðà â öüîìó áàçèñi,
ÿêùî â äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi îïåðàòîð çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ:
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a)




5 −1 −1
−1 5 −1
−1 −1 5


 ; b)




1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


 ; c)




17 −8 4
−8 17 −4
4 −4 11


 .

25. Çíàéòè îðòîãîíàëüíå ïåðåòâîðåííÿ, ùî çâîäèòü íàñòóïíó êâàäðàòè÷íó ôîð-
ìó äî êàíîíi÷íîãî âèäó (çâåäåííÿ äî ãîëîâíèõ îñåé), òà âèïèñàòè öåé âèä:

a) 6x2
1 + 5x2

2 + 7x2
3 − 4x1x2 + 4x1x3;

b) x2
1 + x2

2 + 5x2
3 − 6x1x2 − 2x1x3 + 2x2x3;

c) x2
1 + x2

2 + x2
3 + 4x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3;

d) x2
1 − 5x2

2 + x2
3 + 4x1x2 + 2x1x3 + 4x2x3;

e) 2x1x2 − 6x1x3 − 6x2x4 + 2x3x4;
f) x2

1 + 2x1x2 + x2
2 − 2x2

3 − 4x3x4 − 2x2
4;

g) 3x2
1 + 8x1x2 − 3x2

2 + 4x2
3 − 4x3x4 + x2

4.

26. Çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò çâåñòè ðiâíÿííÿ êðèâî¨ äðóãîãî ïî-
ðÿäêó äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó i âèçíà÷èòè, ÿêå ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê
âîíî âèçíà÷à¹:

a) 5x2 − 2xy + 5y2 − 4x + 20y + 20 = 0

b) 9x2 + 12xy + 4y2 − 24x− 16y + 3 = 0

c) 4x2 + 12xy + 9y2 − 4x− 6y + 1 = 0

d) 9x2 + 24xy + 16y2 − 18x + 226y + 209 = 0

e) 4x2 + 24xy + 11y2 + 64x + 42y + 51 = 0

f) 41x2 + 24xy + 34y2 + 34x− 112y + 129 = 0

g) 11x2 − 20xy − 4y2 − 20x− 8y + 1 = 0
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