
Ëåêöiÿ 7.

1 Òåîðiÿ àëãîðèòìiâ. Àëãîðèòìi÷íà ìîâà Òþðèíãà

Ñêëàäîâi ìàøèíè Òþðèíãà
A) A− çîâíiøíié àëôàâiò, â ÿêîìó ïðèñóòíié ñèìâîë ïðîïóñêó _;

Q) Q− âíóòðiøíié àëôàâiò, äå âèäiëåíî ïåâíèé åëåìåíò q0 ∈ Q(stop)

Automata)
δ : A×Q→ A×Q,

Shift)
Sh : A×Q→ {Left, Right}

ÌÒ îáðîáëÿ¹ äàíi íàïèñàíi íà ñòði÷öi ó çîâíiøíüîìó àëôiâiòi (îäèí ñèìâîë â îäíié
êîìiðöi ñòði÷êè) òàêèì ÷èíîì: ßêùî â ñòàíi q ÌÒ "÷èòà¹"ñèìâîë a ∈ A, â ïåâíié
êîìiðöi ñòði÷êè, òî âîíà çàïèñó¹ â öþ êîìiðêó ñèìâîë a′ ∈ A i ïåðåõîäèòü â ñòàí
;q′ ∈ Q, òàêi, ùî δ(a, q) = (a′, q′) ïiñëÿ, òîãî "÷èòà¹"ñèìâîë çàïèñàíèé â êîìiðöi ëiâîðó÷
àáî ïðàâîðó÷ âiä çãàäàíî¨, â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Sh : Sh(a, q) = Left
àáî Sh(a, q) = Right âiäïîâiäíî.

Îá÷èñëåííÿ íà ÌÒ
Íåõàé ÌÒ iç çîâíiøíiì àëôàâiòîì A = {0, 1,_} ßêùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó

íà ñòði÷öi ÌÒ áóëî çàïèñàíî x = x1x2 . . . xn, xi ∈ {0, 1} i ÷åðåç äåÿêèé ÷àñ ìàøèíà
çóïèíèëàñü i íà ñòði÷öi çàïèñàíî y = y1y2 . . . ym, yi ∈ {0, 1}, òî ïîêëàäåìî

φMT (x) = y,

ÿêùî æ ÌÒíå çóïèíÿ¹òüñÿ, òî áóäåìî ââàæàòè, ùî çíà÷åííÿ φMT (x) íå âèçíà÷åíî.
Ôóíêöi¨ îá÷èñëþâàëüíi çà Òþðèíãîì

Äëÿ ÷àñòêîâî âèçíà÷åíî¨ ôóíêöi¨ f : {0, 1}n → {0, 1}m àáî ïðåäèêàòà L : {0, 1}n →
{0, 1} áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âîíè îá÷èñëþâàëüíi çà Òþðèíãîì, ÿêùî iñíó¹ ÌÒ iç çîâ-
íiøíiì àëôàâiòîì A = {0, 1,_} òàêà, ùî

f(x) = φMT (x), L(x) = φMT (x)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñòði÷êè x = x1x2 . . . xn, xi ∈ {0, 1}, äëÿ ÿêî¨ çíà÷åííÿ f(x), L(x) ¹
âèçíà÷åíèìè.

Îçíà÷åííÿ 1.1. ×àñîâîþ ñêëàäíiñòþ àëãîðèòìó ≡ ÌÒ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ TMT (s)
íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà s, ÿêèé íàáóâà¹ çíà÷åíü äîâæèíè ñòði÷îê |x| = s, òàêèõ,
ùî çíà÷åííÿ φTM(x) ¹ âèçíà÷åíèì, à çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ TMT (s) ¹ êiëüêiñòü êðîêiâ,
ÿêi çäiéñíèòü ÌÒ äî çóïèíêè.
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Îçíà÷åííÿ 1.2. Ïðîñòîðîâîþ ñêëàäíiñòþ àëãîðèòìó ≡ ÌÒ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ
SMT (s) íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà s, ÿêèé íàáóâà¹ çíà÷åíü äîâæèíè ñòði÷îê |x| = s,
òàêèõ, ùî çíà÷åííÿ φTM(x) ¹ âèçíà÷åíèì, à çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ SMT (s) ¹ êiëüêiñòü
êîìiðîê ñòði÷öêè, ÿêi áóëè çàäiÿíi ïðè ðîáîòi ÌÒ äî çóïèíêè.

Â çàäà÷àõ îöiíêè ÷àñîâî¨ òà ïðîñòîðîâî¨ ñêëàäíîñòåé âàæëèâèì ¹ íå òî÷íèé âèãëÿä
ôóíêöi¨ ñêëàäíãîñòi (ÿê ïðàâèëî çíàéòè êîðîòêèé àíàëiòè÷íèé âèðàç ¹ íåìîæëèâèì),
à àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ¨¨ ïðè s→ infty. Ç öi¹¨ òî÷êè çîðó îïèñ êëàñó O(h) äî ÿêîãî
íàëåæèòü ôóíêöiÿ ñêëàäíîñòi i äîâåäåííÿ òîãî, ùî ôóíêöiþ h íå ìîæíà çàìiíèòè íà
ôóíêöiþ, ùî çðîñòà¹ ñóòò¹âî ïîâiëüíiøå äà¹ âè÷åðïíó âiäïîâiäü íà ïðîáëåìó îöiíêè
ñêëàäíîñòi äàíî¨ ÌÒ (àëãîðèòìó). Íàãàäà¹ìî âiäïîâiäíå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Íåõàé f(n), g(n)− ôóíêöi¨ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà, ÿêi íàáóâàþòü
íàòóðàëüíèõ çíà÷åíü. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî f ∈ O(g), ÿêùî iñíó¹ êîíñòàíòà C : C >
0, òàêà, ùî

∀n f(n) ≤ C · g(n)

Êëàñè P PSPACE

Îçíà÷åííÿ 1.4. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ÌÒ (àëãîðèòì) ìà¹ ïîëiíîìiàëüíó ÷àñîâó
ñêëàäíiñòü (MT ∈ P ) ÿêùî ôóíêöiÿ TMT (s) ¹ ïîëiíîìîì âiä s, òîáòî äëÿ äåÿêîãî
íàòóðàëüíîãî d ìà¹ ìiñöå TMT (s) ∈ O(sd).

Îçíà÷åííÿ 1.5. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ÌÒ (àëãîðèòì) ìà¹ ïîëiíîìiàëüíó ïðîñòî-
ðîâó ñêëàäíiñòü (MT ∈ PSPACE) , ÿêùî ôóíêöiÿ SMT (s) ¹ ïîëiíîìîì âiä s, òîáòî
äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî d ìà¹ ìiñöå SMT (s) ∈ O(sd).

Òåîðåìà 1.1. ßêùî MT ∈ P , òî MT ∈ PSPACE.

Êëàñè ôóíêöié P, PSPACE

Îçíà÷åííÿ 1.6. Ôóíêöiÿ f(x) (ïðåäèêàò L(x)) íàëåæèòü êëàñó P, ÿêùî iñíó¹ MT
ÿêà îá÷èñëþ¹ f(x) (L(x)), òàêà, ùî MT ∈ P.

Îçíà÷åííÿ 1.7. Ôóíêöiÿ f(x) (ïðåäèêàò L(x)) íàëåæèòü êëàñó PSPACE ÿêùî
iñíó¹ MT ÿêà îá÷èñëþ¹ f(x) (L(x)), òàêà, ùî MT ∈ PSPACE.

Òåîðåìà 1.2.
P ⊆ PSPACE

.

1.1 Íåäåòåðìiíîâàíà ìàøèíà Òþðèíãà

Ñêëàäîâi íåäåòåðìiíîâàíî¨ ìàøèíè Òþðèíãà (ÍÌÒ)
A) A− çîâíiøíié àëôàâiò, â ÿêîìó ïðèñóòíié ñèìâîë ïðîïóñêó _;
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Q) Q− âíóòðiøíié àëôàâiò, äå âèäiëåíî ïåâíèé åëåìåíò q0 ∈ Q(stop)

NdAutomata)
∆ ⊂ (A×Q)× (A×Q) ,

NdShift)
NdSh ⊂ (A×Q)× {Left, Right}

ßêùî â ñòàíi q ÍÌÒ "÷èòà¹"ñèìâîë a ∈ A, â ïåâíié êîìiðöi ñòði÷êè, òî âîíà
çàïèñó¹ â öþ êîìiðêó ñèìâîë a′ ∈ A i ïåðåõîäèòü â ñòàí ;q′ ∈ Q, äå (a′, q′) îäíà ç ïàð,
äëÿ ÿêîî¨ ((a, q), (a′, q′)) ∈ ∆, ïiñëÿ, òîãî "÷èòà¹"ñèìâîë çàïèñàíèé â êîìiðöi ëiâîðó÷
àáî ïðàâîðó÷ âiä çãàäàíî¨, â çàëåæíîñòi âiä òîãî ÷è íàëåæàòü ((a, q), L) àáî ((a, q), R)
âiäíîøåííþ NdSh.

Îði¹íòîâíèé ãðàô îá÷èñëåíü íà ÍÌÒ

Edges - öå ïàðè òðiéîê ((a1, q1, t)(a2, q2, t+ 1)) , a ∈ A, q ∈ Q, t = 0, 1, 2, . . . äëÿ ÿêèõ
ïàðè (a1, q1), (a2, q2) ¹ óçãîäæåíèìè, òîáòî ((a1, q1), (a2, q2)) ∈ Delta.

Vertexes- òðiéêè (a, q, t), a ∈ A, q ∈ Q, t = 0, 1, 2, . . .

Øëÿõ îá÷èñëåííÿ íà ÍÌÒ öå øëÿõ íà ãðàôi, òîáòî ïàðà âåðøèí (a1, q1, 0), (a, q, T ) i
ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü ðåáåð, òàêèõ ùî ïåðøå ðåáðî ìà¹ ïî÷àòêîì âåðøèíó (a0, q0, 0)
, îñòàíí¹ ðåáðî ìà¹ êiíöåì (a, q, T ), i ïàðà ïîñëiäîâíèõ ðåáåð ¹ ñóìiæíèìè - êiíåöü
ïîïåðåäíüîãî çáiãi¹òüñÿ ç ïî÷àòêîì íàñòóïíîãî. Êiëüêiñòü ðåáåð â öié ïîñëiäîâíîñòi
(äîâæèíà øëÿõó) äîðiâíþ¹ T. ßêùî â òðiéöi q = q0 â òðiéöi (a, q, T ), òî áóäåìî ãîâî-
ðèòè, ùî ÷àñ îá÷èñëåííÿ ïî äàíîìó øëÿõó ÍÌÒ äîðiâíþ¹ T.

Îçíà÷åííÿ 1.8. Ïðåäèêàò L = L(x) íàëåæèòü êëàñó NP, (L ∈ NP ), ÿêùî iñíó¹
ÍÌÒ i ïîëiíîì p(s) òàêi, ùî ÿêùî

ÿêùî x : L(x) = 1, òî iñíó¹ øëÿõ îá÷èñëåííÿ ç ïî÷àòêîì ó âåðøèíi (xi, q1, 0) i
êiíöåì ó âåðøèíi (1, q0, T ), ÷àñ îá÷èñëåííÿ ïî ÿêîìó íå ïåðåâèùó¹ p(|x|);

ÿêùî x : L(x) = 0, òî íå iñíó¹ øëÿõó ç êiíöåì ó âåðøèíi (1, q0, T ), äîâæèíè, ùî íå
ïåðåâèùó¹ p(|x|), òîáòî òàêîãî, ùî T ≤ p(|x|).

Ùîäî ñòði÷îê x äëÿ ÿêèõ L(x) = 0, òî ìîæíà ñêàçàòè i òàê äëÿ âñiõ ïî÷àòêîâèõ
ñòði÷îê z = z(x),äîâæèíà ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ p(|x|) âñi øëÿõè íà ãðàôi äîâæèíè íå
áiëüøå p(|x|) ìàþòü êiíöåì àáî (1, q, p(|x|)), q 6= q0 àáî (0, q0, t), t ≤ p(|x|).

Öå îçíà÷åííÿ ¹ äîñèòü ãðîìiçäêèì i íåçðó÷íèì â ðîáîòi, àëå âîíî ¹ iñòîðè÷íî
ïåðøèì îçíà÷åííÿì êëàñó NP i òîìó ìè éîãî i íàâîäèìî ïåðøèì. Çíà÷íî âäàëiøèì ¹
ïðåäèêàòíå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.9. L(x) ∈ NP ÿêùî iñíó¹ ïðåäèêàò R(x, y) ∈ P i ïîëiíîì p(s), òàêi,
ùî L ìà¹ ïîäàííÿ

L(x) = ∃y ((|y| ≤ q(|x|)) ∧R(x, y)) (1.1.1)
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Îçíà÷åííÿ 1.10. Ïîëiíîìiàëüíà çâiäíiñòü (çâiäíiñòü ïî Êàðïó)
Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïðåäèêàò L1(x) ïîëiíîìiàëüíî çâîäèòüñÿ äî L2(x), ÿêùî

iñíó¹ ôóíêöiÿ f(x) ∈ P òàêà, ùî

L1(x) = L2(f(x)). (1.1.2)

Ëåìà 1.1. ßêùî L1 % L2., òî

L2 ∈ P ⇒ L1 ∈ P,

L2 ∈ NP ⇒ L1 ∈ NP,

Îçíà÷åííÿ 1.11. Ïðåäèêàò L̄(x) íàçèâà¹òüñÿ NP− ïîâíèì, ÿêùî
1) L̄ ∈ NP
2) ∀ L ∈ NP L % L̄.

Ïðåäèêàò SAT (x)
x− äâiéêîâèé êîä ôîðìóëè ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü, çàïèñàíî¨ çà äîïîìîãîþ ëîãi-

÷íèõ çâ'ÿçîê ¬,∧,∨., SAT (x) = 1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ôîðìóëà ÷èñëåííÿ âèñëîâ-
ëþâàíü, êîä ÿêî¨ ¹ x ìà¹ ïðèíàéìíi îäíó ìîäåëü.

Òåîðåìà 1.3. (Òåîðåìà Êóêà.)
SAT (x) ¹ NP− ïîâíèì ïðåäèêàòîì.

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî â ðîçãëÿä äîïîìiæíi áóëåâi âåêòîð-çìiííi â ïî÷âòêîâèé ìîìåíò
÷àñó t = 0.

z0,1 = code(xi, q1)2, z0,2 = code(x2, ∅)2, . . . , z0,n = code(xn, ∅)2,

z0,n+1 = code(y1, ∅)2, . . . , z0,n+m = code(ym, ∅)2

À òàêîæ äîïîìiæíi áóëåâi âåêòîð-çìiííi â ìîìåíò ÷àñó t.

zt,i = code(a, ∅)2, a ∈ {0, 1,_},

äëÿ âñiõ êðiì îäíi¹¨ çàäiÿíèõ êîìiðîê ñòði÷êè, à äëÿ íå¨

zt,i0 = code(a, q)2, a ∈ {0, 1,_}, q ∈ Q

Äîâæèíè çíà÷åíü âåêòîð-çìiííèõ ¹ îäíàêîâèìè |zt,i| = ζ, çàëåæàòü ëèøå âiä êiëüêî-
ñòåé ñèìâîëiâ ó âíóòðiøíüîìó òà çîâíiøíüîìó àëôàâiòàõ ÌÒ i íå çàëåæàòü âiä ðîçìiðó
âõiäíèõ äàíèõ.

Ïðîòîêîë ðîáîòè ÌÒ
Ïðè ðîáîòi ÌÒ ç êîíêðåòíîþ ñòði÷êîþ x, y ÷åðåç T êðîêiâ, âñi áóëåâi âåêòîð-çìiííi

zt,i, 0 ≤ t ≤ T, 1 ≤ i ≤ lt = |x|+ p(|x|) + t. íàáóäóòü êîíêðåòíèõ çíà÷åíü.
Âàæëèâå çàóâàæåííÿ: çíà÷åííÿ çìiííèõ â êîìiðöi îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíi çìiñòîì

òðüîõ êîìiðîê âèùå.
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÷àñ êîä . . . êîä êîä êîä . . . êîä
0 z0,1 . . . z0,k−1 z0,k z0,k+1 . . . z0,l0

1 z1,1 . . . z1,k−1 z1,k z1,k+1 . . . z1,l1

2 z2,1 . . . z2,k−1 z2,k z2,k+1 . . . z2,l2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
t zt,1 . . . zt,k−1 zt,k zt,k+1 . . . zt,lt
t+ 1 zt+1,1 . . . zt+1,k−1 zt+1,k zt+1,k+1 . . . zt+1,lt+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
T zT,1 . . . zT,k−1 zT,k zT,k+1 . . . zT,lT
Íåõàé (u, v, w|z) íàáið áóëåâèõ âåêòîð-çìiííèõ. Ñêëàäåìî ôîðìóëó ÷èñëåííÿ âè-

ñëîâëþâàíü
F = F(a1, . . . , aζ , b1, . . . , bζ , c1, . . . , cζ , d1, . . . , dζ)

âiä 4ζ ïðîñòèõ âèñëîâëþâàíü òàê, ùî âîíà íàáóâà¹ çíà÷åííÿ iñòèíà òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ïðîñòi âèñëîâëþâàííÿ iíòåðïðåòóþòüñÿ òàê, ùî áóëåâèé âåêòîð z = (I(d1), . . . , I(dζ))
âiäïîâiäà¹ êîäó êîìiðêè îòðèìàíó çà îäèí êðîê ðîáîòè ÌÒ, ïðè çíà÷åííÿõ êîäiâ u, v, w
äëÿ òðüîõ êîìið âèùå: ui = I(ai), vi = I(bi), wi = I(ci), i = 1, 2, . . . , ζ

Îñêiëüêè R ∈ P, òë iñíó¹ ïîëiíîì h(s) òàêèé, ùî ÌÒ, îá÷èñëþ¹ çíà÷åííÿ ïðåäèêàòà
R íà ñòði÷êàõ x, y.çà ÷àñ T = h(|x|+ |p(x)|) Ïîêëàäåìî òàêîæ zT,1 = code(1, q0)2

Øóêàíà ôîðìóëà ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü

F̂ =
T−1∧
t=1

lt∧
i=1

F(a(t− 1, k − 1), b(t− 1, k), c(t− 1, k + 1), d(t, k))
∧

∧
F(a(T − 1, 1), a(T − 1, 1), c(T − 1, 2), code(1, q0)2).

Äëÿ äàíîi ñòði÷êè x ïðåäèêàò L(x) íàáóâà¹ çíà÷åííÿ iñòèíà, êîëè ôîðìóëà

F∗ := F̂ |I(a(0,1))=x1,...I(a(0,n))=xn (n = |x|)

¹ âèêîíëèâîþ, ÿê ôîðìóëà, ùî ñêëàäåíà ç ïðîñòèõ âèñëîâëþâàíü a(0, n + 1), a(0, n +
2), . . . a(0, |x|+ p(|x|)), a(1, 1), . . . , a(T − 1, lT−1).

ßêùî ôîðìóëó

F(a1, . . . , aζ , b1, . . . , bζ , c1, . . . , cζ , d1, . . . , dζ),

ïîäàòè ó âèãëÿäi ÊÍÔ, òî âîíà áóäå ìiñòèòè ñêií÷åííó êiëüêiñòü ñïiâìíîæíèêiâ (êîí'-
þíêöié), êîæåí ç ÿêèõ íå áiëüøå ÿê ñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåíòàðíèõ äèç'þíêöié. À
îòæå, ïðè áóäü-ÿêîìó âçà¹ìíî -îäíîçíà÷íîìó äâiéêîâîìó êîäóâàííi ôîðìóëè çàïèñà-
íèõ ó âèãëÿäi ÊÍÔ, äîâæèíà êîäó ÊÍÔ ôîðìóëè F áóäå îáìåæåíîþ äåÿêîþ êîí-
ñòàíòîþ C, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ëèøå ñèñòåìîþ êîìàíä ÌÒ, ùî îá÷èñëþ¹ R(x, y) i íå
çàëåæèòü âiä ðîçìiðó âõiäíèõ äàíèõ.

Ðîçìið êîäó ôîðìóëè F∗ áóäå îáìåæåíèé ÷èñëîì C cdotT · lT = C · h(|x|+ p(|x|)) ·
(|x|+ p(|x|) + h(|x|+ p(|x|))).
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Âèñíîâîê: ôóíêöiÿ f(x), ÿêà ïî çàäàíîìó x áóäó¹ êîä ôîðìóëè F∗ áóäó¹òüñÿ âèõî-
äÿ÷i ç ñèñòåìè êîìàíä ìàøèíè Òþðèíãà, ùî îá÷èñëþ¹ ïðåäèêàò R(x, y), i ¹ ïîëiíîìîì,
à îòæå ìà¹ìî ïîëiíîìiàëüíó çâiäíiñòü

L(x) = SAT (f(x)).

2 Òåîðiÿ àëãîðèòìiâ. Àëãîðèòìi÷íà ìîâà Ãüîäåëÿ

2.1 Ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨

Íåõàé N̄ ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç íóëåì. Âèçíà÷èìî êëàñ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâ-
íèõ ôóíêöié f = f(x1, x2, . . . , xk) : N̄k 7→ N̄ k = 0, 1, 2, ..., iíäóêòèâíî.

1. Áàçîâi ôóíêöi¨:

1A. Z(x) = 0 äëÿ âñiõ x ∈ N+.

1Â. N(x) = x+ 1 -ôóíêöiÿ, ùî âèäà¹ íàñòóïíèé íîìåð(next).

1Ñ Ink (x1, x2, . . . , xk, . . . xn) = xk− ïðîåêòîðè, ÿêi ç êîðòåæiâ çìiííèõ "âèðiçàþòü"ïåâíó
êîîðäèíàòó, n = 1, 2, 3, . . . , k = 1, 2, . . . , n.

2. Ïðàâèëà ïîáóäîâè íîâèõ ôóíêöié

2À. Îïåðàòîð ïiäñòàíîâêè (ñóïåðïîçèöi¨) ïðèéìà¹ íà âõiä n+ 1 ôóíêöié -

g(y1, y2, . . . , ym), hi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . ,m i ïîâåðòà¹ ôóíêöiþ

f(x1, x2, . . . , xn) = g(h1(x1, x2, . . . , xn), h2(x1, x2, . . . , xn), . . . , hm(x1, x2, . . . , xn));
(2.1.1)

2Á. Îïåðàòîð ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨ ïðèéìà¹ íà âõiä

g(x1, x2, . . . , xn) òà h(x1, x2, . . . , xn, xn+1, xn+2)

i ïîâåðòà¹ ôóíêöiþ âiä n+ 1 çìiííèõ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì

f(x1, x2, . . . , xn, 0) = g(x1, x2, . . . , xn) (2.1.2)

f(x1, x2, . . . , xn, y + 1) = h(x1, x2, . . . , xn, y, f(x1, x2, . . . , xn, y)). (2.1.3)

Îçíà÷åííÿ 2.1. 1. Áàçîâi ôóíêöi¨ ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèìè;
2. ôóíêöi¨, ÿêi îòðèìàíi çàñòîñóâàííÿì îïåðàòîðiâ ïiäñòàíîâêè àáî ïðèìiòèâíî¨

ðåêóðñi¨ äî ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèìè.
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Îçíà÷åííÿ 2.2. Äëÿ äàíî¨ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨ f, Ïîñëiäîâíiñòü, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ ç áàçîâèõ ôóíêöié, îïåðàòîðiâ ïiäñòàíîâêè, òà ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨,
ÿêi ïîòðiáíi äëÿ îòðèìàííÿ ôóíêöi¨ f, áóäåìî íàçèâàòè ïðîãðàìîþ äëÿ îá÷èñëåííÿ
çíà÷åíü öi¹¨ ôóíêöi¨.

Çðîçóìiëî, ùî îäíà i òà ñàìà ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöiÿ f ìîæå ìàòè ðiçíi
ïðîãðàìè äëÿ îá÷èñëåííÿ ¨¨ çíà÷åíü.

Ëåìà 2.1. Íåõàé g(y1, y2, . . . , yk)− ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíà (ðåêóðñèâíà) ôóíêöiÿ i
íåõàé X = {x1, x2, . . . , xn}− ìíîæèíà çìiííèõ. ßêùî z1, z2, . . . , zk ∈ X, òî ôóíêöiÿ

f(x1, x2, . . . , xn) = g(z1, z2, . . . , zk)

¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ (ðåêóðñèâíîþ).

Äîâåäåííÿ. I ßêùî zj ∈ X, òî iñíó¹ íîìåð lj : zj = xlj , i zj = Inlj(x1, x2, . . . , xn). Òîäi

f(x1, x2, . . . , xn) = g(z1, z2, . . . , zk) =

= g(Inl1(x1, x2, . . . , xn), Inl2(x1, x2, . . . , xn), . . . , Inlk(x1, x2, . . . , xn)) (2.1.4)

i çà ïðàâèëîì 2A îòðèìàíà ôóíêöiÿ ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ (ðåêóðñèâíîþ).

Íàñëiäîê 2.1. Ââåäåííÿ ôiêòèâíèõ çìiííèõ: ÿêùî g(x1, x2, . . . , xk)− ïðèìiòèâíî ðå-
êóðñèâíà (ðåêóðñèâíà )ôóíêöiÿ, f(x1, . . . , xk, xk+1) = g(x1, x2, . . . , xk) ¹ ïðèìiòèâíî
ðåêóðñèâíîþ (ðåêóðñèâíîþ ) ôóíêöiÿ

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ïîêëàñòè X = {x1, x2, . . . , xk+1}, zj = xj, j = 1, 2, . . . , k

Íàñëiäîê 2.2. Ïåðåñòàíîâêà çìiííèõ

Íàñëiäîê 2.3. Îòîòîæíåííÿ çìiííèõ

Íàñëiäîê 2.4. a) Íóëü ôóíêöiÿ Z(x1, . . . , xk) ≡ 0 ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ;

b) Ïîñòiéíà ôóíêöiÿ Cn
a (x1, . . . , xk) = a ¹ ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ;

Ïðèêëàä 2.1. Ôóíêöiÿ f(x, y) = x+ y ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ.

Çàñòîñó¹ìî îïåðàòîð ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨ äî ôóíêöié g(x) = I1
1 (x) = x, h(x) =

N(x). Çà ôîðìóëàìè 2.1.2,2.1.3 îòðèìó¹ìî

f(x, 0) = x, f(x, y + 1) = N(f(x, y)) = f(x, y) + 1 = x+ y + 1.

Ïðèêëàä 2.2. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x1, x2, . . . , xn) ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ, òîäi ôóí-
êöiÿ

S(x1, x2, . . . , xn−1, z) =
z∑
y=0

f(x1, x2, . . . , xn−1, y)

¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ.
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Äiéñíî, S(x1, x2, . . . , xn−1, 0) = f(x1, x2, . . . , xn−1, 0)

S(x1, x2, . . . , xn−1, y + 1) = S(x1, x2, . . . , xn−1, y) + f(x1, x2, . . . , xn−1, y + 1).

ßêùî a(x1, x2, . . . , xn−1)− ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ, çàñòîñóâàííÿì îïåðà-
òîðà ñóïåðïîçèöi¨ ìà¹ìî ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíó ôóíêöiþ:

H(x1, x2, . . . , xn−1) =

a(x1,x2,...,xn−1)∑
y=0

f(x1, x2, . . . , xn−1, y)

Âïðàâà. Ïîêàæiòü, ùî ôóíêöi¨ f(x, y) = x · y ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ, à ÿêùî
f(x1, x2, . . . , xn) ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ, òî i ôóíêöiÿ

P (x1, x2, . . . , xn−1, z) =
z∏
y=0

f(x1, x2, . . . , xn−1, y).

¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ.
Çàâäàííÿ. Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi ôóíêöi¨ ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèìè.

xy, δ(x) =

{
x− 1 ÿêùî x > 0

0 ÿêùî x = 0
, x

.
− y =

{
x− y ÿêùî x ≥ y

0 ÿêùî x < y
;

|x− y|; sg(x) ==

{
0 ÿêùî x = 0
1 ÿêùî x 6= 0

; sg(x) =

{
1 ÿêùî x = 0
0 ÿêùî x 6= 0

;

x!; min(x, y); min(x1, x2, . . . , xn); max(x, y); max(x1, x2, . . . , xn);

rm(x, y)− îñòà÷à âiä äiëåííÿ x íà y; qt(x, y)− ÷àñòêà âiä äiëåííÿ x íà y.

2.2 ×àñòêîâî-ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨

Ââåäåìî â ðîçãëÿä ùå îäèí îïåðàòîð äëÿ óòâîðåííÿ íîâèõ ôóíêöié.
2Ñ. Îáìåæåíèé îïåðàòîð ìiíiìiçàöi¨ àáî µ− îïåðàòîð.
Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn, y)− äåÿêà ÷àñòêîâî-âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ âiä n + 1− ¨ çìiííî¨

i x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n äåÿêèé íàáið çíà÷åíü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Ìîæëèâi òàêi âèïàäêè:

1) f(x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n, y) íå ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 0 íi ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ y;

2) f(x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n, y) ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 0 i y∗ ¹ ìiíiìàëüíèì çíà÷åííÿì, ïðè ÿêîìó

f(x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n, y

∗) = 0, àëå iñíóþòü çíà÷åííÿ y : y < y∗, òàêi, ùî çíà÷åííÿ
f(x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n, y) íå ¹ âèçíà÷åíèì;

3) f(x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n, y) ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 0 i ÿêùî y∗ ¹ ìiíiìàëüíèì çíà÷åííÿì, ïðè

ÿêîìó f(x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n, y

∗) = 0, òî äëÿ âñiõ y : y < y∗, çíà÷åííÿ f(x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n, y)

¹ âèçíà÷åíèì âiäìiííèì âiä íóëÿ ÷èñëîì.
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Îïåðàòîð ìiíiìiçàöi¨ äi¹ íàñòóïíèì ÷èíîì. Îòðèìàâøè ÷àñòêîâî-âèçíà÷åíó ôóíêöiþ
f(x1, x2, . . . , xn, y) âií ïîâåðòà¹ ÷àñòêîâî-âèçíà÷åíó ôóíêöiþ

h(x1, x2, . . . , xn) = µy[f(x1, x2, . . . , xn, y) = 0](x1, x2, . . . , xn) =

=

{
íå âèçíà÷åíà ÿêùî äëÿ çíà÷åíü x1, x2, . . . , xn ìàþòü ìiñöå âèïàäêè 1) àáî 2)

y∗ ÿêùî äëÿ çíà÷åíü x1, x2, . . . , xn ìà¹ ìiñöå âèïàäîê 3)
(2.2.1)

Ó âèïàäêó 2) çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ h ¹ íåâèçíà÷åíèì, íåçâàæàþ÷è íà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿç-
êó y∗ ðiâíÿííÿ f = 0, òîìó, ùî ìåõàíi÷íîþ ïðîöåäóðîþ ïîñëiäîâíîãî îá÷èñëåííÿ
çíà÷åíü f(x1, x2, . . . , xn, y) ïðè y = 0, 1, . . . ìè íå äîáåðåìîñÿ äî ïîòðiáíîãî çíà÷åííÿ
y∗.

Çðîçóìiëî, ùî çàñòîñóâàííÿ µ− îïåðàòîðà äî ñêðiçü âèçíà÷åíî¨ ôóíêöi¨ ìîæå ïðè-
âåñòè äî ÷àñòêîâî âèçíà÷åíî¨ ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 2.3. 1. Áàçîâi ôóíêöi¨ ¹ ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíèìè;
2. ôóíêöi¨, ÿêi îòðèìàíi çàñòîñóâàííÿì îïåðàòîðiâ ïiäñòàíîâêè, ïðèìiòèâíî¨ ðå-

êóðñi¨ àáî ìiíiìiçàöi¨ äî ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié ¹ ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíèìè.

Îçíà÷åííÿ ïðîãðàìè îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨ ââîäèòüñÿ
î÷åâèäíèì ÷èíîì. Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ íå âèçíà÷åíà
â ïåâíié òî÷öi, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî ïðè îá÷èñëåííi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â öié òî÷öi
ïðîãðàìà íå çóïèíÿ¹òüñÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.4. ×àñòêîâî-ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ, ÿêà âèçíà÷åíà äëÿ âñiõ çíà÷åíü çìií-
íèõ íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíî-ðåêóðñèâíîþ.

Îòæå, ìà¹ìî òàêi êëàñè ôóíêöié:

{ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíi} ⊆ {çàãàëüíî-ðåêóðñèâíi} ⊂ {÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíi}.

Îçíà÷åííÿ 2.5. Çãiäíî êîíöåïöi¨ Ê. Ãüîäåëÿ àëãîðèòì öå ïðîãðàìà îá÷èñëåííÿ çíà-
÷åíü äåÿêî¨ ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨.

Òåçà ×îð÷à. Êëàñ àëãîðèòìi÷íî (ìåõàíi÷íî) îá÷èñëþâàëüíèõ ôóíêöié çáiãà¹-
òüñÿ ç êëàñîì ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié.

Îçíà÷åííÿ 2.6. Ïðåäìêàò A(x1, . . . , xn) âèçíà÷åíèé íà ìíîæèíi N̄n íàçèâà¹òüñÿ
ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèì (çàãàëüíî-ðåêóðñèâíèì), ÿêùî éîãî õàðàêòåðèñòè÷íà ôóí-
êöiÿ χA(x1, . . . , xn)¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ (çàãàëüíî-ðåêóðñèâíîþ).

Ïðèêëàä 2.3. Áiíàðíèé ïðåäèêàò ”x < y” ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèì, îñêiëüêè ôóí-
êöiÿ sg(y

.
− x) ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 1 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè y > x, à â ïðîòèëåæíîìó

âèïàäêó ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 0.
Äîâåäiòü, ùî ïðåäèêàò ”x = y” ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèì.
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Îêðåìèì âèïàäêîì ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié ¹ ðåêóðñèâíi ïðåäèêàòè.

Ïðèêëàä 2.4. Äîâåäiòü, ùî óíàðíèé ïðåäèêàò Pr(x)− "x ¹ ïðîñòèì ÷èñëîì"¹
ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèì.

Íàãàäà¹ìî, ùî õàðàêòåðèñòè÷íèì ïðåäèêàòîì n− àðíîãî âiäíîøåííÿ R ⊆ N̄n íà-
çèâà¹òüñÿ ïðåäèêàò:

AR(x1, x2, . . . , xn) =

{
1 ÿêùî (x1, x2, . . . , xn) ∈ R
0 ÿêùî (x1, x2, . . . , xn) 6∈ R ,

÷àñòêîâèì õàðàêòåðèñòè÷íèì ïðåäèêàòîì n− àðíîãî âiäíîøåííÿ R ⊂ N̄n íàçèâà¹òüñÿ
÷àñòêîâî-âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ:

AR(x1, x2, . . . , xn) =

{
1 ÿêùî (x1, x2, . . . , xn) ∈ R

íå âèçíà÷åíî ÿêùî (x1, x2, . . . , xn) 6∈ R .

Îçíà÷åííÿ 2.7. n− àðíå âiäíîøåííÿ R âèçíà÷åíå íà ìíîæèíi N+ íàçèâà¹òüñÿ
ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèì (çàãàëüíî-ðåêóðñèâíèì), ÿêùî òàêèì ¹ éîãî õàðàêòåðè-
ñòè÷íèé ïðåäèêàò.

Çîêðåìà, ïðè n = 1 îòðèìó¹ìî îçíà÷åííÿ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíî¨ (çàãàëüíî-
ðåêóðñèâíî¨) ìíîæèíè (óíàðíîãî âiäíîøåííÿ): ïiäìíîæèíà M ⊆ N̄ íàçèâà¹òüñÿ
ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ (çàãàëüíî-ðåêóðñèâíîþ), ÿêùî òàêîþ ¹ ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íà
ôóíêöiÿ.

Ëåìà 2.2. Íåõàé f(x1, x2, . . . , xn)− ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà (çàãàëüíî-ðåêóðñèâíà) ôóí-
êöiÿ, òîäi ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ

f(x1, x2, . . . , xn) = 0

¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ (çàãàëüíî-ðåêóðñèâíîþ) ìíîæèíîþ

Äiéñíî, õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ ¹ î÷åâèäíî sg(f(x1, x2, . . . , xn)).

Ëåìà 2.3. Ãðàôiê ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíî¨ (çàãàëüíî-ðåêóðñèâíî¨) ôóíêöi¨ ¹ ïðèìiòèâíî-
ðåêóðñèâíîþ (çàãàëüíî-ðåêóðñèâíîþ) ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ãðàôiê ôóíêöi¨ f âiä n çìiííèõ öå n+ 1− àðíå âiäíîøåííÿ
Γf ⊆ N̄n+1 :

Γf = {(x1, x2, . . . , xn, f(x1, x2, . . . , xn))|xi ∈ N̄}.

Äëÿ ñêðiçü âèçíà÷åíèõ ôóíêöié ïðîåêöiÿ ãðàôiêà íà ïåðøi n êîîðäèíàò áóäå çáiãàòèñÿ
ç N̄n. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

sg(|xn+1 − f(x1, x2, . . . , xn)|)

¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ ãðàôiêà Γ, çâiäêè i âèïëèâà¹ ðåçóëüòàò.
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Ëåìà 2.4. 1. ßêùî A(x1, x2, . . . , xm) òàB(x1, x2, . . . , xn)− ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíi (çàãàëüíî-
ðåêóðñèâíi) ïðåäèêàòè, òî òàêèìè ¹ A ∧B,A ∨B,¬A,¬B

2. 1. ßêùî R1, R2 ⊆ −Nk ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíi (çàãàëüíî-ðåêóðñèâíi) âiäíîøåí-
íÿ, òî òàêèìè ¹ R1 ∩R2, R1 ∪R2.R1, R2,

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç î÷åâèäíèõ ôîðìóë

χ(A ∧B) = χ(A) · χ(B), χ(A ∨B) = (χ(A) + χ(B))
·
− χ(A) · χ(B) χ(¬A) = sg(χ(A))

AR1∩R2 = AR1 ∧ AR2 , AR1∪R2 = AR1 ∨ AR2 , AR1
= ¬AR1 .

Ââåäåìî îïåðàöi¨ îáìåæåíîãî êâàíòóâàííÿ ïðåäèêàòiâ A:

B1(y, x2, . . . , xn) = ∀x(x < y)A(x, x2, . . . , xn), (2.2.2)

B2(y, x2, . . . , xn) = ∃x(x < y)A(x, x2, . . . , xn), (2.2.3)

ïðè öüîìó B1(y, x2, . . . , xn) = 1 òîäi i ëèøå òîäi êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî z : z < y ìà¹
ìiñöå A(z, x2, . . . , xn) = 1, à B2(y, x2, . . . , xn) = 1 òîäi i ëèøå òîäi êîëè çíàéäåòüñÿ
z∗ : z∗ < y òàêå, ùî A(z∗, x2, . . . , xn) = 1. Çàóâàæèìî, ùî íà âiäìiíó âiä íåîáìåæåíîãî
êâàíòóâàííÿ òóò àðíiñòü ïðåäèêàòó íå çìåíøó¹òüñÿ.

Ëåìà 2.5. ßêùî A ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèé (çàãàëüíî-ðåêóðñèâíèé) ïðåäèêàò, òî
ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèìè (çàãàëüíî-ðåêóðñèâíèìè) ¹ òàêîæ i ïðåäèêàòè:

B1(y, x2, . . . , xn) = ∀xx<yA(x, x2, . . . , xn), B2(y, x2, . . . , xn) = ∃xx<yA(x, x2, . . . , xn)

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî,

χ(B1) = sg

(∏
x<y

χA(x, x2, . . . , xn)

)
;

χ(B2) = sg

(∑
x<y

χA(x, x2, . . . , xn

)
,

ùî i äîâîäèòü ëåìó.

Òåîðåìà 2.1. (Ïðî îïåðàòîð CASE). ßêùî, A1, A2, . . . , An− ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíi
(ðåêóðñèâíi) ïðåäèêàòè, íiÿêi äâà ç ÿêèõ íå ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ 1 îäíî÷àñíî, òî
ôóíêöiÿ i f1, f2, . . . , fn, fn+1− ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíi (ðåêóðñèâíi) ôóíêöi¨, òî

f(x1, . . . xn) =

{
fi(x1, x2, . . . , xn) ÿêùî Ai(x1, x2, . . . , xn) = 1
fn+1(x1, x2, . . . , xn) ÿêùî òàêîãî i íå iñíó¹.
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Äîâåäåííÿ.

f =
n∑
i=1

fi · χ(Ai) + fn+1 · sg

(
n∑
i=1

χ(Ai)

)
.

Ïðèêëàä 2.5. Ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâî-âèçíà÷åíó ôóíêöiþ

f(x) =

{ √
x ÿêùî x¹ êâàäðàòîì äåÿêîãî ÷èñëà

íå âèçíà÷åíî ÿêùî x íå ¹ êâàäðàòîì äåÿêîãî ÷èñëà

Öÿ ôóíêöiÿ ¹ ÷àñòêîâî ðåêóðñèâíîþ, áî

f(x) = µy[|y2 − x| = 0](x).

Ïðèêëàä 2.6. Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñêðiçü âèçíà÷åíó ôóíêöiþ - öiëà ÷àñòèíà êâàäðà-
òíîãî êîðåíÿ:

[
√
x] = íàéáiëüøå n : n2 ≤ x < (n+ 1)2. (2.2.4)

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî

[
√
x] = µy(sg((y + 1)2

.
− x)− 1 = 0) (2.2.5)

à îñêiëüêè âîíà ¹ ñêðiçü âèçíà÷åíîþ, òî âîíà ¹ çàãàëüíî-ðåêóðñèâíîþ.

Âèíèêà¹ ïðèðîäíå ïèòàííÿ: ÷è ¹ âîíà ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ? Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî
ÿêùî µ- îïåðàòîð äà¹ ñêðiçü âèçíà÷åíó ôóíêöiþ, òî çà ïåâíèõ óìîâ îòðèìàíà ôóíêöiÿ
áóäå íàâiòü ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ.

Òåîðåìà 2.2. (Ïðî îáìåæåíèé îïåðàòîð ìiíiìiçàöi¨) Íåõàé g(x1, . . . , xn, y), α(x1, . . . , xn)−
òàêi ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó (x1, . . . , xn) ðiâíÿííÿ

g(x1, . . . , xn, y) = 0

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, ïðè÷îìó

f(x1, x2, . . . , xn) = µy(g(x1, x2, . . . , xn, y) = 0)(x1, x2, . . . , xn) ≤ α(x1, x2, . . . , xn),

äëÿ âñiõ çíà÷åíü x1, x2, . . . , xn, òî ôóíêöiÿ f ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äåÿêèé íàáið çíà÷åíü çìiííèõ z = (z1, z2, . . . , zn) i ïîêëàäåìî
az = µy[g(z1, . . . , zn, y) = 0]. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèõ ôóí-
êöié

ui(x1, . . . , xn) =
i∏
l=0

g(x1, . . . , xn, l), i = 0, 1, 2, . . . ,
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ÿêi áóäóòü òàêèìè ÿê ñêií÷åííi äîáóòêè ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié. Íåâàæêî
áà÷èòè, ùî ÿêùî ïîêëàñòè â öèõ ôóíêöiÿõ x1 = z1, x2 = z2, . . . , xn = zn, òî áóäåìî
ìàòè

ui(z1, z2, . . . , zn) 6= 0 ïðè i = 0, 1, 2, . . . , az − 1;

i
ui(z1, z2, . . . , zn) = 0 ïðè i ≥ a.

Îòæå, êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ äîäàíêiâ ó ñóìi
∑+∞

i=0 ui(z1, z2, . . . , zn) áóäå äîðiâíþâàòè
ÿê ðàç az. Çà óìîâîþ òåîðåìè az ≤ α(z1, z2, . . . , zn), çâiäêè,

az =

α(z1,z2,...,zn)∑
i=0

sg(ui(z1, z2, . . . , zn)).

Îòæå äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó çíà÷åíü (x1, x2, . . . , xn) ôóíêöiþ

µy[g(x1, x2, . . . , xn, y) = 0](x1, x2, . . . , xn)

ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:

µy[g(x1, x2, . . . , xn, y) = 0](x1, x2, . . . , xn) =

α(x1,x2,...,xn)∑
i=0

sg(ui(x1, x2, . . . , xn))

i âîíà ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ.

Îáìåæåíèé µ− îïåðàòîð, ìîæíà çàñòîñîâóâàòè i äî ïðåäèêàòiâ. Âií ïåðåòâîðþ¹ n−
ìiñòíèé ïðåäèêàò A(x1, x2, . . . , xn) íà ôóíêöiþ, ÿêà çàëåæèòü âiä n çìiííèõ z, x2, . . . , xn
:

(µyy<zA)(z, x2, . . . , xn) =

{
y y < z ¹ íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿA(x, x2, . . . , xn) = 1
z ÿêùî âêàçàíå ðiâíÿííÿ íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó

(2.2.6)
Ïðè öüîìó, ÿêùî ïðåäèêàò A áóâ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèì, òî òàêîþ áóäå i îòðèìàíà
ôóíêöiÿ. Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ Ui(x2, . . . , xn) =

∏i
l=0(A(l, x2, . . . , xn) − 1), i =

0, 1, 2, . . . . ßêùî y : A(y, x2, . . . , xn) = 1, òî äëÿ âñiõ i : i ≥ y ìà¹ìî Ui(x2, . . . , xn) = 0.
Òåïåð, ëåãêî áà÷èòè, ùî ïîòðiáíó ôóíêöiþ ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

µyy<zA)(z, x2, . . . , xn) =
z∑
i=0

Ui(x2, . . . , xn)

Ïðèêëàä 2.7. Ôóíêöiÿ, [
√
x] áóëà îòðèìàíà çàñòîñóâàííÿì îïåðàòîðà ìiíiìiçàöi¨

(äèâ. (2.2.4)). Îñêiëüêè, [
√
x] ≤ x, òîáòî âîíà îáìåæó¹òüñÿ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ

ôóíêöi¹þ, òî [
√
x], çà äîâåäåíîþ òåîðåìîþ, ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ.

Âàæëèâèì ïðèêëàäîì ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨ ¹ êâàäðàòè÷íà îñòà÷à
q(x) = x

.
− [
√
x]2. Ïðî öå ñâiä÷èòü íàñòóïíà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2.3. (Ðîáiíñîí.) Âñi ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨ âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ ìî-
æóòü áóòè îòðèìàíi ç ôóíêöié N(x), q(x) = x

.
− [
√
x]2 çàñòîñóâàííÿì ñêií÷åííî¨

êiëüêîñòi îïåðàöié äîäàâàííÿ +, ñóïåðïîçèöié ∗ i îïåðàòîðà ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨ J
(iòåðóâàííÿ ôóíêöié) g(x)→ J [g](x), äiÿ ÿêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

J [g](0) = 0, J [g](n+ 1) = g(J [g](n)), (2.2.7)

äå g - ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ.

Ïðèêëàä. Ôóíêöiÿ f(x) = x ìîæå áóòè îòðèìàíà íàñòóïíèì ÷èíîì:

J [N ] : f(0) = 0, f(x+ 1) = N(f(x)),

à ôóíêöiþ òîòîæíèé íóëü Z(x) ìîæíà îòðèìàòè òàê

J [x] : Z(0) = 0, Z(x+ 1) = Z(x).

ßê âiäîìî, äåêàðòiâ äîáóòîê çëi÷åííèõ ìíîæèí ¹ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ, çîêðåìà,
òàêîþ ¹ ìíîæèíà N× N. �¨ åëåìåíòè ìîæíà çàïèñàòè ó íåñêií÷åííó òàáëèöþ:

(0, 0) (0, 1) (0, 2) . . . (0, n) . . .
(1, 0) (1, 1) (1, 2) . . . (1, n) . . .
(2, 0) (2, 1) (2, 2) . . . (2, n) . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

(n, 0) (n, 1) (n, 2) . . . (n, n) . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

i âêàçàòè ñïîñiá íóìåðàöi¨ åëåìåíòiâ öi¹¨ òàáëèöi, òîáòî ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ c(x, y),
ÿêà êîæíié ïàði (x, y) ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ¨¨ íîìåð. Íàñ öiêàâëÿòü òàêi íóìåðàöi¨,
ïðè ÿêèõ âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ c(x, y) ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ. Êàíòîðîâñüêèé ñïîñiá
íóìåðàöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

0 1 3 6 10 . . .
2 4 7 11 . . . . . .
5 8 12 . . . . . . . . .
9 13 . . . . . . . . . . . .
14 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ íüîãî c(x, y) = qt((x + y) · N(x + y), 2) + x i öÿ ôóíêöiÿ
¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíî. Ââåäåìî â ðîçãëÿä ôóíêöi¨ l(x) òà r(x), ÿêi ïîâåðòàþòü
ïåðøó òà âiäïîâiäíî äðóãó êîîðäèíàòè ïàðè ç íîìåðîì x, òîáòî äëÿ íèõ ïîâèííà
ñïðàâäæóâàòèñÿ òîòîæíiñòü:

c(l(x), r(x)) = x.

Ïðèêëàä 2.8. Ôóíêöi¨ l(x), r(x) ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèìè.
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Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî ââåäåìî â ðîçãëÿä ôóíêöiþ s(x), ÿêà ïîâåðòà¹ ñóìó êîîðäèíàò
ïàðè ç íîìåðîì x, i äîâåäåìî ¨¨ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíiñòü. Îñêiëüêè,

c(x, y) =
(x+ y)(x+ y + 1)

2
+ x,

òî z = x+ y ¹ íàéáiëüøèì ðîçâ'ÿçêîì íåðiâíîñòi z(z+ 1)/2 ≤ c(x, y). Öþ óìîâó ìîæíà
âèðàçèòè çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà ìiíiìiçàöi¨ íàñòóïíèì ÷èíîì:

s(n) = µz[sg(qt((z + 2) · (z + 1), 2)
.
− n) = 0](n).

Î÷åâèäíî, øî s(n) ≤ n i çà òåîðåìîþ 2.2 ôóíêöiÿ s(n), à îòæå i ôóíêöi¨ l(n) = n
.
−

qt(s(n)(s(n) + 1), 2), r(n) = s(n)
.
− l(n) ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèìè.

Ïðèêëàä 2.9. Âàæëèâèì ïðèêëàäîì ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ Ãüîäåëÿ

Γ(x, y) = rm(l(x), (y + 1) · r(x) + 1). (2.2.8)

�¨ êîðèñíiñòü îáóìîâëþ¹òüñÿ òàêîþ âëàñòèâiñòþ.

Ëåìà 2.6. Äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë a0, a1, . . . , an ∈ N̄, ñèñòåìà
ðiâíÿíü 

Γ(x, 0) = a0

Γ(x, 1) = a1

. . . . . . . . .
Γ(x, n) = an

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x.

Äîâåäåííÿ. Ñïðîáó¹ìî âêàçàòè ÷èñëà u, v òàêi, ùî êàíòîðîâèé íîìåð c(u, v) áóâ ðîçâ'ÿç-
êîì äàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Çà îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ Ãüîäåëÿ (2.2.8), íàì ïîòðiáíî ïiäi-
áðàòè öi ÷èñëà òàê, ùîá âèêîíóâàëèñü ñïiââiäíîøåííÿ

rm(u, (y + 1) · v + 1) = ay, (y = 0, 1, 2, . . . , n). (2.2.9)

Öÿ ñèñòåìà ðiâíîñòåé åêâiâàëåíòíà âèêîíàííþ äâîõ óìîâ

1) u− ay äiëèòüñÿ íà (y + 1) · v + 1;

2) (y + 1) · v + 1 > ay,

y = 0, 1, 2, . . . , n. Ïîêëàäåìî

v =

(
1 + n+

n∑
i=0

ai

)
!, my = (y + 1)v + 1.

Äëÿ òàêîãî v óìîâà 2) áóäå î÷åâèäíî âèêîíàíà, áiëüø òîãî, ÷èñëà m0,m1, . . . ,mn

áóäóòü ïîïàðíî âçà¹ìíî-ïðîñòèìè. Ñïðàâäi, äëÿ i, j : 0 ≤ i < j ≤ n ìà¹ìî mj −mi =
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(j− i)v. Î÷åâèäíî, ùî ÷èñëî v äiëèòüñÿ íà j− i < n. ßêáè ÷èñëà mi,mj ìàëè ñïiëüíèé
ïðîñòèé äiëüíèê, òî âií ìàâ áè áóòè äiëüíèêîì i äëÿ v, àëå ç îçíà÷åííÿ ÷èñåë mi

âèïëèâà¹, ùî ¹äèíèì ¨õ ñïiëüíèì äiëüíèêîì ç ÷èñëîì v ¹ 1. Îòæå, mi,mj ¹ âçà¹ìíî-
ïðîñòèìè. Ïîêëàäåìî

M =
n∏
i=1

mi, Mi =
M

mi

,

äå ÷èñëà Mi òà mi ¹ òàêîæ âçà¹ìíî-ïðîñòèìè. Òîäi ìà¹ìî ðîçêëàä îäèíèöi:

Mi · zi −mi · wi = 1.

Òåïåð ìîæíà âèçíà÷èòè çíà÷åííÿ u, ïîêëàäåìî

u =
n∑
i=0

aiMizi.

Çâåðíåìî óâàãó, ùî äëÿ äîâiëüíîãî mi âñi ÷ëåíè öi¹¨ ñóìè îêðiì i-ãî äiëÿòüñÿ íà mi.
Ùî ñòîñó¹òüñÿ äîäàíêà aiMizi, òî ÿê âèïëèâà¹ ç ðîçêëàäó îäèíèöi, îñòà÷à âiä äiëåííÿ
Mizi íà mi äîðiâíþ¹ îäèíèöi, à îòæå îñòà÷à âiä äiëåííÿ âñüîãî äîäàíêà íà mi áóäå
äîðiâíþâàòè ai.

Îòæå, rm(u,mi) = ai, i óìîâà 1) i (2.2.9) âèêîíàíi.

Íóìåðàöiþ òðiéîê, ÷åòâiðîê i ò.ä ìîæíà ââåñòè çà iíäóêöi¹þ. Ââåäåìî êàíòîðîâñüêi
íóìåðàöi¨ ìíîæèí Nn òà ïðîåêöi¨ íîìåðiâ íà âiäïîâiäíi êîîðäèíàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

c(2)(x1, x2) = c(x1, x2), π
(2)
1 (n) = l(n), π

(2)
2 (n) = r(n),

c(m+1)(x1, x2, . . . , xm, xm+1) = cm(c(x1, x2), . . . , xm, xm+1)

π
(m+1)
i (n) =


π

(m)

i
.
−1

(n) ÿêùî i > 2

r(π
(m)
1 (n)) ÿêùî i = 2

l(π
(m)
1 (n)) ÿêùî i = 1

Ïðèêëàä 2.10. Íåõàé Pr(x)− ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèé ïðåäèêàò "x ¹ ïðîñòèì ÷è-
ñëîì,"òîäi ôóíêöiÿ

π(x) =
∑
y≤x

Pr(y)

äà¹ êiëüêiñòü ïðîñòèõ ÷èñåë, ùî íå ïåðåâèùóþòü ÷èñëà x, i ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ.

Ââåäåìî â ðîçãëÿä íóìåðóþ÷ó ôóíêöiþ p(x) äëÿ ìíîæèíè ïðîñòèõ ÷èñåë, ÿêà
âèäà¹ ïðîñòå ÷èñëî ïî çàäàíîìó ïîðÿäêîâîìó íîìåðó (ïî÷èíàþ÷è ç íóëÿ), òîáòî p(0) =
2, p(1) = 3, p(2) = 5, p(3) = 7, p(4) = 11, . . . . Îñêiëüêè ìíîæèíà ïðîñòèõ ÷èñåë, ùî
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íå ïåðåâèùóþòü p(n) ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷èñåë p(0), p(1), p(2), . . . , p(n − 1), p(n), òî ìà¹ìî
òîòîæíiñòü

π(p(n)) = n+ 1.

Âèõîäÿ÷è ç íå¨, ôóíêöiþ p(n) ìîæíà îòðèìàòè çà äîïîìîãîþ îáìåæåíîãî îïåðàòîðà
ìiíiìiçàöi¨ íàñòóïíèì ÷èíîì:

p(n) = µx[|π(x)− (n+ 1)| = 0](n).

Äëÿ çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 2.2 çàëèøèëîñÿ îáìåæèòè ôóíêöiþ p(n) ïåâíîþ ïðèìiòèâíî-
ðåêóðñèâíîþ ôóíêöiþ. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî n äîâåäiòü, ùî p(n) ≤ 22n .

Ïðèêëàä 2.11. Ââåäåìî â ðîçãëÿä ôóíêöiþ ex(x, y), ÿêà ïîâåðòà¹ ñòåïiíü, â ÿêîìó
ïðîñòå ÷èñëî ç íîìåðîì x âõîäèòü â ðîçêëàä ÷èñëà y â äîáóòîê ñòåïåíiâ ïðîñòèõ
÷èñåë, òîáòî çà îçíà÷åííÿì y = p(x)ex(x,y) · z, rm(z, p(x)) 6= 0.

Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî öÿ ôóíêöiÿ ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ çíîâó ñêîðèñòà-
¹ìîñÿ òåîðåìîþ 2.2 ïðî îáìåæåíèé îïåðàòîð ìiíiìiçàöi¨. Âðàõîâóþ÷è, ùî ex(x, y) ¹
íàéáiëüøèì ðîçâ'ÿçêîì z ðiâíÿííÿ rm(y, p(x)z) = 0, öþ ôóíêöiþ ìîæíà âèçíà÷èòè
íàñòóïíèì ÷èíîì

ex(x, 0) = 0, ex(x, y) = µu[sg
(
rm(y, (p(x))N(u))

)
= 0].

Î÷åâèäíà îöiíêà ex(x, y) ≤ y çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Ïðèêëàä 2.12. Ôóíêöiÿ Φ(n), ÿêà ïîâåðòà¹ ÷èñëî Ôiáîíà÷i ç íîìåðîì n âèçíà÷à¹-
òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Φ(0) = Φ(1) = 1, Φ(n+ 1) = Φ(n) + Φ(n− 1).

Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî îïåðàòîð ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨, äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ
ôóíêöi¨ â òî÷öi y+1 çâåðòà¹òüñÿ äî ¨¨ çíà÷åííÿ â ïîïåðåäíié òî÷öi y, à äëÿ îá÷èñëåííÿ
÷èñåë Ôiáîíà÷i òðåáà çíàòè äâà ïîïåðåäíi çíà÷åííÿ. Äîäàòêîâi êîìiðêè ïàì'ÿòi ìîæíà
ñòâîðèòè ñêîðèñòàâøèñü îñíîâíîþ òåîðåìîþ àðèôìåòèêè ïðî ðîçêëàä íàòóðàëüíîãî
÷èñëà â äîáóòîê ñòåïåíiâ ïðîñòèõ ÷èñåë, à òàêîæ ââåäåíîþ âèùå ôóíêöi¹þ ex(x, y).
Ââåäåìî â ðîçãëÿä äîïîìiæíó ôóíêöiþ

Ψ(x) = 2Φ(x) · 3Φ(x+1)

i äîâåäåìî ¨¨ ïðèìiòèâíó-ðåêóðñèâíiñòü. Âiäïîâiäíèé îïåðàòîð ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨
áóäå ìàòè âèãëÿä Ψ(0) = 6

Ψ(x+ 1) = 2ex(1,Ψ(x)) · 3ex(0,Ψ(x))+ex(1,Ψ(x)).

Òåïåð ïðèìiòèâíà ðåêóðñèâíiñòü ôóíêöi¨ Φ(n) âèïëèâà¹ ç î÷åâèäíî¨ ðiâíîñòi.

Φ(n) = ex(0,Ψ(n)).

Íàâåäåíèé âèùå ïðèéîì óçàãàëüíþ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2.4. (Ïðî çâîðîòíó ðåêóðñiþ).
Íåõàé αi(x), i = 1, 2, . . . , s− íàáið ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié, ùî çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíîñòi αi(x+ 1) ≤ x i ôóíêöi¨ g(x1, x2, . . . , xn),
h(x1, x2, . . . xn, y, z1, z2, . . . , zs) ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèìè, òî ôóíêöiÿ f = f(x1, x2, . . . , xn, y),
ÿêà îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíà ðiâíîñòÿìè

f(x1, x2, . . . , xn, 0) = g(x1, x2, . . . , xn);

f(x1, x2, . . . , xn, y + 1) =

h(x1, x2, . . . xn, y, f(x1, x2, . . . , xn, α1(y + 1)), . . . , f(x1, x2, . . . , xn, αs(y + 1))) (2.2.10)

¹ òàêîæ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ.

Ïîðiâíþþ÷è öi ðiâíîñòi ç îçíà÷åííÿì îïåðàòîðà ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨ (2.1.2), (2.1.3)
ìè áà÷èìî, ùî ïðè s = 1 i α1(x) = x

.
− 1. âîíè âèçíà÷àþòü îïåðàòîð ïðèìiòèâíî¨

ðåêóðñi¨.

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî â ðîçãëÿä íîâó ôóíêöiþ

F (x1, . . . , xn, y) =

y∏
i=0

p(i)f(x1,...,xn,i).

Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî u : u ≤ y ìà¹ ìiñöå

f(x1, . . . , xn, u) = ex(u, F (x1, . . . , xn, y)).

Îñêiëüêè çà óìîâîþ òåîðåìè αi(y + 1) ≤ y, òî ìà¹ìî

f(x1, . . . , xn, αi(y + 1)) = ex(αi(y + 1), F (x1, . . . , xn, y)). (2.2.11)

Ïîáóäó¹ìî ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíó ñõåìó äëÿ îá÷èñëåííÿ F. Ç ¨¨ îçíà÷åííÿ âèïëèâà-
þòü ôîðìóëì

F (x1, . . . , xn, 0) = p(0)g(x1,...,xn);

F (x1, . . . , xn, y + 1) = F (x1, . . . , xn, y) · p(y + 1)f(x1,...,xn,y+1).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (2.2.10) òà (2.2.11) îòðèìó¹ìî

F (x1, . . . , xn, y + 1) =

= F (x1, . . . , xn, y) · p(y + 1)h(x1,x2,...xn,y,f(x1,x2,...,xn,α1(y+1)),...,f(x1,x2,...,xn,αs(y+1))) =

= F (x1, . . . , xn, y) · p(y + 1)h(x1,x2,...xn,y,ex(α1(y+1),F (x1,...,xn,y)),...,ex(αs(y+1),F (x1,...,xn,y)))

Òåïåð öi ñïiââiäíîøåííÿ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

F (x1, . . . , xn, 0) = G(x1, . . . , xn);

F (x1, . . . , xn, y + 1) = H(x1, . . . , xn, y, F (x1, . . . , xn, y)),
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äå
G(x1, . . . , xn) = p(0)g(x1,...,xn);

H(x1, . . . , xn, y, z) = z · p(y + 1)h(x1,x2,...xn,y,ex(α1(y+1),z),...,ex(αs(y+1),z)).

Îòæå, îòðèìàíà ñõåìà ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨ äëÿ ôóíêöi¨ F, ç ÿêî¨ îòðèìó¹òüñÿ ôóíêöiÿ

f(x1, . . . , xn, y) = ex(y, F (x1, . . . , xn, y)).
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2.3 Ðåêóðñèâíi òà ðåêóðñèâíî-çëi÷åííi ìíîæèíè

Îçíà÷åííÿ 2.8. Ìíîæèíà R ⊂ N̄ íàçèâà¹òüñÿ ðåêóðñèâíî çëi÷åííîþ, ÿêùî iñíó¹
òàêà ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ f = f(x, y), òàêà, ùî ðiâíÿííÿ f(a, x) = 0 (a -
ïàðàìåòð, x - íåâiäîìå) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i ëèøå òîäi, êîëè a ∈ R

Òåîðåìà 2.5. Äîâiëüíà ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà ìíîæèíà ¹ ðåêóðñèâíî çëi÷åííîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé R - ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà ìíîæèíà, òîäi ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íèé ïðå-
äèêàò χR(x) ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ (ðåêóðñèâíîþ) ôóíêöi¹þ. Ùîá äîâåñòè. ùî R
¹ ðåêóðñèâî-çëi÷åííîþ, òðåáà ïiäiáðàòè ôóíêöiþ ôóíêöiþ f(x, y), ÿêà áóäå ñòîÿòè ó
ëiâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ðiâíÿííÿ sg(χR(a)) + x = 0 - ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
òîäi i ëèíå òîäi, ÿêùî êîëè χR(a) = 1, òîáòî êîëè a ∈ R

Òåîðåìà 2.6. Ìíîæèíà R ðåêóðñèâíî çëi÷åííà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà çáiãà¹-
òüñÿ ç îáëàñòþ çíà÷åíü äåÿêî¨ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(x) - ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà
¨¨ çíà÷åíü R ¹ ðåêóðñèâíî çëi÷åííîþ. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ: |f(x) − a| = 0. ßêùî ïà-
ðàìåòðó a íàäàòè çíà÷åííÿ ç ìíîæèíè R, òî ðiâíÿííÿ áóäå ìàòè ðîçâ'ÿçêè, à ÿêùî
a 6∈ R, òî ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íåìà¹. Îòæå, ìíîæèíà çíà÷åíü ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíî¨
ôóíêöi¨ ¹ ðåêóðñèâíî çëi÷åííîþ.

Íàâïàêè ïðèïóñòèìî, R - ðåêóðñèâíî çëi÷åííà ìíîæèíà. Ïiäáåðåìî òàêó ôóíêöiþ,
ùîá R ñòàëà îáëàñòþ çíà÷åíü öi¹¨ ôóíêöi¨. Íåõàé F (a, x) òàêà ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíà
ôóíêöiÿ, ùî F (a, x) = 0 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi êîëè a ∈ R. Ïîêëàäåìî

f(t) = l(t)sg(F (l(t), r(t))) + b · sg(F (l(t), r(t))),

äå l(t), r(t) - ëiâà òà ïðàâà êîîðäèíàòè ïàðè ç êàíòîðîâñüêèì íîìåðîì ðiâíèì t, b ∈ R−
äåÿêèé åëåìåíò. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî t âèêîíó¹òüñÿ F (l(t), r(t)) = 0. Òîäi
f(t) = l(t) ∈ R. ßêùî æ F (l(t), r(t)) 6= 0, òî f(t) = b ∈ R. Îòæå, îáëàñòü çíà÷åíü
íàøî¨ ôóíêöi¨ ëåæèòü â R.

Ïîêàæåìî, ùî âñi åëåìåíòè a ∈ R ¹ çíà÷åííÿìè íàøî¨ ôóíêöi¨. ßêùî a ∈ R, òî
ðiâíÿííÿ F (a, x) = 0 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, ïîçíà÷èìî éîãî ÷åðåç x∗ i ïîêëàäåìî t∗ = c(a, x∗).
Îñêiëüêè, l(c(a, x∗)) = a, òî f(t∗) = a.

Òåîðåìà 2.7. Îá'¹äíàííÿ i ïåðåòèí ñêií÷åííîãî ÷èñëà ðåêóðñèâíî çëi÷åííèõ ìíîæèí
¹ ðåêóðñèâíî çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. A1, A2, ...Am - ìíîæèíè. Ç êîæíîþ ìíîæèíîþ çâ'ÿçàíå ðåêóðñèâíî çëi÷åí-
íi ðiâíÿííÿ: F1(a, x) = 0 F2(a, x) = 0 Fm(a, x) = 0 ðiâíÿííÿ äëÿ îá'¹äíàííÿ

⋃
iAi áóäå

òàêèì
∏n

i=1 fi(a, xi) = 0. À äëÿ ïåðåòèíó -
∑n

i=1 Fi(a, xi) = 0
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Òåîðåìà 2.8. (Òåîðåìà Ïîñòà.) ßêùî ìíîæèíà À i ¨¨ äîïîâíåííÿ A ðåêóðñèâíî çëi-
÷åííi, òî âîíè ¹ çàãàëüíî-ðåêóðñèâíèìè ìíîæèíàìè.

Äîâåäåííÿ. ßêùî òà A - ðåêóðñèâíî çëi÷åííi, òî iñíóþòü ôóíêöi¨ f = f(a, x), g =
g(a, x), ùî f(a, x) = 0 (g(a, x) = 0) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i ëèøå òîäi, êîëè a ∈ A (a ∈ A).
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

h(a) = µx(f(a, x) · g(a, x) = 0)

µx - íàéìåíøå x, ùî ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ f(a, x) · g(a, x) = 0. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ
F (a) = sgf(a, h(a)), ùî ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ ìíîæèíè A. ßêùî a ∈ A, òî
h(a) íàáóäå çíà÷åííÿ íàéìåíøîãî ðîçâ'ÿçêó, òîäi f(a, h(a)) = 0, çâiäêè F (a) = 1. ßêùî
æ a 6∈ A, òî a ∈ A i g(a, h(a)) = 0 i f(a, h(a)) 6= 0. Çâiäêè, F (a) = sgf(a, h(a)) = 0.Îòæå,
ôóíêöiÿ F (a) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ ìíîæèíè A, à îñêiëüêè âîíà îòðèìàíà ç
ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèõ iç çàñòîñóâàííÿì îïåðàòîðà ìiíiìiçàöi¨, òî âîíà ¹ çàãàëüíî-
ðåêóðñèâíîþ. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà A ¹ çàãàëüíî-ðåêóðñèâíîþ. Òîäi çà ëåìîþ 2.4 ¨¨
äîïîâíåííÿ ¹ òàêîæ çàãàëüíî-ðåêóðñèâíîþ.

Îçíà÷åííÿ 2.9. Âiäíîøåííÿ R ⊂ N̄k íàçèâà¹òüñÿ ðåêóðñèâíî çëi÷åííèì, ÿêùî ìíî-
æèíà ¨¨ êàíòîðîâñüêèõ íîìåðiâ ck(R) ⊂ N̄ ¹ ðåêóðñèâíî çëi÷åííîþ.

Óçàãàëüíåííÿì òåîðåìè 2.6 ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.9. (Ïðî ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíó ïàðàìåòðèçàöiþ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííèõ
ìíîæèí.)

Âiäíîøåííÿ R ⊆ N̄k ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíóþòü
ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨ φ1(t), φ2(t), . . . , φk(t) :

R = {(φ1(t), φ2(t), . . . , φk(t))|t ∈ N̄}.

Äîâåäåííÿ. ⇐ .Îáëàñòü çíà÷åíü ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨ ck(φ1(t), φ2(t), . . . , φk(t))
çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ êàíòîðîâèõ íîìåðiâ ìíîæèíè L i çà òåîðåìîþ 2.6 ¹ ðåêóðñèâíî-
çëi÷åííîþ.
⇒ . Íåõàé ìíîæèíà ck(L) êàíòîðîâèõ íîìåðiâ ìíîæèíè L ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ,

òîäi, çà òåîðåìîþ 2.6, iñíó¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ ψ(t) : Imψ = ck(L), çâiäêè
îòðèìó¹ìî øóêàíó ïàðàìåòðèçàöiþ

L = {(πk1(ψ(t)), πk2(ψ(t)), . . . , πkk(ψ(t)))|t ∈ N̄}.

Òåîðåìà 2.10. Ïiäìíîæèíà L ⊆ N̄k ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
iñíó¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ f(x1, x2, . . . , xk, y1, y2, . . . , ym) òàêà, ùî ðiâíÿí-
íÿ

f(a1, a2, . . . , ak, y1, y2, . . . , ym) = 0

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (y1, y2, . . . , ym) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè (a1, a2, . . . , ak) ∈ L.
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Äîâåäåííÿ. ⇒ . ßêùî ìíîæèíà L ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ, òî çà ïîïåðåäíüîþ òå-
îðåìîþ âîíà äîïóñêà¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíó ïàðàìåòðèçàöiþ. Òîäi ðiâíÿííÿ

k∑
j=1

|aj − φj(t)| = 0

áóäå ìàòè ðîçâ'ÿçîê òîäi i ëèøå òîäi, êîëè (a1, a2, . . . , ak) ∈ L.
⇐ . Íåõàé L ìíîæèíà íàáîðiâ ïàðàìåòðiâ (a1, a2, . . . , ak), ïðè ÿêèõ ðiâíÿííÿ

f(a1, a2, . . . , ak, y1, y2, . . . , ym) = 0

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê. Ïîêëàäåìî

h(x, y) = f(πk1(x), πk2(x), . . . , πkk(x), πm1 (y), πm2 (y), . . . , πmm(y));

ðiâíÿííÿ h(a, y) = 0 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a ¹ êàíòîðîâèì íîìåðîì
íàáîðó (a1, a2, . . . , ak), äëÿ ÿêîãî ðiâíÿííÿ f(a1, a2, . . . , ak, y1, y2, . . . , ym) = 0 ìà¹ ðîçâ'ÿ-
çîê. Îñêiëüêè h− ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ, òî ìíîæèíà òàêèõ a, à çíà÷èòü i
ìíîæèíà òàêèõ íàáîðiâ (a1, a2, . . . , ak) ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ.

Òåîðåìà 2.11. ßêùî ãðàôiê âñþäè âèçíà÷åíî¨ ôóíêöi¨ y = f(x) ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííà
ìíîæèíà, òî öÿ ôóíêöiÿ ¹ çàãàëüíî-ðåêóðñèâíîþ.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ òåîðåìè ãðàôiê ôóíêöi¨ f - ìíîæèíà Γ = {(x, f(x))|x ∈ N̄} ¹
ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ. Òîáòî ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ ìíîæèíà ¨¨ êàíòîðîâñüêèõ íî-
ìåðiâ - Γ1 = {c2(x, f(x))|x ∈ N̄} ⊆ N̄. Çà òåîðåìîþ 2.6, iñíó¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà
ôóíêöiÿ ψ òàêà, ùî Imψ = Γ1. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ |t − l(ψ(x))| = 0, äå x íåâiäî-
ìà, t− ïàðàìåòð. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ¹ ñêðiçü âèçíà÷åíîþ, òî äëÿ äîâiëüíîãî çíà-
÷åííÿ t òî÷êà (t, f(t)) ∈ Γ íàëåæèòü ãðàôiêó, à îòæå, x = c2(t, f(t)) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
âêàçàíîãî ðiâíÿííÿ. Áiëüø òîãî, öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ ¹äèíèì, àäæå äëÿ êîæíîãî t iñíó¹
òî÷íî îäíà òî÷êà ãðàôiêà, ïåðøà êîîðäèíàòà ÿêî¨ äîðiâíþ¹ t. Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ
µx[|t− l(ψ(x))| = 0](t) ¹ ñêðiçü âèçíà÷åíîþ i ψ(µx[|t− l(ψ(x))| = 0](t)) = c2(t, f(t)). Òîäi
äëÿ ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ìî

f(t) = r(ψ(µx[|t− l(ψ(x))| = 0](t))),

ùî îçíà÷à¹, ùî âîíà ¹ çàãàëüíî-ðåêóðñèâíîþ.

Îçíà÷åííÿ 2.10. Íåõàé V ⊂ N+ i F = {f1(x1, . . . , xn1), f2(x1, . . . , xn2), . . . , fk(x1, . . . , xnk)}−
ñóêóïíiñòü ôóíêöié (ni− ìiñòíèõ îïåðàöié íà N). Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè U ⊂ N
ïîêëàäåìî

F (U) = {fi(u1, u2, . . . , uni)|uj ∈ U, j = 1, 2, . . . , ni, i = 1, 2, . . . k}
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Âèçíà÷èìî ìíîæèíó F k(V ) iíäóêòèâíî:

F (0)(V ) = V

F (k+1)(V ) = F

(
k⋃
i=0

F (i)(V )

)
, k = 1, 2, . . . .

Ìíîæèíó

V F =
+∞⋃
k=0

F (k)(V )

áóäåìî íàçèâàòè çàìèêàííÿì ìíîæèíè V âiäíîñíî ñóêóïíîñòi îïåðàöié F.
Ìíîæèíó V F ìîæíà âèçíà÷èòè, ÿê íàéìåíøó ïî âêëþ÷åííþ ìíîæèíó, ùî ìi-

ñòèòü V i çàìêíåíà âiäíîñíî ââåäåíèõ îïåðàöié.

Òåîðåìà 2.12. Íåõàé V− ðåêóðñèâíî çëi÷åííà ìíîæèíà i F− ñóêóïíiñòü ïðèìi-
òèâíî ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié, òîäi V F ¹ ðåêóðñèâíî çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé φ(x)− ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî Imφ = V, òîäi åëå-
ìåíòàìè ìíîæèíè V F ¹ òåðìè (ôóíêöiîíàëüíi ôîðìè) âiä çìiííèõ φ(z), z = 0, 1, 2, . . . .
Ïîáóäó¹ìî íóìåðàöiþ ν ìíîæèíè òåðìiâ iíäóêòèâíî:

ν(φ(z)) = 3z;

öèì ìè âèçíà÷èëè íóìåðàöiþ íà V. Äàëi çà iíäóêöi¹þ: ßêùî ôóíêöiÿ ν âèçíà÷å-
íà íà F (k)(V ), òî ¨¨ çíà÷åííÿ íà F (k+1)(V ) âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: ßêùî
fi(t1, t2, . . . , tni) ∈ F (k+1)(V ), ti ∈ F (k)(V ), òî

ν(fi(t1, t2, . . . , tni)) = 2ip(1)ν(t1)p(2)ν(t2) . . . p(ni)
ν(tni ).

Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ g : g(n) îáëàñòü çíà÷åíü ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ç V F .

g(n+ 1) = fs(g(ex(1, n+ 1)), g(ex(2, n+ 1)), . . . , g(ex(ns, n+ 1))), ÿêùî ex(0, n+ 1) = s;

s = 1, 2, . . . , k.
g(n+ 1) = φ(ex(1, n+ 1)), äëÿ iíøèõ çíà÷åíü n.

Îñêiëüêè ex(u, n+1) ≤ n, çà òåîðåìîþ ïðî ãëèáîêó ðåêóðñiþ ìà¹ìî ïðèìiòèâíó ðåêóð-
ñèâíiñòü ôóíêöié âñiõ ôóíêöié, ùî ñòîÿòü â ïðàâié ÷àñòèíi. Çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè ïðî
îïåðàòîð CASE äà¹ íàì ïðèìiòèâíó ðåêóðñèâíiñòü âñi¹¨ ôóíêöi¨ g(n). Iíäóêöi¹þ ïî n
ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ÿêùî n ¹ íîìåðîì ïåâíîãî òåðìà, òî g(n) ¹ éîãî çíà÷åííÿì.

Óçàãàëüíèìî îçíà÷åííÿ 2.10 íà âåêòîðíèé âèïàäîê.
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Îçíà÷åííÿ 2.11. Íåõàé V ⊂ N̄m i F = {f1(x1, . . . , xn1), f2(x1, . . . , xn2), . . . , fk(x1, . . . , xnk)}−
ñóêóïíiñòü âåêòîð-ôóíêöié (ni− ìiñòíèõ îïåðàöié íà N̄m), äå xi = (xi1, xi2, . . . , xim),

fi = (fi1(x1, . . . , xni), fi2(x1, . . . , xni), . . . , fim(x1, . . . , xni)), i = 1, 2, . . . , k.

Òîäi îçíà÷åííÿ ìíîæèí F k(V ) òà çàìèêàííÿ V F ìíîæèíè V äîñëiâíî ïîâòîðþ¹
îçíà÷åííÿ 2.10.

Ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè ëåãêî îòðèìàòè òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.5. ßêùî V− ðåêóðñèâíî-çëi÷åííà ïiäìíîæèíà N̄m i fij− ñóêóïíiñòü

ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié, òîäi AF ¹ ðåêóðñèâíî çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, îñêiëüêè

fi,j = fi,j(x11, x12, . . . , x1m, x21, x22, . . . , x2m, . . . , xni1, xni2, . . . , xnim),

i = 1, 2, . . . , k, j = 1, 2, . . . ,m, òî ìîæíà ââåñòè â ðîçãëÿä ôóíêöi¨

φi(z1, z2, . . . , zni) =

cm(fi1(πm1 (z1), πm2 (z1), . . . , πmm(z1), πm1 (z2), πm2 (z2), . . . , πmm(z2), . . . , πm1 (zni), π
m
2 (zni), . . . , π

m
m(zni),

fi2(πm1 (z1), πm2 (z1), . . . , πmm(z1), πm1 (z2), πm2 (z2), . . . , πmm(z2), . . . , πm1 (zni), π
m
2 (zni), . . . , π

m
m(zni),

. . .

fim(πm1 (z1), πm2 (z1), . . . , πmm(z1), πm1 (z2), πm2 (z2), . . . , πmm(z2), . . . , πm1 (zni), π
m
2 (zni), . . . , π

m
m(zni)).

(2.3.1)

Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó äî ìíîæèíè êàíòîðîâèõ íîìåðiâ C(V ), íà ÿêié äiþòü îïåðàöi¨
Φ = {φ1, φ2, . . . φk}. Òîäi ìíîæèíà C(V )Φ ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ. Ç iíøîãî áîêó, âîíà
î÷åâèäíî çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ êàíòîðîâèõ íîìåðiâ ìíîæèíè AF . Îòæå, ìíîæèíà
AF ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ.

Òåîðåìà 2.13. (ïðî ðåêóðñiþ 2-ãî ñòóïåíÿ). ßêùî ôóíêöi¨ αi(x), βj(x)(i = 1, 2, . . .m, j =
1, 2, . . . k), γ(x), h(x0, x1, x2, . . . , xk), g(x0, x1, x2, . . . , xm) ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèìè, ïðè-
÷îìó α(x) ≤ x, β(x) ≤ x, òî ôóíêöiÿ f = f(n, x), çíà÷åííÿ ÿêî¨ îá÷èñëþþòüñÿ çà
ôîðìóëàìè:

f(0, x) = γ(x) : (2.3.2)

f(n+ 1, 0) = h(n+ 1, f(β1(n), f(β2(n), 0)), f(n, 0), f(β3(n), 0), . . . f(βk(n), 0)) (2.3.3)

f(n+ 1, x+ 1) = g(n+ 1, f(α1(n), f(n+ 1, x)), f(α2(n), f(α3(n), x+ 1)),

f(α4(n), x+ 1), . . . , f(αm(n), x+ 1)), (2.3.4)

¹ çàãàëüíî-ðåêóðñèâíîþ.
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ çìåíøåííÿ äîâæèíè ôîðìóë ìè ðîçãëÿíåìî òèïîâèé âèïàäîê k = 3 i
m = 4. Çãiäíî òåîðåìè 2.11, äîñèòü äîâåñòè, ùî ãðàôiê öi¹¨ ôóíêöi¨ M = (n, x, f(n, x))
¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ. Ðiâíiñòü (2.3.2) îçíà÷à¹, ùî òðiéêè (0, x, γ(x)) íà-
ëåæàòü äî M . Ðiâíiñòü (2.3.3) îçíà÷à¹, ùî ÿêùî òðiéêè

(β2(n), 0, u), (β1(n), u, v), (n, 0, w), (β3(n), 0, p)

íàëåæàòü äî M, òî i òðiéêà (n+ 1, 0, h(n+ 1, v, w, p)) íàëåæàòü äî M.
Ðiâíiñòü (2.3.4) îçíà÷à¹, ùî ÿêùî äî M íàëåæàòü òðiéêè

(n+ 1, x, u), (α1(n), u, v), (α3(n), x+ 1, p), (α2(n), p, q), (α4(n), x+ 1, w),

òî i òðiéêà (n+ 1, x+ 1, g(n+ 1, x, v, q, w)) íàëåæàòü M.
Äîâåäåííÿ áóäå ïîëÿãàòè ó òîìó, ùîáè íà ìíîæèíi N̄3 ïîáóäóâàòè âiäïîâiäíi îïå-

ðàöi¨. Ïîêëàäåìî

B((x1, y1, z1), . . . , (x4, y4, z4)) = (x3 + 1, 0, h(x3 + 1, z2, z3, z4)),

ÿêùî âèêîíàíi òàêi óìîâè: x1 = β2(x3), x2 = β1(x3), y2 = z1, x4 = β3(x3) i ïîêëàäåìî

B((x1, y1, z1), . . . , (x4, y4, z4)) = (0, 0, γ(0)),

ÿêùî õî÷à á îäíà ç öèõ óìîâ íå ñïðàâäæó¹òüñÿ. Âèçíà÷èìî òåïåð îïåðàöiþ A :

A((x1, y1, z1), . . . , (x5, y5, z5)) = (x1, y3, g(x1, y1, z2, z4, z5)),

ÿêùî âèêîíàíi óìîâè

x2 = α1(x1

.
− 1), y2 = z1, x3 = α3(x1

.
− 1), y3 = y1 + 1,

x4 = α2(x1

.
− 1), y4 = z3, x5 = α4(x1

.
− 1), y5 = y1 + 1,

i ïîêëàäåìî
A((x1, y1, z1), . . . , (x5, y5, zz)) = (0, 0, γ(0)),

ÿêùî õî÷à á îäíà ç öèõ óìîâ íå ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåçM0 ñóêóïíiñòü òðiéîê
âèãëÿäó (0, x, γ(x)), ÿêà î÷åâèäíî ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ. ßêùî F = {A,B}, òî çà
íàñëiäêîì 2.5, ìíîæèíà MF

0 ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ. Çàëèøèëîñÿ ïåðåêîíàòèñÿ, ùî
âîíà çáiãà¹òüñÿ ç ãðàôiêîì M.

Îçíà÷åííÿ 2.12. Íåõàé K - äåÿêèé êëàñ ôóíêöié (íàïðèêëàä êëàñ ïðèìiòèâíî-
ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié). ×àñòêîâî âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ U(y, x1, x2, . . . , xk) íàçèâà¹òüñÿ
óíiâåðñàëüíîþ ôóíêöi¹þ äëÿ êëàñó K , ÿêùî

i) ∀a ∈ N+ U(a, x1, x2, . . . , xk) ∈ K;

ii) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ K iñíó¹ a ∈ N+ :

U(a, x1, x2, . . . , xk) = f(x1, x2, . . . , xk).
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Ïðè öüîìó, ÷èñëî n íàçèâàþòü íîìåðîì ôóíêöi¨ f(x1, x2, . . . , xk)

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ ìîæå ìàòè áåçëi÷ íîìåðiâ, ùî âiäïîâiäà¹ òîìó, ùî ôóíêöiÿ
ìà¹ áåçëi÷ ïðîãðàì äëÿ îá÷èñëåííÿ ¨¨ çíà÷åíü.

Â ÿêîñòi ïðèêëàäó, ïîáóäó¹ìî óíiâåðñàëüíó ôóíêöiþ äëÿ êëàñó ïðèìiòèâíî ðåêóð-
ñèâíèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ çìiííî¨. Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîáóäîâè ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ
Ðîáiíñîíà.

Çãiäíî öi¹¨ òåîðåìè äîâiëüíà ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ ¹ çíà÷åííÿì ïåâíîãî
òåðìó (ôóíêöiîíàëüíî¨ ôîðìè), ñêëàäåíîãî ç ñèìâîëiâN, q i ôóíêöiîíàëüíèõ ñèìâîëiâ
+, ∗, J. Âèçíà÷èìî íóìåðàöiþ ν òåðìiâ iíäóêòèâíî:

ν(N) = 1, ν(q) = 3 (2.3.5)

ν(t1 + t2) = 2 · 3ν(t1) · 5ν(t2) (2.3.6)

ν(t1 ∗ t2) = 4 · 3ν(t1) · 5ν(t2) (2.3.7)

ν(Jt) = 8 · 3ν(t). (2.3.8)

Ïðèêëàä. Ôóíêöiÿ J(N + Jq) ìà¹ íîìåð

ν(J(N + Jq)) = 8 · 3ν(N+Jq) = 8 · 32·31·5ν(Jq) = 8 · 32·31·58·33

Ïèòàííÿ. Ïîðàõóéòå ñêiëüêè äåñÿòêîâèõ öèôð ìà¹ öå ÷èñëî. Âèçíà÷èìî íîâó ôóí-
êöiþ

U(n, x) = fn(x),

äå fn - ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ, ÿêó îá÷èñëþ¹ ïðîãðàìà, ùî ìà¹ íîìåð n, òîá-
òî ν(fn(x)) = n. Îñêiëüêè, íå âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà ¹ íîìåðàìè òåðìiâ, òî öÿ ôóíêöiÿ
¹ ÷àñòêîâî âèçíà÷åíîþ. Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî

U(n, x) =



fk(x) + fl(x) ÿêùî n = 2 · 3k · 5l
fk(fl(x)) ÿêùî n = 4 · 3k · 5l

fk(fn(x− 1)) ÿêùî n = 8 · 3k, x > 0
0 ÿêùî n = 8 · 3k, x = 0

q(x) ÿêùî n = 3
N(x) ÿêùî n = 1

(2.3.9)

Äîîçíà÷èìî ôóíêöiþ U ïîêëàâøè: U(n, x) = Z(x), äëÿ âñiõ n, ÿêi ìàþòü äiëüíèêè
âiäìiííi âiä 2, 3, 5, à òàêîæ äiëÿòüñÿ íà 40. Äëÿ çðó÷íîñòi ââåäåìî â ðîçãëÿä ïðåäèêàò
Λ(x), ÿêèé ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 1 ñàìå äëÿ òàêèõ n. Äîâåñòè ïðèìiòèâíó-ðåêóðñèâíiñòü
öüîãî ïðåäèêàòó ïðîïîíó¹ìî ñàìîñòiéíî.

Òîäi ìà¹ìî òàêå ðåêóðåíòíå îçíà÷åííÿ:

U(n, x) =



U(ex1(n), x) + U(ex2(n), x) ÿêùî ex0(n) = 1
U(ex1(n), (U(ex2(n), x)) ÿêùî ex0(n) = 2
U(ex1(n), U(n, x− 1)) ÿêùî ex0(n) = 3, x > 0

0 ÿêùî ex0(n) = 3, x = 0
q(x) ÿêùî n = 3
N(x) ÿêùî n = 1

0 ÿêùî n : Λ(n) = 1

(2.3.10)
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Äëÿ òîãî ùîá çà öèìè ôîðìóëàìè ìîæíà áóëî âèðàõîâóâàòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ U äëÿ
äîâiëüíèõ n òà x, òðåáà ¨¨ âèçíà÷èòè â òî÷êàõ (n, 0), n > 0 (äèâ. 3-é ðÿäîê) i â òî÷êàõ
(0, x). Ïîêëàäåìî

U(n, 0) =


U(ex1(n), 0) + U(ex2(n), 0) ÿêùî ex0(n) = 1
U(ex1(n), (U(ex2(n), 0)) ÿêùî ex0(n) = 2

0 ÿêùî ex0(n) = 3, x = 0
0 äëÿ ðåøòè çíà÷åíü n

(2.3.11)
U(0, x) = Z(x). (2.3.12)

Òåîðåìà 2.14. Ôóíêöiÿ U(n, x) ¹ óíiâåðñàëüíîþ ôóíêöi¹þ êëàñó ïðèìiòèâíî ðåêóð-
ñèâíèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ çìiííî¨, i âîíà ¹ çàãàëüíî-ðåêóðñèâíîþ.

Äîâåäåííÿ. ßê âèäíî ç ôîðìóë (2.3.10),(2.3.11) ôóíêöiÿ U(n, x) îòðèìó¹òüñÿ çà äîïî-
ìîãîþ ñõåìè ðåêóðñi¨ 2-ãî ñòóïåíÿ, îïèñàíî¨ â òåîðåìi (2.13), a îòæå âîíà ¹ çàãàëüíî-
ðåêóðñèâíîþ.

Òåîðåìà 2.15. Óíiâåðñàëüíà ôóíêöiÿ êëàñó ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié âiä
îäíi¹¨ çìiííî¨ íå ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî U(y, x)− óíiâåð-
ñàëüíà ôóíêöiÿ âêàçàíîãî êëàñó i âîíà ñàìà ¹ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ ôóíêöi¹þ. Òîäi
ôóíêöiÿ âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ g(x) = U(x, x) + 1 òàêîæ áóäå ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíîþ. Çà
îçíà÷åííÿì óíiâåðñàëüíî¨ ôóíêöi¨ ï. ii) iñíó¹ a∗ ∈ N+ :

U(a∗, x) = g(x) = U(x, x) + 1.

Ïîêëàäåìî â îòðèìàíié ðiâíîñòi x = a∗ i ïðèéäåìî äî ñóïåðå÷íîñòi

U(a∗, a∗) = U(a∗, a∗) + 1, (2.3.13)

ÿêà i äîâîäèòü òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2.6. Ìíîæèíà W = {x|sg (U(x, x)) = 1} íå ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ,
àëå ¹ çàãàëüíî-ðåêóðñèâíîþ.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ÿêáè W áóëà ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ, òî òàêîþ áóëà áè i ôóí-
êöiÿ sg (U(x, x)) . Îñêiëüêè ôóíêöiÿ U(n, x) ¹ óíiâåðñàëüíîþ äëÿ êëàñó ïðèìiòèâíî-
ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié, òî ìà¹ iñíóâàòè

n∗ ∈ N̄ : U(n∗, x) = sg (U(x, x)) .

Ïîêëàâøè â öié ðiâíîñòi x = n∗, ïðèõîäèìî äî ñóïåðå÷íîñòi: U(n∗, n∗) = sg (U(n∗, n∗)) ,
ÿêà i äîâîäèòü íàñëiäîê.
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Ìàþ÷è óíiâåðñàëüíó ôóíêöiþ êëàñó ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨
çìiííî¨ U(n, x), ëåãêî ïîáóäóâàòè óíiâåðñàëüíó ôóíêöi¨ Un(x0, x1, . . . , xn)− äëÿ êëàñó
ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié âiä n çìiííèõ.

U1(x0, x1) = U(x0, x1), Un(x0, x1, . . . , xn) = U(x0, c
n(x1, . . . , xn)).

Íåõàé g(x1, . . . , xn))− ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà, òîäi φ(t) = g(πn1 (t), pin2 (t), . . . , πnn(t))) ¹
ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ ôóíêöi¹þ âiä îäíi¹¨ çìiííî¨. Îòæå, iñíó¹
a ∈ N̄ : U(a, t) = φ(t) = g(x1, . . . , xn), äå t− êàíòîðîâèé íîìåð íàáîðó (x1, . . . , xn).

2.4 Êëàñ ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 2.16. Äëÿ òîãî ùîá ÷àñòêîâî-âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ áóëà ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíîþ
íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ¨¨ ãðàôiê áóâ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. ⇐ .ÍåõàéM = (x, f(x))− ðåêóðñèâíî-çëi÷åííà ìíîæèíà. Òîäi iñíó¹ ïðèìiòèâíî-
ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ φ(t) : Imφ = M. Òîäi ìà¹ìî ðiâíiñòü

f(x) = r(φ(µt[|l(φ(t))− x] = 0|)),

ÿêà i äîâîäèòü äîñòàòíiñòü.
⇒ . Äëÿ äîâåäåííÿ íåîáõiäíîñòi äîñèòü ïîêàçàòè, ùî çàñòîñóâàííÿ îïåðàòîðiâ ïiä-

ñòàíîâêè, ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨ òà ìiíiìiçàöi¨ äî ôóíêöié ç ðåêóðñèâíî-çëi÷åííèìè
ãðàôiêàìè ïðèâîäèòü äî ôóíêöié ç ðåêóðñèâíî-çëi÷åííèìè ãðàôiêàìè.

1. Îïåðàòîð ïiäñòàíîâêè. ßêùî ãðàôiêè G,G1 ôóíêöié y = g(x), y = g1(x) ¹
ðåêóðñèâíî-çëi÷åííèìè, òî iñíóþòü ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨ α1(t), α2(t), β1(t), β2(t) :

G = {(α1(t), α2(t)|t ∈ N̄}, G1 = {(β1(t), β2(t)|t ∈ N̄}.

Ïîêàæåìî, ùî ãðàôiêM ôóíêöi¨ y−g(g1(x)) òàêîæ äîïóñêà¹ òàêó ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíó
ïàðàìåòðèçàöiþ. Ñïðàâäi óìîâà (x, y) ∈M îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ y1 : (x, y1) ∈ G1∧(y1, y) ∈
G. Âðàõîâóþ÷è ïàðàìåòðèçàöiþ, öå ìîæíà çàïèñàòè òàê:

∃t1,∃t2β1(t1) = x ∧ β2(t1) = α1(t2) ∧ α2(t2) = y.

Ââåäåìî â ðîçãëÿä ôóíêöiþ h :

h(x, y, t1, t2) = |x− β1(t1)|+ |β2(t1)− α1(t2)|+ |α2(t2)− y|.

Òîäi ãðàôiê M ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïàð (x, y) äëÿ ÿêèõ ðiâíÿííÿ

h(x, y, t1, t2) = 0

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, à òàêà ìíîæèíà ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ.
2. Îïåðàòîð ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨. Íåõàé

f(x, 0) = g(x), f(x, y + 1) = h(f(x, y))
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i ãðàôiê ôóíêöi¨ h ìà¹ òàêó ïàðàìåòðèçàöiþ Γ = {(α(t), β(t))|t ∈ N̄}. Ðîçiá'¹ìî ãðàôiê
M ôóíêöi¨ y = f(x íà äâi ÷àñòèíè:

M0 = {(x, 0, g(x))|x ∈ N̄},M1 = {(x, y, f(x, y)|x, y ∈ N̄, y 6= 0}.

ÌíîæèíàM0 ¹ ðåêóðñèâíî-çäi÷åííîþ, áî ãðàôiê ôóíêöi¨ y = g(x) ¹ òàêîþ ìíîæèíîþ.
Ïðèíàëåæíiñòü (x, y, z) ∈M1 îçíà÷à¹, ùî iñíóþòü t1, t2, . . . , ty :

α(t1) = x, α(t2) = β(t1), α(t3) = β(t2), . . . α(ty) = β(tδ(y)), β(ty) = z.

Öi ðiâíîñòi åêâiâàëåíòíi îäíié

|α(t1)− x|+
δ(y)∑
i=1

|α(ti+1)− β(ti)|+ |β(ty)− z| = 0.

Çà ëåìîþ 2.6, ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ Ãüîäåëÿ Γ(u, x), ÿêà âèçíà÷åíà ôîð-
ìóëîþ 2.2.8, ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü: äëÿ äîâiëüíèõ t1, t2, . . . , ty ñèñòåìà ðiâíÿíü:

{Γ(u, i) = ti , (i = 1, 2, . . . , y)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê u. Ïiäñòàíîâêîþ â ïîïåðåäíþ ðiâíiñòü îòðèìó¹ìî

|α(Γ(u, 1))− x|+
δ(y)∑
i=1

|α(Γ(u, i+ 1))− β(Γ(u, i))|+ |β(Γ(u, y))− z| = 0.

Ëiâà ÷àñòèíà öi¹¨ ðiâíîñòi ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ w = w(x, y, z, u), ïðè÷îìó
òðiéêà (x, y, z) ∈ M1 òîäi i ëèøå òîäi êîëè ðiâíÿííÿ w(x, y, z, u) = 0 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.
Îòæå, M1 i M ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííèìè ìíîæèíàìè.

3. Îïåðàòîð ìiíiìiçàöi¨. Ïîêàæåìî, ùî ÿêùî ÷àñòêîâî-âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ ìà¹ ðåêóðñèâíî-
çëi÷åííèé ãðàôiê, òî ôóíêöiÿ

f(x) = µy[g(x, y) = 0]

òàêîæ ìà¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííèé ãðàôiê. Çà òåîðåìîþ 2.6 ïðî ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíó
ïàðàìåòðèçàöiþ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííèõ ìíîæèí, iñíó¹ òàêà ïàðàìåòðèçàöiÿ äëÿ ãðàôi-
êà G = {(x, y, g(x, y))|x, y ∈ N̄} :

G = {(α(t), β(t), γ(t))|t ∈ N̄},

äå α, β, γ− ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨. ßêùî ÷àñòêîâà ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà â òî-
÷öi x i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ y = f(x), òî öå åêâiâàëåíòíî iñíóâàííþ ÷èñåë a0, a1, . . . , ay ∈
N̄, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì

g(x, i) = ai : ∀i < y ai 6= 0, ay = 0.
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Âðàõîâóþ÷è ïàðàìåòðèçàöiþ ãðàôiêà G öi óìîâè ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè íàñòóïíèì
÷èíîì:

iñíóþòü ÷èñëà t0, t1, . . . , ty :

α(tj) = x, β(tj) = j, γ(tj) 6= 0, j = 0, 1, . . . , y,

α(ty) = x, β(ty) = y, γ(ty) = 0.

Öi óìîâè ìîæíà çàïèñàòè îäíèì ñïiââiäíîøåííÿì

y∑
i=0

(|α(ti)− x|+ |β(ti)− i|) + y · sg

y
.
−1∏
i=0

γ(ti)

+ γ(ty) = 0.

Çíîâó ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôóíêöi¹þ Ãüîäåëÿ i ïîêëàäåìî ti = Γ(u, i). Ïîêëàäåìî

h(x, y, u) =

y∑
i=0

(|α(Γ(u, i))− x|+ |β(Γ(u, i))− i|) + y · sg

y
.
−1∏
i=0

γ(Γ(u, i))

+ γ(Γ(u, y)).

Òóò çàïèñàíà ëiâà ÷àñòèíà ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi, äå çðîáëåíà çàìiíà ti = Γ(u, i). ßêùî
M = (x, f(x))− ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x), òî ìà¹ìî

(x, y) ∈M ⇔ ∃u (h(x, y, u) = 0).

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ h ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ, òî ãðàôiê M ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ
ìíîæèíîþ.

Íàñëiäîê 2.7. Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨ ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ
ìíîæèíîþ.

Äiéñíî, çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ, ãðàôiê öi¹¨ ôóíêöi¨

M = {(α1(t), α2(t), . . . , αm(t), αm+1(t))}

¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ. Òîäi äëÿ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ìà¹ìî ïàðàìåòðèçà-
öiþ {(α1(t), α2(t), . . . , αm(t))|t ∈ N̄} i îòæå âîíà ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ.

Íàñëiäîê 2.8. Ñóêóïíiñòü çíà÷åíü ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨ ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ
ìíîæèíîþ.

Öÿ ñóêóïíiñòü ¹ îáëàñòþ çíà÷åíü ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨ αm+1(t), à îòæå
¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ.

Íàãàäà¹ìî, øî ÷àñòêîâî-õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè A âèçíà÷à¹òüñÿ íà-
ñòóïíèì ÷èíîì

χA(x) =

{
1 ÿêùî x ∈ A

íå âèçíà÷åíà ÿêùî x 6∈ A
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Íàñëiäîê 2.9. Ìíîæèíà A ⊂ N̄k ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨
÷àñòêîâî-õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ¹ ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíîþ.

Äîâåäåííÿ. ⇒ÍåõàéA 6= ∅− ðåêóðñèâíî-çëi÷åííà, òîäi âîíà ìà¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíó
ïàðàìåòðèçàöiþ

A = {(u1(t), u2(t), . . . , un(t))|t ∈ N̄}.

Òîäi ìíîæèíà {(u1(t), u2(t), . . . , un(t), 1)|t ∈ N̄} ¹ ãðàôiêîì ¨¨ ÷àñòêîâî-õàðàêòåðèñòè÷íî¨
ôóíêöi¨ i ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ. Òîäi, çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ, ñàìà ÷àñòêîâî-
õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóíêöiÿ ¹ ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíîþ.
⇐ . Äîñòàòíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ìíîæèíà A ¹ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ÷àñòêîâî-

ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨.

Íàñëiäîê 2.10. Íåõàé f(x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yn)− ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ.
Òîäi ìíîæèíà òèõ íàáîðiâ (x1, x2, . . . , xm) äëÿ ÿêèõ ðiâíÿííÿ

f(x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yn) = 0

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê âiäíîñíî íåâiäîìèõ yj ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ãðàôiêà öi¹¨ ôóíêöi¨ iñíó¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà ïàðàìåòðèçàöiÿ:

{(α1(t), α2(t), . . . , αm(t), β1(t), β1(t), . . . , βn(t), α(t))|t ∈ N̄}.

Òîäi ìíîæèíà çíà÷åíü t : α(t) = 0 ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ, à îòæå i ñíó¹ ïðèìiòèâíî-
ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ ψ(x) ìíîæèíà çíà÷åíü ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ
ðiâíÿííÿ α(t) = 0. Òåïåð äëÿ ìíîæèíè íàáîðiâ (x1, x2, . . . , xm), äëÿ ÿêèõ ðiâíÿí-
íÿ f(x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yn) = 0 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ìîæíà ïîáóäóâàòè ïðèìiòèâíî-
ðåêóðñèâíó ïàðàìåòðèçàöiþ:

{(α1(ψ(x)), α2(ψ(x)), . . . , αm(ψ(x))|x ∈ N̄},

ÿêà i äîâîäèòü ðåêóðñèâíó-çëi÷åííiñòü öi¹¨ ìíîæèíè.

Íàñëiäîê 2.11. ßêùî ôóíêöiÿ f(x1, x2, . . . , xm) ¹ ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ, òî
ìíîæèíà ¨¨ íóëiâ, òîáòî ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ f(x1, x2, . . . , xm) = 0 ¹ ðåêóðñèâíî-
çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ôóíêöiÿ α(x) = µt[x + t = 0] âèçíà÷åíà ëèøå ïðè x = 0, îòæå,
ñóêóïíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ f(x1, x2, . . . , xm) = 0 çáiãà¹òüñÿ ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ
÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨ α(f).

Òåîðåìà 2.17. (òåîðåìà Êëiíi ïðî íîðìàëüíó ôîðìó.)
Äëÿ êîæíî¨ ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨ f(x1, x2, . . . , xs) iñíó¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà

ôóíêöiÿ F (x1, x2, . . . , xs, t) òàêà, øî

f(x1, x2, . . . , xs) = l(µt[F (x1, x2, . . . , xs, t) = 0]).
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Äîâåäåííÿ. Ãðàôiê M ôóíêöi¨ f ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ, à îòæå iñíó¹
ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ g(x1, x2, . . . , xs, y, a) :

(x1, x2, . . . , xs, y) ∈M ⇔ ∃a : g(x1, x2, . . . , xs, y, a) = 0.

Ïîêëàäåìî t = c(y, a), òîäi óìîâó ìîæíà çàïèñàòè òàêèì ÷èíîì

(x1, x2, . . . , xs, y) ∈M ⇔ ∃t : (g(x1, x2, . . . , xs, l(t), r(t)) = 0 ∧ y = l(t)).

Çîêðåìà, ÿêùî äëÿ äåÿêèõ x1, x2, . . . , xs, t ìà¹ ìiñöå g(x1, x2, . . . , xs, l(t), r(t)) = 0, òî
(x1, x2, . . . , xs, l(t)) ∈M, çâiäêè l(t) = f(x1, x2, . . . , xs), òîáòî

l(µt[g(x1, x2, . . . , xs, l(t), r(t)) = 0]) = f(x1, x2, . . . , xs).

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ íàáîðiâ x1, x2, . . . , xs, äëÿ ÿêèõ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f íå âèçíà÷åíå
çíà÷åííÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi ¹ òàêîæ íå âèçíà÷åíèì. Îòæå, äëÿ çàâåðøåííÿ
äîâåäåííÿ çàëèøèëîñü ïîêëàñòè F (x1, x2, . . . , xs, t) = g(x1, x2, . . . , xs, l(t), r(t)).

Òåîðåìà 2.18. ×àñòêîâî-ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ

W = W (x0, x1, . . . , xs) = l(µt[U
s+1(x0, x1, . . . , xs, t) = 0])

¹ óíiâåðñàëüíîþ äëÿ êëàñó ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâííõ ôóíêöié âiä s çìiííèõ. (Òóò U s+1-
óíiâåðñàëüíà ôóíêöiÿ äëÿ êëàñó ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié âiä s+ 1 çìiííî¨.)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ f ç âêàçàíîãî êëàñó, òîäi âîíà ìà¹ çîáðàæåííÿ Êëiíi:

[f(x1, x2, . . . , xs) = l(µt[F (x1, x2, . . . , xs, t) = 0].

Îñêiëüêè F ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ, òî iñíó¹ òàêå a ∈ N̄, ùî

F (x1, x2, . . . , xs, t) = U s+1(a, x1, . . . , xs, t) = 0,

çâiäêè îòðèìó¹ìî,
f(x1, x2, . . . , xs) = W (a, x1, . . . , xs).

Íàñëiäîê 2.12. 1. Iñíó¹ ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ âiä îäíi¹¨ çìiííî¨, îáëàñòþ
çíà÷åíü ÿêî¨ ¹ {0, 1} i ÿêà íå ìîæå áóòè ðîçøèðåíà äî çàãàëüíî-ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâó ôóíêöiþ

V (x) = sg(W (x, x)),

ÿêà ¹ ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíîþ i ïðèéìà¹ ëèøå äâà çíà÷åííÿ 0, 1. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíà
ìà¹ ðåêóðñèâíå äîîçíà÷åííÿ Ṽ (x). Òîäi iñíó¹ a ∈ N̄ : Ṽ (x) = W (a, x), ïðè÷îìó
ðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå äëÿ âñiõ x. Îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü sg(W (x, x)) = W (x, x).
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Íàñëiäîê 2.13. Íiÿêà ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ, ÿêà ¹ óíiâåðñàëüíîþ äëÿ êëàñó
÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ íå ìà¹ ðåêóðñèâíèõ äîîçíà÷åíü.

Äîâåäåííÿ. ßêáè òàêà ôóíêöiÿ W ìàëi á òàêå äîîçíàÿåííÿ W̃ , òî ôóíêöiÿ sgW (x, x)
áóëà á ðåêóðñèâíèì äîîçíà÷åííÿì âèùåçãàäàíî¨ ôóíêöi¨ V.

Íàñëiäîê 2.14. Iñíóþòü íåðåêóðñèâíi ðåêóðñèâíî-çëi÷åííi ìíîæèíè.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî E(x) = sg(W (x, x)), ÿêà ¹ ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíîþ i íå ìà¹ ðå-
êóðñèâíèõ äîîçíà÷åíü. Íåõàé M1− ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ E(x) = 1. Çà ðà-
íiøå äîâåäåíèì íàñëiäêîì ìíîæèíà M1 ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ. Ïîêàæåìî, ùî âî-
íà íå ¹ ðåêóðñèâíîþ. Ïðèïóñòèìî, χM(x)− õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ¹ çàãàëüíî-
ðåêóðñèâíîþ. Òîäi χM(x) = 1 ⇔ E(x) = 1 i χM(x) = 0 ⇔ E(x) 6= 1. Òîáòî χM(x) ¹
ðåêóðñèâíèì äîîçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ E(x). Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü, ùî ìíî-
æèíà M1 íå ¹ ðåêóðñèâíîþ.

Íàñëiäîê 2.15. Iñíóþòü ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨ îáëàñòü çíà÷åíü ÿêèõ íå ¹
ðåêóðñèâíîþ.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ïîáóäîâàíà ìíîæèíà M1 ¹ ðåêóðñèâíî-çëi÷åííîþ, à îòæå ¹ ìíî-
æèíîþ çíà÷åíü äåÿêî¨ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨.

2.5 Àëãîðèòìi÷íî íåðîçâ'ÿçíi ïðîáëåìè.

Ïðîáëåìà. ×è iñíó¹ àëãîðèòì, ÿêèé áè îòðèìàâøè íà âõiä ïðîãðàìó îá÷èñëåííÿ
äîâiëüíî¨ ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨ âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ òà ÷èñëî n ∈ N̄ âiäïîâiäàâ
áè íà ïèòàííÿ: ÷è âèçíà÷åíî çíà÷åííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi n?

Ïðèïóñòèìî, ùî òàêèé àëãîðèòì iñíó¹. ßêùî W (n, x)− óíiâåðñàëüíà ÷àñòêîâî-
ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ êëàñó ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ çìiííî¨, òî çãiäíî
êîíöåïöi¨ Ê. Ãüîäåëÿ, ìà¹ iñíóâàòè ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíèé ïðåäèêàò A òàêèé, ùî

A(n, x) =

{
1 ÿêùî çíà÷åííÿ W (n, x) ¹ âèçíà÷åíèì
0 ÿêùî çíà÷åííÿ W (n, x) íå ¹ âèçíà÷åíèì

(2.5.1)

Ïîáóäó¹ìî ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíó ôóíêöiþ

B(x) = µt[A(x, x) + t = 0]. (2.5.2)

Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî B(x) ¹ âèçíà÷åíèì â òî÷öi x i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 0 òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè A(x, x) = 0, äëÿ âñiõ iíøèõ x çíà÷åííÿ B(x) íå âèçíà÷åíî. Îòæå,

B(x) =

{
0 ÿêùî çíà÷åííÿ W (x, x) íå ¹ âèçíà÷åíèì

íå ¹ âèçíà÷åíèì ÿêùî çíà÷åííÿ W (x, x) ¹ âèçíà÷åíèì

Îñêiëüêè B(x) ¹ ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíîþ ôóíêöi¹þ, òî iñíó¹ íîìåð
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n∗ ∈ N̄ : W (n∗, x) = B(x). (2.5.3)

Ïèòàííÿ. ×è âèçíà÷åíî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ B(x) â òî÷öi n∗ ?
ßêùî òàê, òî öèì çíà÷åííÿì ìîæå áóòè ëèøå 0, à òîäi 0 = B(n∗) = W (n∗, n∗),

çâiäêè, çãiäíî (2.5.2), A(n∗, n∗) = 0, à çà îçíà÷åííÿì (2.5.1) ïðåäèêàòà A, ìà¹ìî ùî
çíà÷åííÿW â òî÷öi (n∗, n∗) íå ¹ âèçíà÷åíèì. Àëå òîäi (äèâ. (2.5.3)) i çíà÷åííÿ ôóíêöi¨
B â òî÷öi n∗ òàêîæ ¹ íåâèçíà÷åíèì.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ B(x) â òî÷öi n∗ íå ¹ âèçíà÷åíèì. Òîäi
çãiäíî (2.5.2), A(n∗, n∗) = 1 i çà âèçíà÷åííÿì (2.5.1) çíà÷åííÿ W â òî÷öi (n∗, n∗) ¹
âèçíà÷åíèì. Çâiäêè, çà ôîðìóëîþ (2.5.3), ¹ âèçíà÷åíèì çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ B â òî÷öi
n∗.

Òàêèì ÷èíîì ïðèïóñòèâøè iñíóâàííÿ àëãîðèòìó, ùî âiäïîâiäà¹ íà ïèòàííÿ ÷è âè-
çíà÷åíà äàíà ÷àñòêîâî-ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ â äàíié òî÷öi ìè ïðèéøëè äî ñóïåðå÷íîñòi.
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