
1 Ëåêöiÿ 1.

1.1 Ôîðìàëüíi ìîâè.

Ôîðìàëüíà ìîâà ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ åëåìåíòiâ:

1. Àëôàâiò A - äîâiëüíà ñêií÷åííà àáî çëi÷åííà ìíîæèíà, ÿêà ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâi
ïiäìíîæèíè

A = Ao ∪ As,

äå åëåìåíòè ìíîæèíè A0 íàçèâàþòü òåðìiíàëüíèìè (îñíîâíèìè) ñèìâîëàìè, à
åëåìåíòè ìíîæèíè As ñëóæáîâèìè ñèìâîëàìè.

2. Ó ìíîæèíi A∗ âñiõ ñëiâ â àëôàâiòi A , ÿêà ¹ çëi÷åííîþ (÷îìó ?), âèäiëÿ¹òüñÿ
ïiäìíîæèíà

W ⊆ A∗,

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíîþ ñëiâ (ðå÷åíü, ôîðìóë) ôîðìàëüíî¨ ìîâè.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Ñóêóïíiñòü ïðàâèë, ÿêi âèçíà÷àþòü W, íàçèâàþòü ñèíòàêñèñîì
ôîðìàëüíî¨ ìîâè.

Çâ'ÿçîê ìiæ ôîðìàëüíîþ i çìiñòîâíîþ ìîâàìè çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ iíòåð-
ïðåòàöi¨ ðå÷åíü ôîðìàëüíî¨ ìîâè íà äåÿêié ìíîæèíi T , çìiñò åëåìåíòiâ ÿêî¨ ìè ïðè-
éìà¹ìî. Äëÿ äâîçíà÷íî¨ ëîãiêè âèêîðèñòîâóþòü T0 = {true, false} = {iñòèíà, õèáà} =
{0, 1}. Â ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ â ÿêîñòi T ìîæíà ðîçãëÿäàòè i ìíîæèíó ïðåäèêàòiâ.
Íàãàäà¹ìî, ùî ïðåäèêàòàìè íàçèâàþòüñÿ ôóíêöi¨, ùî ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â T0:

D1 ×D2 × . . .×Dn → T0.

Ïðè öüîìó îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ ïðåäèêàòà â êîíêðåòíié îáðàíié òî÷öi ñëiä ðîçãëÿäàòè
ÿê iíòåðïðåòàöiþ ôîðìóëè íà ìíîæèíi T0.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Iíòåðïðåòàòîðîì ôîðìàëüíî¨ ìîâè íà ìíîæèíi T íàçèâàþòü ôóí-
êöiþ

I :W → T ,

à ñóêóïíiñòü ïðàâèë, ÿêi ¨¨ âèçíà÷àþòü, íàçèâàþòü ñåìàíòèêîþ ôîðìàëüíî¨ ìîâè.

1.2 ×èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü ÿê ôîðìàëüíà ìîâà.

Ñèíòàêñèñ ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü.
Àëôàâiò òåðìiíàëüíèõ ñèìâîëiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç ìàëåíüêèõ ëàòèíñüêèõ ëiòåð: A0 =
{a, b, c, . . .} i ñïêöiàëüíèõ ñèìâîëiâ As = {, , (, ),∧,∨,¬,→,↔}

Ñèíòàêñèñ ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü áóäå âèçíà÷åíî iíäóêòèâíî:
10. Áàçà: a, b, c, . . . ∈ W (òîáòî âîíè ¹ ðå÷åííÿìè ìîâè, ÿêi íàçèâàþòü ïðîñòèìè

âèñëîâëþâàííÿìè )
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20. Iíäóêòèâíèé êðîê: ßêùî X, Y ∈ W , òîáòî ¹ ðå÷åííÿìè ÷èñëåííÿ âèñëîâëþ-
âàíü, òî (X) ∨ (Y ), (X) ∧ (Y ),¬(X),¬(Y ), (X) → (Y ), (X) ↔ (Y ) ∈ W , òîáòî òàêîæ ¹
ðå÷åííÿìè.

Ôîðìóëàìè ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü ¹ òi i òiëüêè òi ñëîâà ç A∗, ÿêi îòðèìàíi ç
10 çà äîïîìîãîþ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êðîêiâ 20. Âèêîðèñòàíi òóò âåëèêi ëàòèíñüêi
ëiòåðè X òà Y íå íàëåæàòü àëôàâiòó A. Öå ¹ ìåòàñèìâîëè, ÿêi ïîòðiáíi äëÿ îïèñó
âëàñòèâîñòåé ìîâè. Çîêðåìà, â ÷èñëåííi âèñëîâëþâàíü âîíè áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ
äëÿ ïîçíà÷åííÿ ôîðìóë (ðå÷åíü) öi¹¨ ôîðìàëüíî¨ ìîâè.

Ç îçíà÷åííÿ ôîðìóëè ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàííÿ, âèïëèâà¹ ùî âîíà ìà¹ òàêó ñòðó-
êòóðó àáî

F = (X) ∗ (Y ), äå ∗ = ∧,∨,→,↔

àáî
F = ¬(X),

äå X, Y íàçèâàþòü ïiäôîðìóëàìè ôîðìóëè F , à çâ'ÿçêè ∗,¬ âiäïîâiäíî ãîëîâíèìè
çâ'ÿçêàìè ôîðìóëè.

Ñåìàíòèêà ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü
T = T0 = {0, 1}− ñåìàíòè÷íà îáëàñòü, à iíòåðïðåòàòîð I áóäó¹òüñÿ â äâà êðîêè
10 ñïî÷àòêó áóäó¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ I : A0 → T , ÿêå ïðèïèñó¹ ïðîñòèì âèñëîâëþ-

âàííÿì çíà÷åííÿ iñòèííîñòi - 1 àáî 0 ;
20 ßêùî ôîðìóëà F ìà¹ ñòðóêòóðó F = (X) ∗ (Y ) àáî F = ¬X, òî ñïî÷àòêó îá÷è-

ñëþ¹òüñÿ çíà÷åííÿ iíòåðïðåòàòîðà íà ïiäôîðìóëàõ -I(X), I(Y ), à ïîòiì, êîðèñòóþ÷èñü
òàáëèöÿìè iíòåðïðåòàöi¨ ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê îòðèìó¹ìî çíà÷åííÿ I(F ).

Íàãàäà¹ìî öi òàáëèöi.

I(X) ¬I(X)
1 0
0 1

I(X) I(Y ) I(X ∧ Y ) I(X ∨ Y ) I(X → Y ) I(X ↔ Y )
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

Îçíà÷åííÿ 1.3. Iíòåðïðåòàöiÿ I íàçèâà¹òüñÿ ìîäåëëþ ôîðìóëè F , ÿêùî I(F ) = 1,
Iíòåðïðåòàöiÿ I íàçèâà¹òüñÿ ìîäåëëþ ìíîæèíè ôîðìóë Γ, ÿêùî âîíà ¹ ìîäåëëþ

äëÿ êîæíî¨ ôîðìóëè ç öi¹¨ ìíîæèíè.
Ôîðìóëà íàçèâà¹òüñÿ òîòîæíî-iñòèííîþ, ÿêùî âñi ¨¨ iíòåðïðåòàöi¨ ¹ ìîäåëÿ-

ìè.
Ôîðìóëà íàçèâà¹òüñÿ âèêîíëèâîþ, ÿêùî âîíà íå ¹ òîòîæíî-iñòèííîþ i äëÿ

íå¨ iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíà ìîäåëü.
Ôîðìóëà íàçèâà¹òüñÿ òîòîæíî-õèáíîþ, ÿêùî ó íå¨ íåìà¹ æîäíî¨ ìîäåëi.
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Òåîðåìà 1.1. ßêùî â òîòîæíî-iñòèííié (òîòîæíî-õèáíié) ôîðìóëi F = F (a, b, . . . , )
çàìiíèòè âñi ïðîñòi âèñëîâëþâàííÿ íà äîâiëüíi ôîðìóëè ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü a→
Xa, b → Xb, . . ., òî îòðèìàíà ôîðìóëà F̃ = F (Xa, Xb, . . . , ) áóäå òàêîæ òîòîæíî-
iñòèííîþ (òîòîæíî-õèáíîþ).

Îçíà÷åííÿ 1.4. Ôîðìóëà F íàçèâà¹òüñÿ ëîãi÷íèì íàñëiäêîì ôîðìóë
H1, H2, H3, . . . , Hn, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ iíòåðïðåòàöi¨ I ïðîñòèõ âèñëîâëþâàíü, ùî
âõîäÿòü â öþ ôîðìóëó ç ðiâíîñòåé

I(H1) = I(H2) = . . . = I(Hn) = 1 âèïëèâà¹, ùî I(F ) = 1.

Öå áóäå çàïèñóâàòèñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

H1, H2, . . . , Hn |= F.

Çàïèñ |= F îçíà÷à¹, ùî F ¹ òàâòîëîãi¹þ.

Îñíîâíi òèïè ëîãi÷íèõ íàñëiäêiâ.
1. Ïðàâèëà modus ponens :

A,A→ B |= B,

2. modus tallens :
A→ B,¬B |= ¬A

3. Ïðàâèëî ñèëîãiçìó:

A→ B,B → C |= A→ C

4. Ìåòîä (ïðàâèëî) ðåçîëþöié:

X → F,¬X → G |= F ∨G

àáî

X ∨ F,¬X ∨G |= F ∨G

5. Ïðàâèëà ââåäåííÿ äèç'þíêöi¨ i êîí'þíêöi¨:

A |= A ∨B B |= A ∨B A,B |= A ∧B

6. Ïðàâèëà âèëó÷åííÿ äèç'þíêöi¨ i êîí'þíêöi¨:

A ∧B |= A, A ∧B |= B, A ∨B,¬A |= B, A ∨B,¬B |= A

7. Ïðàâèëà çíÿòòÿ ïîäiâiéíîãî çàïåðå÷åííÿ i éîãî ââåäåííÿ:

¬(¬A) |= A, A |= ¬(¬A).
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Òåîðåìà 1.2. Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi

1. H1, H2, . . . , Hn |= F ;

2. |= (H1 ∧H2 ∧ . . . Hk)→ F , òîáòî êîëè öÿ ôîðìóëà ¹ òàâòîëîãi¹þ;

3. Ôîðìóëà H1 ∧H2 ∧ . . . Hk ∧ ¬F ¹ òîòîæíî õèáíîþ;

4. Ôîðìóëà ¬H1 ∨ ¬H2 . . .¬Hn ∨ F ¹ òîòîæíî-iñòèííîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.5. Äâi ôîðìóëè X, Y íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî äëÿ áóäü-
ÿêî¨ iíòåðïðåòàöi¨ I ìà¹ ìiñöå I(X) = I(Y ). Åêâiâàëåíòíiñòü ôîðìóë áóäå çàïèñó-
âàòèñÿ òàêèì ÷èíîì X ' Y

Çðó÷íî ââåñòè â ðîçãëÿä íóëüàðíi çâ'ÿçêè - ëîãi÷íi êîíñòàíòè - 0,1, ÿêi çà îçíà÷å-
ííÿì çàâæäè iíòåðïðåòóþòüñÿ ÿê 0 òà 1 âiäïîâiäíî. Òîäi äëÿ ôîðìóë F , ùî ¹ òàâòî-
ëîãiÿìè (òîòîæíî-õèáíèìè ôîðìóëàìè) áóäåìî ìàòè F ' 1 (F ' 0).

Òåîðåìà 1.3. Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi.

A). X ' Y ;

Á). òàáëèöi iñòèííîñòi ôîðìóë X, Y çáiãàþòüñÿ;

Â). ôîðìóëà X ↔ Y ¹ òàâòîëîãi¹þ.

Íàñòóïíi åêâiâàëåíòíîñòi ïåðåâiðÿþòüñÿ áåçïîñåðåäíüî çà äîïîìîãîþ òàáëèöü iñòèí-
íîñòi:

1) iäåìïîòåíòíiñòü:
(X ∧X) ' X ' (X ∨X);

2) êîìóòàòèâíiñòü:
(X ∧ Y ) ' (Y ∧X);

(X ∨ Y ) ' (Y ∨X);

3. àñîöiàòèâíiñòü:
((X ∧ Y ) ∧ Z) ' (X ∧ (Y ∧ Z));

((X ∨ Y ) ∨ Z) ' (X ∨ (Y ∨ Z));

4. äèñòðèáóòèâíiñòü:
((X ∧ Y ) ∨ Z) ' ((X ∨ Z) ∧ (Y ∨ Z));

((X ∨ Y ) ∧ Z) ' ((X ∧ Z) ∨ (Y ∧ Z));

5. äîïîâíþâàëüíiñòü:

(X ∨ ¬X) ' 1, (X ∧ ¬X) ' 0, ¬(¬X) ' X;
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6. âèêëþ÷åííÿ iìïëiêàöi¨ òà åêâiâàëåíòíîñòi:

X ↔ Y ' (X → Y ) ∧ (Y → X);

(X → Y ) ' (¬X ∨ Y );

7. çàêîíè äå Ìîðãàíà:
¬(X ∧ Y ) ' (¬X ∨ ¬Y );

¬(X ∨ Y ) ' (¬X ∧ ¬Y ).

Ç íàâåäåíèõ çàêîíiâ âèïëèâà¹
Ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü.

ßêùî äâi ôîðìóëè F i G ¹ åêâiâàëåíòíèìè (F ≈ G) i çàëåæàòü ëèøå âiä ñèìâîëiâ
¬,∨,∧, òî, çàìiíà çâ'ÿçîê ∨ íà ∧ i ∧ íà ∨, â îáîõ ôîðìóëàõ ïðèâîäèòü äî åêâiâàëåíòíèõ
ôîðìóë- F̃ ≈ G̃

1.3 ×èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ÿê ôîðìàëüíà ìîâà.

Îçíà÷åííÿ 1.6. Âèñëîâëþâàëüíà ôîðìà - öå òâåðäæåííÿ, â ÿêîìó ïðîïóùåíi
ïåâíi ñëîâà; ïiñëÿ çàïîâíåííÿ ïîðîæíiõ ìiñöü íàçâàìè åëåìåíòiâ ç ïåâíî¨ ìíîæèíè
D âèñëîâëþâàëüíà ôîðìà ñòà¹ âèñëîâëþâàííÿì.

Îçíà÷åííÿ 1.7. Êiëüêiñòü çìiííèõ âiä ÿêèõ çàëåæèòü âèñëîâëþâàëüíà ôîðìà íà-
çèâà¹òüñÿ ¨¨ àðíiñòþ .

Ïðèðîäíî ââàæàòè çâè÷àéíi âèñëîâëþâàííÿ (ôîðìóëè ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü)
âèñëîâëþâàëüíèìè ôîðìàìè àðíîñòi 0.

Îçíà÷åííÿ 1.8. Âèçíà÷èòè äiþ iíòåðïðåòàòîðà Ic íà âèñëîâëþâàëüíié ôîðìi
A(x1, x2, . . . , xn) îçíà÷à¹ îïèñàòè iíòåðïðåòàöiþ âñiõ âèñëîâëþâàíü, ÿêi âîíà çàäà¹.
Òîáòî ñëiä ñïiâñòàâèòè êîæíîìó íàáîðó (d1, d2, . . . , dn), di ∈ D, åëåìåíò
I(A)(d1, d2, . . . , dn) ∈ {0, 1}. Îòæå, ðåçóëüòàòîì äi¨ iíòåðïðåòàòîðà Ic íà âèñëîâ-
ëþâàëüíó ôîðìó A ¹ ïðåäèêàò Ic(A) - ôóíêöiÿ ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â îáëàñòi
iñòèííîñòi {0, 1}. Ic(A)

Îçíà÷åííÿ 1.9. Ôóíêöiÿ, ÿêà ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó íàáîðó (d1, d2, . . . , dn),
di ∈ D, åëåìåíò ç ìíîæèíè {0, 1} íàçèâà¹òüñÿ n− ìiñòíèì (n− àðíèì) ïðåäèêà-
òîì âèçíà÷åíèì íà ìíîæèíi D.

Íàéïðîñòiøîþ ôîðìîþ âèçíà÷åííÿ ïðåäèêàòó I(F )(d1, d2, . . . , dn) ¹ òàáëè÷íèé

I(x1) I(x2) I(x3) . . . I(xn) I(F )(I(x1), . . . , I(xn))

d11 d12 d13 . . . d1n ∗
d21 d22 d23 . . . d2n ∗
d31 d32 d23 . . . d3n ∗
... ... ... ... . . . ∗
dk1 dk2 dk3 . . . dkn ∗

. (1.1)
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Òóò (di1, di2, di3 . . . din) ïðîáiãà¹ âñi ìîæëèâi íàáîðè (d1, d2, . . . , dn), di ∈ D, k = |D|n, ∗ =
0, 1.

Òàêèì ÷èíîì, ùîá ïðîiíòåðïðåòóâàòè âèñëîâëþâàëüíó ôîðìó A(x1, x2, . . . , xn) ÿê
ïðåäèêàò òðåáà îáðàòè îáëàñòü iíòåðïðåòàöi¨ - ìíîæèíó D i ñïiâñòàâèòè öié ôîðìi
ïðåäèêàò Ic(A) âiäïîâiäíî¨ àðíîñòi, âèçíà÷åíèé íà öié ìíîæèíi.

Îïåðàöi¨ íàä âèñëîâëþâàëüíèìè ôîðìàìè (ïðåäèêàòàìè).
Ëåãêî áà÷èòè, ùî âñi ââåäåíi ðàíiøå îïåðàöi¨ íàä âèñëîâëþâàííÿìè ïðèðîäíèì ÷è-

íîì ïåðåíîñÿòüñÿ íà âèñëîâëþâàëüíi ôîðìè. Âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäí¹ îçíà÷åííÿ, çðî-
çóìiëî ùî çíà÷èòü ïðîiíòåðïðåòóâàòè ôîðìóëè âèäó A(x, y, z, . . .)∗B(x, y, u, v, . . .), äå
∗− îäíà ç áiíàðíèõ çâ'ÿçîê ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü àáî ôîðìóëó ¬A(x, y, z, . . .).

Êðiì öèõ îïåðàöié ââîäÿòüñÿ îïåðàöi¨ êâàíòóâàííÿ .

Îçíà÷åííÿ 1.10. ßêùî A(x1, x2, . . . , xn)- âèñëîâëþâàëüíà ôîðìà àðíîñòi n, òî çà
îçíà÷åííÿì, âèñëîâëþâàëüíà ôîðìà F (x2, x3, . . . , xn) = ∀x1A(x1, x2, . . . , xn) àðíîñòi
n− 1 ìà¹ iíòåðïðåòóâàòèñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

1. íàäàòè âiëüíèì çìiííèì x2, x3, . . . , xn ôîðìóëè F çíà÷åíü ç ìíîæèíè D;

2. äëÿ îáðàíèõ çíà÷åíü x2 := d2, x3 := d3, . . . , xn := dn ïðîiíòåðïðåòóâàòè âñi âè-
ñëîâëþâàííÿ ç ìíîæèíè {A(d, d2, d3, . . . , dn)|d ∈ D};

3. ÿêùî ïðèíàéìíi äëÿ îäíîãî çíà÷åííÿ d ∈ D ðåçóëüòàòîì iíòåðïðåòàöi¨ âèñëîâ-
ëþâàííÿ A(d, d2, d3, . . . , dn) ¹ 0, òî âèñëîâëþâàííÿ F (d2, d3, . . . , dn) iíòåðïðåòó-
¹òüñÿ ÿê 0, ÿêùî æ äëÿ âñiõ çíà÷åíü d ∈ D, ðåçóëüòàòîì iíòåðïðåòàöi¨ âè-
ñëîâëþâàííÿ A(d, d2, d3, . . . , dn) ¹ 1, òî âèñëîâëþâàííÿ F (d2, d3, . . . , dn) iíòåð-
ïðåòó¹òüñÿ ÿê 1.

Îçíà÷åííÿ 1.11. ßêùî A(x1, x2, . . . , xn)- âèñëîâëþâàëüíà ôîðìà àðíîñòi n, òî çà
îçíà÷åííÿì, âèñëîâëþâàëüíà ôîðìà F (x2, x3, . . . , xn) = ∃x1A(x1, x2, . . . , xn) àðíîñòi
n− 1 ìà¹ iíòåðïðåòóâàòèñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

1. âèêîíàòè ïóíêòè 1 òà 2 ç ïîïåðåäíüîãî îçíà÷åííÿ;

2. ÿêùî ïðèíàéìíi äëÿ îäíîãî çíà÷åííÿ d ∈ D ðåçóëüòàòîì iíòåðïðåòàöi¨ âèñëîâ-
ëþâàííÿ A(d, d2, d3, . . . , dn) ¹ 1, òî âèñëîâëþâàííÿ F (d2, d3, . . . , dn) iíòåðïðåòó-
¹òüñÿ ÿê 1, ÿêùî æ äëÿ âñiõ çíà÷åíü d ∈ D, ðåçóëüòàòîì iíòåðïðåòàöi¨ âè-
ñëîâëþâàííÿ A(d, d2, d3, . . . , dn) ¹ 0, òî âèñëîâëþâàííÿ F (d2, d3, . . . , dn) iíòåð-
ïðåòó¹òüñÿ ÿê 0.

Çðîçóìiëî ùî òðåáà çìiíèòè â îçíà÷åííÿõ, ùîá ïðîiíòåðïðåòóâàòè ôîðìóëè
∀xiA(x1, x2, . . . , xn),∃xiA(x1, x2, . . . , xn), i = 2, 3, . . . , n.

Ñèíòàêñèñ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ.
Ôîðìàëüíà ìîâà ìà¹ àëôàâiò À, ÿêèé âêëþ÷à¹ â ñåáå ìíîæèíó òåðìiíàëüíèõ ñèì-

âîëiâ A0, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ:
f, g, h ... - ôóíêöiîíàëüíi êîíñòàíòè
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A, B, C ... - ïðåäèêàòíi êîíñòàíòè
a, b, c ... - äëÿ ïðåäèêàòíèõ êîíñòàíò àðíîñòi 0 ( ïðîñòèõ âèñëîâëþâàíü) âæèâà¹ìî

ìàëi ëiòåðè
x, y, z, ... - Var - çìiííi
òà ìíîæèíè ñïåöiàëüíèõ ñèìâîëiâ:

As = {∨,∧,→,¬, (, ), ∀, ∃}

Îçíà÷åííÿ 1.12. Ââåäåìî ïîíÿòòÿ òåðìó àáî ôóíêöiîíàëüíî¨ ôîðìè iíäóêòèâ-
íî:

Áàçà: a, b, c, x, y, z - íàéïðîñòiøi òåðìè;
Iíäóêöiéíèé êðîê: ÿêùî t1, t2, tk - òåðìè, à f - ôóíêöiîíàëüíà êîíñòàíòà, òî

f(t1, t2, . . . , tk) - òåæ òåðì.

Ïîíÿòòÿ ôîðìóëè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ââîäèòüñÿ òàêîæ iíäóêòèâíî.

Îçíà÷åííÿ 1.13. Íåõàé t1, t2, . . .- äîâiëüíi òåðìè, A - äåÿêà ïðåäèêàòíà êîíñòàíòà.
Òîäi ôîðìóëà A(t1, t2, . . .) íàçèâà¹òüñÿ àòîìàðíîþ.

Òåïåð ìîæíà äàòè îçíà÷åííÿ ôîðìóëè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.14. Áàçà: Àòîìàðíi ôîðìóëè - ôîðìóëè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ.

iíäóêöiéíèé êðîê: F1,F2 - ôîðìóëè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ, òîäi:

(F1)∨(F2), (F1)∧(F2), (F1)→ (F2),¬(F1),¬(F2),∀x(F1),∃y(F2) - òåæ ôîðìóëè.
Ôîðìóëàìè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ¹ òi i òiëüêè òi ôîðìóëè, ÿêi îòðèìàíi çàñòî-

ñóâàííÿì âèùåíàâåäåíèõ êðîêiâ ó ñêií÷åííié êiëüêîñòi.

Îòæå, àòîìàðíi ôîðìóëè ¹ òèìè öåãëèíêàìè ç ÿêèõ áóäóþòüñÿ ôîðìóëè ÷èñëåííÿ
ïðåäèêàòiâ, ÿêi ìàþòü òàêó ôîðìó:

F = F(A,B,C, . . . |x, y, z, . . . , f1, f2, . . .), (1.2)

òóò ç ôóíêöiîíàëüíèõ êîíñòàíò, ùî ñòîÿòü ïiñëÿ âåðòèêàëüíî¨ ðèñêè, ìàþòü áóòè
óòâîðåíi òåðìè, ÿêi ïiäñòàâëÿþòüñÿ â àòîìàðíi ôîðìóëè, ùî ñòîÿòü ëiâîðó÷.

Ïðèêëàä 1.1. A - ïðåäèêàòíà êîíñòàíòà, f - ôóíêöiîíàëüíà êîíñòàíòà, x, y, z -
çìiííi. Ïîáóäó¹ìî ôîðìóëó ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ. x, y, z - íàéïðîñòiøi òåðìè, f(x,
y) òà f(x, f(x,y)) - òåðìè. ∀yA(x, f(x, y)) - ôîðìóëà, ùî ¹ ïðàâèëüíî ïîáóäîâàíîþ çà
ñèíòàêñèñîì ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ.

Ââåäåìî, ùå äåÿêi ïîíÿòòÿ.

1. ßêùî ó äåÿêié ôîðìóëi ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ìà¹ìî ïiäôîðìóëó âèäó ∀x(F) àáî
∃x(F), òî ïiäôîðìóëà F íàçìâà¹òüñÿ îáëàñòþ äi¨ âiäïîâiäíîãî êâàíòîðà.
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2. Çìiííà, ÿêà ïðèñóòíÿ â ôîðìóëi i íå ïîïàäà¹ ïiä äiþ æîäíîãî êâàíòîðà, íàçèâà¹-
òüñÿ âiëüíîþ çìiííîþ öi¹¨ ôîðìóëè.

∀x(A(x)→ B(x, y)) - òóò ó - âiëüíà çìiííà.

(∀xA(x))→ B(x, y) - òóò êiëüêiñòü âiëüíèõ çìiííèõ 2.

3. Êiëüêiñòü âiëüíèõ çìiííèõ ôîðìóëè áóäåìî íàçèâàòè ¨¨ àðíiñòþ.

4. Ôîðìóëà íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíîþ, ÿêùî âîíà íå ìà¹ âiëüíèõ çìiííèõ.

∀x(∀y((∀z(A(z))→ B(x, y))))

5. Ââåäåìî òàêèé ïîðÿäîê (ïðiîðèòåò) ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê:

↔ ≺ → ≺ ∃ � ∀ ≺ ∨ ≺ ∧ ≺ ¬
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Ñåìàíòèêà ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.15. Iíòåðïðåòàòîðîì ôîðìóëè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ íàçèâà¹òüñÿ òðié-
êà (D, Ic, Iv), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ìíîæèíè D - îáëàñòi iíòåðïðåòàöi¨, òà äâîõ iíòåð-
ïðåòàòîðiâ (âiäîáðàæåíü) Ic− iíòåðïðåòàòîð êîíñòàíò, Iv− iíòåðïðåòàòîð çìií-
íèõ. Îáëàñòþ çíà÷åíü âiäîáðàæåííÿ Ic ¹ ìíîæèíà T ïðåäèêàòiâ, à îáëàñòþ çíà÷åíü
êîìïîçèöi¨ I = Iv(Ic) ¹ îáëàñòü iñòèííîñòi T0 = {true, false} = {iñòèíà, õèáà} =
{0, 1}. Äëÿ äàíîãî íàáîðó ôîðìóë, ÿêi ïiäëÿãàþòü iíòåðïðåòàöi¨, âiäîáðàæåííÿ Ic
òà Iv îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíi, ÿêùî

1. êîæíîìó ïðîñòîìó âèñëîâëþâàííþ (êîíñòàíòi) ç äàíîãî íàáîðó ôîðìóë ñïiâ-
ñòàâëåíî ¨¨ çíà÷åííÿ iñòèííîñòi àáî 1, àáî 0.

a 7→ Ic(a) ∈ {0, 1};

2. êîæíié ôóíêöiðíàëüíié êîíñòàíòi f ç äàíîãî íàáîðó ôîðìóë ñïiâñòàâëåíî ôóí-
êöiþ âiä ïåâíî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ, ÿêà âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi D i íàáóâà¹ çíà-
÷åíü â öié æå ìíîæèíi:

f 7→ Ic(f) : D ×D × . . . ...×D → D

3. êîæíié ïðåäèêàòíié êîíñòàíòi A ç äàíîãî íàáîðó ôîðìóë ñïiâñòâëåíî ïðåäèêàò
ïåâíî¨ àðíîñòi:

A 7→ Ic(A) : D ×D × . . . ...×D → {0, 1}

4. iíòåðïðåòàòîð çìiííèõ ïðèñâîþ¹ êîæíié âiëüíié çìiííié ôîðìóëè ïåâíå çíà÷å-
ííÿ ç îáëàñòi D :

Iv(x) : x 7→ dx ∈ D

Îçíà÷åííÿ 1.16. Iíòåðïðåòàöiÿ ôîðìóëè F çäiéñíþ¹òüñÿ çà òàêîþ ñõåìîþ:

1 Îáèðà¹òüñÿ ìíîæèíà D− îáëàñòü iíòåðïðåòàòîðà;

2) Âèçíà÷àþòüñÿ iíòåðïðåòàöi¨ âñiõ àòîìàðíèõ ôîðìóëàì, ùî âõîäÿòü ó ôîðìóëó,
øëÿõîì ñïiâñòàâëåííÿ ¨ì ïðåäèêàòiâ, âèçíà÷åíèõ íà ìíîæèíi D ;

3) Âèçíà÷àþòüñÿ iíòåðïðåòàöi¨ âñiõ ôóíêöiîíàëüíèõ êîíñòàíò, ùî âõîäÿòü ó ôîð-
ìóëó, øëÿõîì ñïiâñòàâëåííÿ ¨ì ôóíêöié: D ×D × . . .×D 7→ D.

4) Êîðèñòóþ÷èñü ïðàâèëàìè iíòåðïðåòàöi¨ ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê ïðîâîäèòüñÿ iíòåðïðå-
òàöiÿ ôîðìóëè F , ÿê ïðåäèêàòó Ic(F), øëÿõîì ñêëàäàííÿ òàáëèöi âèäó

I(x1) I(x2) I(x3) . . . I(xn) I(F)(I(x1), . . . , I(xn))

d11 d12 d13 . . . d1n ∗
d21 d22 d23 . . . d2n ∗
d31 d32 d23 . . . d3n ∗
... ... ... ... . . . ∗
dk1 dk2 dk3 . . . dkn ∗

. (1.3)
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Òóò (di1, di2, di3 . . . din) ïðîáiãà¹ âñi ìîæëèâi íàáîðè (d1, d2, . . . , dn), di ∈ D, k =
|D|n, ∗ = 0, 1.

5) Âiëüíèì çìiííèì ôîðìóëè F íàäàþòüñÿ ïåâíi çíà÷åííÿ ç îáëàñòi D, òîáòî
âèçíà÷à¹òüñÿ äiÿ iíòåðïðåòàòîðà Iv : Iv(xi) = di ∈ D,ïiñëÿ ÷îãî çà âèùåíàâå-
äåíîþ òàáëèöåþ âèçíà÷à¹òüñÿ çíà÷åííÿ I(F ) ∈ {0, 1}.

Ïðèêëàä 1.2. Ïîáóäó¹ìî ÿêó-íåáóäü iíòåðïðåòàöiþ ôîðìóëè ∀yA(x, f(x, y)) ç ïîïå-
ðåäíüîãî ïðèêëàäó.

1. Îáåðåìî òðüîõ-åëåìåíòíó îáëàñòü D = {a, b, c}
2. Âèçíà÷èìî áiíàðíèé ïðåäèêàò íà öié ìíîæèíi:

y
x

a b c
a 1 0 0
b 0 0 1
c 0 1 0

3. Ñïiâñòàâèìî ôóíêöiîíàëüíié êîíñòàíòi f ôóíêöiþ Ic(f) : D×D → D, ÿêó ìè
çàäàìî òàáëèöåþ:

y
x

a b c
a b c c
b a a b
c b b b

4. Ñêëàäåìî òàáëèöþ ïðåäèêàòà Ic(∀yA(x, f(x, y)))
5. Ïîêëàäåìî Iv(x) = b i çíàéäåìî âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ iñòèííîñòi.

Îçíà÷åííÿ 1.17. Iíòåðïðåòàòàöiÿ (D, Ic, Iv) ôîðìóëè F íàçèâà¹òüñÿ ìîäåëëþ
ôîðìóëè F , ÿêùî I(F) = 1.

Íåõàé ìà¹ìî ìíîæèíó ôîðìóë äëÿ ÿêèõ (D, Ic, Iv) ¹ ñïiëüíîþ ìîäåëëþ, òîäi áó-
äåìî ãîâîðèòè, ùî (D, Ic, Iv) ¹ ìîäåëëþ ìíîæèíè ôîðìóë.

Îçíà÷åííÿ 1.18. Îçíà÷åííÿ òîòîæíî-iñòèííî¨, âèêîíëèâî¨, òîòîæíî-õèáíî¨, åêâi-
âàëåíòíèõ ôîðìóë, à òàêîæ ëîãi÷íîãî íàñëiäêó, äàíi ðàíiøå äëÿ ÷èñëåííÿ âèñëîâëþ-
âàíü, äîñëiâíî ïåðåíîñÿòüñÿ íà ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ.

Çàóâàæèìî òiëüêè, ùî ïðè öüîìó äîâiëüíiñòü iíòåðïðåòàöi¨ îçíà÷à¹ äîâiëüíèé âè-
áið ìíîæèíè D (ï. 1), äîâiëüíiñòü â îáðàííi ïðåäèêàòiâ äëÿ iíòåðïðåòàöi¨ àòîìàðíèõ
ôîðìóë (ï. 2), âèáið äîâiëüíèõ ôóíêöié íà ìíîæèíi D äëÿ iíòåðïðåòàöié ôóíêöiî-
íàëüíèõ êîíñòàíò (ï.3) i íàðåøòi âèáîði äîâiëüíèõ çíà÷åíü äëÿ ïðèñâî¹ííÿ âiëüíèì
çìiííèì ï. 5.

Òåîðåìà 1.4. Äâi ôîðìóëè F1, F2 ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè
òîäi êîëè ôîðìóëà F1 ↔ F2 ¹ òîòîæíî-iñòèííi.

10



Ïðèêëàäè åêâiâàëåíòíîñòåé ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ.

∀xA(x) ∧ ∀xB(x) ' ∀x(A(x) ∧B(x)),

¬∀xA(x) ' ∃x¬A(x),

¬∃xA(x) ' ∀x¬A(x),

×è ¹ ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi åêâiâàëåíòíiñòi?

∀xA(x) ∨ ∀xB(x)
?' ∀x(A(x) ∨B(x)),

∀x∀yA(x, y)
?' ∀y∀xA(x, y),

∃x∃yA(x, y)
?' ∃y∃xA(x, y),

∃x∀yA(x, y)
?' ∀y∃xA(x, y).

ßêùî ôîðìóëà G íå çàëåæèòü âiä çìiííî¨ x, òî ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi åêâiâàëåí-
òíîñòi:

(∀xF(x, y, z, . . . , ) ∨ G(y, z, . . . , )) ' ∀x (F(x, y, z, . . . , ) ∨ G(y, z, . . . , )) , (1.4)

(∃xF(x, y, z, . . . , ) ∨ G(y, z, . . . , )) ' ∃x (F(x, y, z, . . . , ) ∨ G(y, z, . . . , )) , (1.5)

(∀xF(x, y, z, . . . , ) ∧ G(y, z, . . . , )) ' ∀x (F(x, y, z, . . . , ) ∧ G(y, z, . . . , )) , (1.6)

(∃xF(x, y, z, . . . , ) ∧ G(y, z, . . . , )) ' ∃x (F(x, y, z, . . . , ) ∧ G(y, z, . . . , )) . (1.7)

Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíî¨ ôîðìóëè F = F(x, y, . . .) ìàþòü ìiñöå åêâiâàëåíòíîñòi:

¬∀xF(x, y, . . .) ' ∃x¬F(x, y, . . .) (1.8)

¬∃xF(x, y, . . .) ' ∀x¬F(x, y, . . .) (1.9)

Äîâåäiòü ¨õ ñàìîñòiéíî.

Ïðèêëàä 1.3. Ç'ÿñó¹ìî äî ÿêîãî êëàñó âiäíîñèòüñÿ ôîðìóëà

∀x(A(x, y)→ B(x, y))→ (A(x, y)→ ∀xB(x, y))

Íåõàé I òàêà iíòåðïðåòàöiÿ íà ìíîæèíi D = {a, b}, ùî Ic(A) = Ic(B) :

y
x

a b
a 1 1
b 0 0

i ïîêëàäåìî Iv(x) = Iv(y) = a. Òîäi, î÷åâèäíî I(A(x, y)→ ∀xB(x, y)) = 0 i çíà÷åííÿ
I íà âñié ôîðìóëi äîðiâíþ¹ 0. Âðàõîâóþ÷è, ùî ôîðìóëà ìà¹ î÷åâèäíó ìîäåëü íà
ìíîæèíi ç îäíîãî åëåìåíòà, ïðèõîäèìî, ùî ðîçãëÿíóòà ôîðìóëà ¹ âèêîíëèâîþ.
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Íàñïðàâäi, ÿêùî íàêëàñòè óìîâó, ùî ôîðìóëà A íå çàëåæèòü âiä x, òîáòî A(x, y) =
A(y), òî ôîðìóëà

F = ∀x(A(y)→ B(x, y))→ (A(y)→ ∀xB(x, y))

áóäå òîòîæíî-iñòèííîþ. Äiéñíî, ÿêùî äëÿ äåÿêî¨ iíòåðïðåòàöi¨ I ìà¹ ìiñöå I(A(y) →
∀xB(x, y)) = 0, òî I(A(y)) = 1, I(∀xB(x, y)) = 0. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ d∗ ∈ D :
I(B(d∗, Iv(y))) = 0, àëå òîäi I(A(y) → B(d∗, y)) = 0, çâiäêè I(∀x(A(y) → B(x, y))) = 0
i I(F) = 0.

Ïðèêëàä 1.4. Ç'ÿñó¹ìî äî ÿêîãî êëàñó âiäíîñèòüñÿ ôîðìóëà

F = ∀x(¬∀yA(x, y))→ ¬∀yA(y, y) ?

Íà ìíîæèíi ç äâîõ åëåìåíòiâ âèçíà÷èìî iíòåðïðåòàöiþ Ic(A) òàêèì ÷èíîì:

y
x

a b
a 1 0
b 0 1

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî I(F) = 0. Ôîðìóëà F ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó

∀xG(x)→ G(t),

äå t− äåÿêèé òåðì (â ðîçãëÿíóòîìó âèïàäêó t = y). Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ÿêùî íàêëàñòè
íà òåðì t ïåâíi óìîâè, òî âêàçàíà ôîðìóëà ñòàíå òîòîæíî-iñòèííîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.19. Òåðì t íàçèâà¹òüñÿ âiëüíèì äëÿ çìiííî¨ x ó ôîðìóëi G(x), ÿêùî
æîäíà çìiííà òåðìà t íå ïiäïàäà¹ ïiä äiþ êâàíòîðiâ ôîðìóëè G(x).

Íàïðèêëàä, ÿêùî t = x, òî öåé òåðì ¹ âiëüíèì äëÿ çìiííî¨ x, îñêiëüêè t ìiñòèòü
¹äèíó çìiííó x, à âîíà ¹ âiëüíîþ çìiííîþ ó ôîðìóëi G(x), òîáòî íå ïiäïàäà¹ ïiä äiþ
æîäíîãî êâàíòîðà ôîðìóëè G(x). Ç iíøîãî áîêó, òåðì t = y íå ¹ âiëüíèì äëÿ çìiííî¨
x ó ôîðìóëi ∀yH(x, y), çîêðåìà ÿêùî ïîâåðíóòèñü äî ôîðìóëè F , òî òåðì t = y íå ¹
âiëüíèì äëÿ çìiííî¨ x ó ôîðìóëi ¬∀yA(x, y).

Ëåìà 1.1. ßêùî òåðì t ¹ âiëüíèì äëÿ çìiííî¨ x ó ôîðìóëi G(x), òî ôîðìóëà

∀xG(x)→ G(t),

¹ òîòîæíî-iñòèííîþ, çîêðåìà òàêîþ ¹ ôîðìóëà ∀xG(x)→ G(x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî äëÿ äåÿêî¨ iíòåðïðåòàöi¨ I ìà¹ ìiñöå I(G(t)) = 0, òî öå îçíà÷à¹, ùî
äëÿ ïåâíèõ çíà÷åíü çìiííèõ u, v, w, . . . òåðìó t ìà¹ìî Ic(G)(Ic(t)(Iv(u1), Iv(u2), . . .))) =
0. Ïîêëàäåìî x = d = Ic(t)(Iv(u1), Iv(u2), . . .)ó ôîðìóëi G(x). Öå ìîæíà çðîáèòè, áî
çà óìîâîþ ëåìè çìiííi u1, u2, . . . ¹ âiëüíèìè ó ôîðìóëi G(x). Òîäi I(G(d)) = 0, à îòæå
I(∀xG(x)) = 0. Öèì ëåìà äîâåäåíà.
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1.4 Ïðåíåêñíà íîðìàëüíà ôîðìà.

ßê ìè áà÷èëè â ÷èñëåííi âèñëîâëþâàíü, îäíèì iç çàñîáiâ ç'ÿñóâàííÿ äî ÿêîãî êëàñó
âiäíîñèòüñÿ äåÿêà ôîðìóëà i ïîáóäîâè ¨¨ ìîäåëåé ¹ çâåäåííÿ öi¹¨ ôîðìóëè äî ôîðìè
ïåâíîãî âèäó, íàïðèêëàä ÄÍÔ i ÊÍÔ. Òàêi ôîðìè ¹ i â ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ, ïðåíåêñíà
íîðìàëüíà ôîðìà ¹ îäíîþ ç íèõ.

Îçíà÷åííÿ 1.20. Ôîðìóëà H ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ, ÿêà ìà¹ âèãëÿä

H = Q1x1 Q2x2 . . . Qkxk G(x1, x2, . . . , xk, . . .), (1.10)

äå Qi ∈ {∀,∃}, à ôîðìóëà G íå ìiñòèòü êâàíòîðiâ, íàçèâà¹òüñÿ ïðåíåêñíîþ íîð-
ìàëüíîþ ôîðìîþ. Ïðè öüîìó, ôîðìóëó G(x1, x2, . . . , xk, . . .) íàçèâàþòü òiëîì ïðå-
íåêñíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè.

Äîñèòü ÷àñòî òiëî ïðåíåêñíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè ïîäàþòü ó âèãëÿäi ÊÍÔ àáî ÄÍÔ,
â ÿêèõ ðîëü ïðîñòèõ âèñëîâëþâàíü âiäiãðàþòü àòîìàðíi ôîðìóëè.

Òåîðåìà 1.5. Áóäü-ÿêà ôîðìóëà ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ åêâiâàëåíòíà äåÿêié ïðåíå-
êñíié íîðìàëüíié ôîðìi.

Äîâåäåííÿ. Â ÿêîñòi äîâåäåííÿ ìè ïðåä'ÿâèìî àëãîðèòì, ÿêèé äîçâîëÿ¹ äëÿ äîâiëüíî¨
ôîðìóëè F ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ïîáóäóâàòè åêâiâàëåíòíó ¨é ïðåíåêñíó íîðìàëüíó
ôîðìó.

1. Âèêîðèñòîâóþ÷è åêâiâàëåíòíîñòi 6 ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü, çàìiíèòè ôîðìóëó F
íà åêâiâàëåíòíó ¨é ôîðìóëó F1, ÿêà íå ìiñòèòü çâ'ÿçîê ↔ òà →;

2. Êîðèñòóþ÷èñü åêâiâàëåíòíîñòÿìè (1.8), (1.9) òà çàêîíàìè äå Ìîðãàíî çàìiíèòè
ôîðìóëó F1 íà åêâiâàëåíòíó ¨é ôîðìóëó F2, â ÿêié çíàê çàïåðå÷åííÿ ìîæå ñòîÿòè
ëèøå ïåðåä àòîìàðíîþ ôîðìóëîþ;

3. Ïîñëiäîâíèì ïåðåiìåíóâàííÿì çìiííèõ òà âèêîðèñòàííÿì åêâiâàëåíòíîñòåé (1.4),(1.5),(1.6),
(1.7) ïîáóäóâàòè ôîðìóëó âèäó (1.10), ÿêà åêâiâàëåíòíà F2;

4. Ïðèâåñòè òiëî îòðèìàíî¨ ïðåíåêñíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè äî ÊÍÔ àáî ÄÍÔ i ñïðî-
ñòèòè éîãî.

Ïðèêëàä 1.5. Ïîáóäó¹ìî ïðåíåêñíó íîðìàëüíó ôîðìó äëÿ ôîðìóëè

(¬∀x∃yA(x, y) ∧ ∀zC(z, y))→ A(x, x).

1-é êðîê.

(¬∀x∃yA(x, y) ∧ ∀zC(z, y))→ A(x, x) ' ¬ (¬∀x∃yA(x, y) ∧ ∀zC(z, y)) ∨ A(x, x).
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2-é êðîê.

¬ (¬∀x∃yA(x, y) ∧ ∀zC(z, y)) ∨ A(x, x) '
' (∀x∃yA(x, y) ∨ ¬∀zC(z, y)) ∨ A(x, x) '

' (∀x∃yA(x, y) ∨ ∃z¬C(z, y)) ∨ A(x, x).

3-é êðîê.

(∀x∃yA(x, y) ∨ ∃z¬C(z, y)) ∨ A(x, x) '
' (∃z(∀x∃yA(x, y) ∨ ¬C(z, y))) ∨ A(x, x) '

' ∃z ((∀x∃yA(x, y) ∨ ¬C(z, y)) ∨ A(x, x)) ,

Òóò âèêîíàíî äâi äi¨: îñêiëüêè ïiäôîðìóëè ∀x∃yA(x, y) òà A(x, x) êâàíòîð ∃z áóëî âè-
íåñåíî ñïî÷àòêó ç ïåðøèõ äóæîê, à ïîòiì âií áóâ âèíåñåíèé ïåðåä ôîðìóëîþ. Îñêiëüêè
ïiäôîðìóëà ¬C(z, y) íå çàëåæèòü âiä çìiííî¨ x, òî îòðèìó¹ìî

∃z ((∀x∃yA(x, y) ∨ ¬C(z, y)) ∨ A(x, x)) ' ∃z (∀x(∃yA(x, y) ∨ ¬C(z, y)) ∨ A(x, x)) .

Àëå ôîðìóëà ¬C(z, y) çàëåæèòü âiä çìiííî¨ y, òîìó ïåðåä âèíåñåííÿì êâàíòîðà ñëiä
âèêîíàòè ïåðåiìåíóâàííÿ çìiííèõ:

∃z (∀x(∃yA(x, y) ∨ ¬C(z, y)) ∨ A(x, x)) '
' ∃z (∀x(∃uA(x, u) ∨ ¬C(z, y)) ∨ A(x, x)) '

' ∃z (∀x∃u(A(x, u) ∨ ¬C(z, y)) ∨ A(x, x)) .

Îñêiëüêè ïiäôîðìóëà A(x, x) çàëåæèòü âiä x, òî ñëiä çíîâó ïåðåiìåíóâàòè çìiííi.

∃z (∀x∃u(A(x, u) ∨ ¬C(z, y)) ∨ A(x, x)) '
' ∃z (∀v∃u(A(v, u) ∨ ¬C(z, y)) ∨ A(x, x)) '
' ∃z∀v (∃u(A(v, u) ∨ ¬C(z, y)) ∨ A(x, x)) '
' ∃z∀v∃u ((A(v, u) ∨ ¬C(z, y)) ∨ A(x, x)) '

' ∃z∀v∃u (A(v, u) ∨ ¬C(z, y) ∨ A(x, x)) .

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè íîðìàëüíó ôîðìó òiëîì ÿêî¨ ¹ åëåìåíòàðíà äèç'þíêöiÿ
A(v, u) ∨ ¬C(z, y) ∨ A(x, x). Ïîáóäóéòå ìîäåëü öi¹¨ ôîðìóëè.
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Ëåêöiÿ 2

2 Ôîðìàëüíi òåîði¨.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ôîðìàëüíîþ òåîði¹þ íàçèâà¹òüñÿ ôîðìàëüíà ìîâà (A,W), â ÿêié
âèäiëåíà ïåâíà ïiäñóêóïíiñòü (ïiäìíîæèíà) ñëiâ Axioms ⊂ W, åëåìåíòè ÿêî¨ íàçè-
âàþòüñÿ àêñiîìàìè, i ñôîðìóëüîâàíi ïðàâèëà âèâîäó îäíèõ ôîðìóë àáî ñëiâ ç iíøèõ.
Ïðè öüîìó çàïèñ

F1,F2, . . . ,Fk ` F (2.1)

îçíà÷à¹: ôîðìóëà F îòðèìàíà ç Fi øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ ïðàâèë âèâîäó ôîðìàëüíî¨
òåîði¨.

Îçíà÷åííÿ 2.2. ßêùî ôîðìóëè F1,F2, . . . ,Fk ∈ Axioms , (¹ àêñiîìàìè), òî ôîðìóëà
F íàçèâà¹òüñÿ òåîðåìîþ. ôîðìàëüíî¨ òåîði¨. Â öüîìó âèïàäêó çàìiñòü çàïèñó (2.1)
áóäå âæèâàòèñÿ çàïèñ

` F .

Îçíà÷åííÿ 2.3. Ïîñëiäîâíiñòü ôîðìóë U1,U2, . . . ,Us íàçèâà¹òüñÿ ôîðìàëüíèì âè-
âîäîì ôîðìóëè F ç ìíîæèíè ôîðìóë Γ = {F1,F2, . . . ,Fk} ÿêùî

i) êîæíà ôîðìóëà Ui ¹ àáî

10 àêñiîìîþ, òîáòî Ui ∈ Axioms àáî

20 Ui ∈ Γ àáî

30 Ui îòðèìàíà ç ñóêóïíîñòi ôîðìóë Axioms ∪ Γ ∪ {U1 ,U2 , . . . ,Ui−1} çà äîïî-
ìîãîþ ïðàâèë âèâîäó ôîðìàëüíî¨ òåîði¨.

ii) Us = F .

ßêùî F ¹ òåîðåìîþ òåîði¨, òî âiäïîâiäíèé âèâiä áóäåìî íàçèâàòè äîâåäåííÿì
òåîðåìè.

Äëÿ ôîðìàëüíèõ ìîâ, ùî iíòåðïðåòóþòüñÿ íà ìíîæèíi {true, false} = {1, 0}, äëÿ
êîæíî¨ ôîðìóëè F âèçíà÷åíà ôîðìóëà ¬F òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ iíòåðïðåòàöi¨ I ìà¹
ìiñöå I(F) = 1⇔ I(¬F) = 0 òà I(F) = 0⇔ I(¬F) = 1

Îçíà÷åííÿ 2.4. Ôîðìàëüíà òåîðiÿ íàçèâà¹òüñÿ íåñóïåðå÷ëèâîþ, ÿêùî íå iñíó¹ ôîð-
ìóëè F òàêî¨, ùî F òà ¬F ¹ òåîðåìàìè.

Çãàäàâøè, ùî çãiäíî îçíà÷åííÿ ôîðìàëüíà òåîðiÿ ¹ ùå i ôîðìàëüíîþ ìîâîþ, äàìî
íàñòóïíå îçíà÷åííÿ.
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Îçíà÷åííÿ 2.5. Ìîäåëëþ ôîðìàëüíà òåîði¨ íàçèâà¹òüñÿ ìîäåëü ìíîæèíè ¨¨ òå-
îðåì, òîáòî òàêà iíòåðïðåòàöiÿ I ìíîæèíè ¨¨ ôîðìóë, ùî

` F ⇒ I(F) = 1.

Ëåìà 2.1. ßêùî ôîðìàëüíà òåîðiÿ äîïóñêà¹ ïðèíàéìíi îäíó ìîäåëü, òî âîíà íåñó-
ïåðå÷ëèâà.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ÿêùî iñíó¹ òàêà ôîðìóëà F , ùî ` F i ` ¬F , òî äëÿ iíòåðïðåòàöi¨
I, ùî ¹ ìîäåëëþ öi¹¨ òåîði¨ áóäåìî ìàòè I(F) = I(¬F) = 1, ùî íåìîæëèâî.

2.1 ×èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü ÿê ôîðìàëüíà òåîðiÿ.

Ïðèéìà¹òüñÿ ñèíòàêñèñ ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü, ÿê ôîðìàëüíî¨ ìîâè, äå ôîðìóëè

F ∨ G ≡ ¬F → G

F ∧ G ≡ ¬(F → ¬G)

F ↔ G ≡ (F → G) ∧ (G → F)

ïðèéìàþòüñÿ çà îçíà÷åííÿ çâ'ÿçîê ∨,∧,↔ .
Àêñiîìè ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü:

A1: F → (G → F);

A2: (F → (G → H))→ ((F → G)→ (F → H))

A3: (¬G → ¬F)→ ((¬G → F)→ G))

Íàñïðàâäi òóò ñëiä ãîâîðèòè ïðî ñõåìè àêñiîì, îñêiëüêè â íèõ çàìiñòü ëiòåð ìîæóòü
ïiäñòàâëÿòèñÿ äîâiëüíi ôîðìóëè.

Ïðàâèëîì âèâîäó ¹ Modus Ponens:

F ,F → G ` G

Íàâåäåìî ïðèêëàä äîâåäåííÿ òåîðåìè F → F â ÷èñëåííi âèñëîâëþâàíü.

Òåîðåìà 2.1. (Ìåòàòåîðåìà) Ôîðìóëà F → F ¹ òåîðåìîþ ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàí-
íÿ, òîáòî

` F → F .
� ôîðìóëà êîìåíòàð
1 F → ((F → F)→ F))→ ((F → (F → F))→ (F → F)) A2, äå

G := F → F ,
H := F

2 F → ((F → F)→ F) A1, äå
G := (F → F)

3 ((F → (F → F))→ (F → F)) Modus Ponens
1,2

4 F → (F → F) A1, äå G := F
5 F → F MP 3,4
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Ç iíøîãî áîêó, ôîðìóëà F → F ¹ òàâòîëîãi¹þ (òîòîæíî-iñòèíîþ ) ôîðìóëîþ ÷è-
ñëåííÿ âèñëîâëþâàíü, ÿê ôîðìàëüíî¨ ìîâè. Âèíèêà¹ ïðèðîäíå ïèòàííÿ: ÷è áóäü-ÿêà
òåîðåìà ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü, ÿê ôîðìàëüíî¨ òåîði¨ ¹ òîòîæíî-iñòèííîþ ôîðìóëîþ
÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü, ÿê ôîðìàëüíî¨ ìîâè ?

Òåîðåìà 2.2. Áóäü-ÿêà òåîðåìà ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü, ÿê ôîðìàëüíî¨ òåîði¨ ¹
òîòîæíî-iñòèííîþ ôîðìóëîþ ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü, ÿê ôîðìàëüíî¨ ìîâè, òîáòî
äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôîðìóëè ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü F ìà¹ ìiñöå iìïëiêàöiÿ

` F ⇒ |= F .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öi¹¨ ìåòàòåîðåìè ïðîâîäèòüñÿ â äâà åòàïè:

I) ïîêàçàòè, ùî âñi òðè àêñiîìè - A1, A2, A3, ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü ¹ òîòîæíî-
iñòèííèìè ôîðìóëàìè;

II) äîâåñòè, ùî íàøå ïðàâèëî âèâîäó - modus ponens, ç òîòîæíî-iñòèííèõ ôîðìóë
âèâîäèòü òîòîæíî-iñòèííi ôîðìóëè.

Âèêîíàííÿ åòàïó I) çàëèøà¹ìî ÿê âïðàâó äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ. Ïðèïóñòèìî
òåïåð, ùî ôîðìóëè F òà F → G ¹ òîòîæíî-iñòèííèìè i ïîêàæåìî, ùî òîäi i ôîðìóëà
G, ÿêà âèâîäèòüñÿ ç íèõ çà ïðàâèëîì modus ponens òàêîæ ¹ òîòîæíî-iñòèííîþ. Äiéñíî,
îñêiëüêè ôîðìóëè F , F → G ¹ òîòîæíî-iñòèííèìè, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî iíòåðïðåòàòîðà
I ìà¹ìî: I(F) = 1, I(F → G) = 1. Àëå çà óìîâè I(F) = 1 ðiâíiñòü I(F → G) = 1
ìîæëèâà ëèøå êîëè I(G) = 1. Îñêiëüêè íàøi ìiðêóâàííÿ ïðîâîäèëèñÿ äëÿ äîâiëüíî¨
iíòåðïðåòàöi¨ I, òî òèì ñàìèì ïîêàçàíî, ùî ôîðìóëà G ¹ òîòîæíî-iñòèííîþ i âèêîíàíî
äðóãèé åòàï äîâåäåííÿ.

ßêùî ôîðìóëà F ¹ òåîðåìîþ, òî iñíó¹ ¨¨ âèâiä - ïîñëiäîâíiñòü ôîðìóë

U1,U2, . . . ,Us−1,Us = F ,

äå êîæíà ôîðìóëà àáî àêñiîìà, ÿêà çà ï. I) ¹ òîòîæíî-iñòèííîþ ôîðìóëîþ, àáî îòðè-
ìàíà ç ïîïåðåäíiõ ôîðìóë çà ïðàâèëîì modus ponens i çà ï. II) òàêîæ ¹ òîòîæíî-
iñòèííîþ. Îòæå, âñi ôîðìóëè Ui, i = 1, 2, . . . , s, â âèâîäi òåîðåìè F ¹ òîòîæíî-iñòèííèìè
ôîðìóëàìè, çîêðåìà ñàìà òåîðåìà F ¹ òîòîæíî-iñòèííîþ ôîðìóëîþ.

Íàñëiäîê 2.1. Áóäü-ÿêå ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü ¹ íåñóïåðå÷ëèâîþ òåîðiþ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî: ïðèïóñòèìî, ùî â ÷è-
ñëåííi âèñëîâëþâàíü iñíó¹ ôîðìóëà G òàêà, ùî âîíà òà ôîðìóëà ¬G ¹ òåîðåìàìè.
Òîäi çà âèùåíàâåäåíîþ òåîðåìîþ îáèäâi öi ôîðìóëè ¹ òàâòîëîãiÿìè, ùî î÷åâèäíî ¹
íåìîæëèâèì.

Ïîáóäîâà ôîðìàëüíîãî âèâîäó òà äîâåäåííÿ òåîðåì ó ôîðìàëüíèõ òåîðiÿõ ¹ äîñèòü
êðîïiòêîþ i âàæêîþ ïðàöåþ. Íàñòóïíà ìåòàòåîðåìà ÷àñîì ìîæå ñïðîñòèòè öþ ðîáîòó.
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Òåîðåìà 2.3. (Ìåòàòåîðåìà äåäóêöi¨) Íåõàé Γ− äåÿêà ìíîæèíà ôîðìóë ÷èñëåííÿ
âèñëîâëþâàíü i A äåÿêà ôîðìóëà. ßêùî Γ,A ` F (ôîðìóëà F âèâîäèòüñÿ ç ìíîæèíè
ôîðìóë Γ i ôîðìóëè A), òî Γ ` A → F .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî äîâæèíi
âèâîäó ôîðìóëè F . Íåõàé U1,U2, . . . ,Us = F− âèâiä ôîðìóëè F ç ìíîæèíè ôîðìóë
Γ,A.

Áàçà iíäóêöi¨: s = 1. Ó öüîìó âèïàäêó U1 = F i öå ìîæëèâî ëèøå çà îäíî¨ ç òðüîõ
óìîâ:

a) F ∈ Γ;

á) F− àêñiîìà;

â) F = A.

ó âèïàäêó a) ìà¹ìî

� ôîðìóëà êîìåíòàð
1 F ãiïîòåçà
2 F → (A → F) A1, äå G := A
3 A → F MP 1,2

Ó âèïàäêó á) äîâåäåííÿ äîñëiâíî ïîâòîðþ¹òüñÿ. À ó âèïàäêó ñ) ìà¹ìî ðàíiøå
äîâåäåíó ìåòàòåîðåìó 2.1 F → F . Öèì áàçó iíäóêöi¨ äîâåäåíî.

Iíäóêöiéíèé êðîê. Ïðèïóñòèìî, ùî ìåòàòåîðåìà äåäóêöi¨ ìà¹ ìiñöå äëÿ ôîðìóë
F , äîâæèíà âèâîäó ÿêèõ ç ìíîæèíè ôîðìóë Γ,A ìåíøà çà s. Òîäi, çà ïðèïóùåííÿì
iíäóêöi¨, äëÿ äîâiëüíîãî k : 1 ≤ k < s, ìà¹ ìiñöå:

Γ ` A → Uk,

à äëÿ ôîðìóëè Us ¹ ÷îòèðè ìîæëèâîñòi

a) F ∈ Γ;

á) F− àêñiîìà;

â) F = A;

ã) iñíóþòü i, j : 1 ≤ i, j < s òàêi, ùî Uj = Ui → Us, òîáòî Us îòðèìàíà çà ïðàâèëîì
modus ponens.

Ó ïåðøèõ òðüîõ âèïàäêàõ ìiðêóâàííÿ, ïðîâåäåíi ïðè äîâåäåííi áàçè iíäóêöi¨, äîñëiâíî
ïîâòîðþþòüñÿ. Ó âèïàäêó 4), êîðèñòóþ÷èñü ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, îòðèìó¹ìî

Γ ` A → Ui, Γ ` A → (Ui → Us).

Çà ñõåìîþ àêñiîì A2, îòðèìó¹ìî

(A → (Ui → Us))→ ((A → Ui)→ (A → Us)) .

Çàñòîñóâàâøè äâà ðàçè modus ponens îòðèìó¹ìî Γ ` A → Us. Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâå-
äåííÿ çàëèøèëîñÿ çãàäàòè, ùî Us = F .
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Ïðèêëàä 1. Äîâåñòè ïåðøå ïðàâèëî ñèëîãiçìó:

A → B,B → C ` A → C

Ïðèêëàä 2. Äîâåñòè äðóãå ïðàâèëî ñèëîãiçìó:

A → (B → C),B ` A → C.

Ïèòàííÿ. ×è ¹ ïðàâèëüíèì òâåðäæåííÿ îáåðíåíå äî òåîðåìè äåäóêöi¨?
Íàâåäåìî òåîðåìè ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü, ÿêi áóäóòü ïîòðiáíi íàì äàëi.

a) ` ¬¬F → F

b) ` F → ¬¬F

c) ` ¬F → (F → G)

d) ` (¬G → ¬F)→ (F → G)

e) ` (F → G)→ (¬G → ¬F)

f) ` F → (¬G → ¬(F → G))

g) ` (F → G)→ ((¬F → G)→ G)

Íàâåäåìî äîâåäåííÿ òåîðåìè a)
� ôîðìóëà êîìåíòàð
1 (¬F → ¬¬F)→ ((¬F → ¬F)→ F) A3, äå G :=

F ,F := ¬F
2 ¬F → ¬F Ðàíiøå äîâåäåíà

òåîðåìà 2.1
3 (¬F → ¬¬F)→ F Äðóãå ïðàâèëî

ñèëîãiçìó
4 ¬¬F → (¬F → ¬¬F)) A1, äå F :=

¬¬F ,G := ¬F
5 ¬¬F → F Ç 3, 4 çà ïåðøèì

ïðàâèëîì ñèëî-
ãiçìó.

Ïîáóäîâà âèâîäó ðåøòè òåîðåì âèíîñèòüñÿ íà ñàìîñòiéíå îïðàöþâàííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.6. Ôîðìàëüíà òåîðiÿ T , àëôàâiò ÿêî¨ íå ìiñòèòü âiëüíèõ çìiííèõ i
ñïèñîê àêñiîì ÿêî¨ ìiñòèòü â ñîái ñõåìè àêñiîì A1, A2, A3 i ïðàâèëîì âèâîäó ÿêî¨ ¹
modus ponens íàçèâà¹òüñÿ òåîði¹þ 0-ãî ïîðÿäêó; àêñiîìè öi¹¨ òåîði¨, ÿêi íå ïîïà-
äàþòü ïiä ñõåìè A1, A2, A3 íàçèâàþòüñÿ ñïåöiàëüíèìè àêñiîìàìè òåîði¨.
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ßê áóëî ïîêàçàíî, ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü ¹ íåñóïåðå÷ëèâîþ òåîði¹þ. Â òîé æå
÷àñ, ïðè¹äíàííÿ ñïåöiàëüíèõ àêñiîì ìîæå ïðèâåñòè äî òîãî, ùî îòðèìàíà òåîðiÿ 0-ãî
ïîðÿäêó ñòàíå ñóïåðå÷ëèâîþ.

Ëåìà 2.2. Â ñóïåðå÷ëèâié òåîði¨ 0-ãî ïîðÿäêó áóäü-ÿêà ôîðìóëà ¹ òåîðåìîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G− äîâiëüíà ôîðìóëà íàøî¨ òåîði¨. ßêùî òåîðiÿ ñóïåðå÷ëèâà, òî
iñíó¹ ôîðìóëà F òàêà, ùî âîíà òà ¬F ¹ òåîðåìàìè. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ c) ç
âèùåíàâåäåíîãî ñïèñêó òåîðåì ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü:

` ¬F → (F → G).

Î÷åâèäíî, ùî âîíà áóäå òåîðåìîþ i â íàøié òåîði¨. Ïîäâiéíå çàñòîñóâàííÿ ïðàâèëà
modus ponens ïðèâîäèòü äî âèñíîâêó, ùî ôîðìóëà G ¹ òåîðåìîþ, ùî i äîâîäèòü ëåìó.

Ïèòàííÿ ïðî òå ÷è ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ îáåðíåíå äî ìåòàòåîðåìè 2.2 ¹ çíà÷íî
áiëüø ñêëàäíèì. Äëÿ éîãî äîâåäåííÿ íàì ïîòðiáíî ïðîâåñòè ïåâíó ïiäãîòîâ÷ó ðîáîòó.

Íåõàé F = F(a, b, c, . . .)− ïåâíà ôîðìóëà ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü, ÿêà çàëåæèòü
âiä ïðîñòèõ âèñëîâëþâàíü a, b, c, . . . . Äëÿ äîâiëüíî¨ iíòåðïðåòàöi¨ I i ïðîñòîãî âèñëîâ-
ëþâàííÿ a ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

aI =

{
a ÿêùî I(a) = 1
¬a ÿêùî I(a) = 0

, F I =

{
F ÿêùî I(F)(I(a), I(b), I(c), . . .) = 1
¬F ÿêùî I(F)(I(a), I(b), I(c), . . .) = 0

Ëåìà 2.3. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôîðìóëè F i äîâiëüíî¨ ¨¨ iíòåðïðåòàöi¨ I ìà¹ ìiñöå

aI , bI , cI , . . . ` F I(a, b, c, . . .).

Ïðèêëàä. F = ¬(¬a → b). Íåõàé iíòåðïðåòàöiÿ I òàêà, ùî I(a) = 1, à I(b) = 0.
Òîäi

aI = a, bI = ¬b,FI = ¬F = ¬¬(¬a→ b)

i ëåìà ñòâåðäæó¹, ùî ç ôîðìóë a òà ¬b âèâîäèòüñÿ ôîðìóëà ¬¬(¬a→ b), òîáòî

a,¬b ` ¬¬(¬a→ b).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ëåìè ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî êiëüêîñòi n
ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê, ùî ìiñòèòü ôîðìóëà F .

Áàçà iíäóêöi¨. n = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî ôîðìóëà F ¹ ïðîñòèì âèñëîâëþâàííÿì, òîáòî
ìà¹ âèä F = a. ßêùî I(a) = 1, òî ëåìà ñòâåðäæó¹, ùî a ` a, à ÿêùî I(a) = 0, òî
¬a→ ¬a. Îáèäâà òâåðäæåííÿ î÷åâèäíi.

Iíäóêöiéíèé êðîê. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè ìà¹ ìiñöå äëÿ ôîðìóë, êiëü-
êiñòü çâ'ÿçîê ÿêèõ ìåíøà çà n. Íåõàé ôîðìóëà F ìiñòèòü n ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê. Ãîëîâíîþ
çâ'ÿçêîþ ôîðìóëè F ìîæóòü áóòè:

1) ¬
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2) →

Ó âèïàäêó 1) ôîðìóëà ìà¹ âèãëÿä F = ¬G, äå êiëüêiñòü ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê ôîðìóëè G
äîðiâíþ¹ n− 1 i äî íå¨ ìîæíà çàñòîñóâàòè ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨. ßêùî iíòåðïðåòàöiÿ
I òàêà, ùî I(G) = 1, òî I(A) = 0 i çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìà¹ìî:

aI , bI , cI , . . . ` G(a, b, c, . . .).

Â öüîìó âèïàäêó F I = ¬F = ¬¬G. Ç iíøîãî áîêó, çà òåîðåìîþ b) ç âèùåíàâåäåíîãî
ñïèñêó ìà¹ìî ` G → ¬¬G i çàñòîñóâàâøè ïðàâèëî modus ponens îòðèìà¹ìî

aI , bI , cI , . . . ` ¬¬G(a, b, c, . . .) = F I .

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê êîëè iíòåðïðåòàöiÿ I òàêà, ùî I(G) = 0. Òîäi, GI = ¬G
i çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, ìà¹ìî

aI , bI , cI , . . . ` ¬G(a, b, c, . . .).

Îñêiëüêè ïðè öüîìó, I(F ) = 1 i F I = F = ¬G, òî òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê 2), êîëè ôîðìóëà ìà¹ âèãëÿä F = G → H, äå ôîðìóëè

G,H ìiñòÿòü ìåíøó êiëüêiñòü çâ'ÿçîê i äî íèõ ìîæíà çàñòîñóâàòè ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨.
Ðîçãëÿíåìî òðè âèïàäêè, ÿêi ïîêðèâàþòü âñi ìîæëèâîñòi:

2.1) I(G) = 0;

2.2) I(H) = 1;

2.3) I(G) = 1 i I(H) = 0.

Ó âèïàäêó 2.1 ìà¹ìî I(F) = 1,F I = F = G → H, à çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨

aI , bI , cI , . . . ` ¬G

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ðàíiøå îòðèìàíîþ òåîðåìîþ c), çãiäíî ÿêî¨ áóäåìî ìàòè

` ¬G → (G → H).

Çà modus ponens, îòðèìó¹ìî

aI , bI , cI , . . . ` G → H = F ,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.
Ó âèïàäêó 2.2 òàêîæ ìà¹ìî I(F) = 1,F I = F = G → H, à çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨

aI , bI , cI , . . . ` H.

Çà àêñiîìîþ A1, îòðèìó¹ìî ` H → (G → H) i çíîâó çà modus ponens, îòðèìó¹ìî

aI , bI , cI , . . . ` G → H.
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Â îñòàííüîìó âèïàäêó 2.3 ìà¹ìî I(G) = 1, I(H) = 0 i F I = ¬F = ¬(G → H). Çà
ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨,

aI , bI , cI , . . . ` G,
aI , bI , cI , . . . ` ¬H.

Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó f), çãiäíî ÿêî¨

G → (¬H → ¬(G → H)).

Çàëèøèëîñÿ äâà ðàçè çàñòîñóâàòè modus ponens i îòðèìàòè

aI , bI , cI , . . . ` ¬(G → H).

Òåîðåìà 2.4. Áóäü-ÿêà òîòîæíî-iñòèííîþ ôîðìóëà ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü, ÿê
ôîðìàëüíî¨ ìîâè, ¹ òåîðåìîþ âiäïîâiäíî¨ ôîðìàëüíî¨ òåîði¨, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêî¨
ôîðìóëè ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü F ìà¹ ìiñöå iìïëiêàöiÿ

|= F ⇒ ` F .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé F = F(a, b, c, . . .)− òàâòîëîãiÿ, òîäi, çãiäíî ïîïåðåäíüî¨ ëåìè, áóäå-
ìî ìàòè

aI , bI , cI , . . . ` F ,
äëÿ äîâiëüíî¨ iíòåðïðåòàöi¨ I, îñêiëüêè äëÿ òîòîæíî-iñòèííî¨ ôîðìóëèF I = F . Òîäi
çàñòîñóâàííÿ iíòåðïðåòàöi¨ I, ùî ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 1 íà âèñëîâëþâàííi a ïðèâîäèòü
äî

a, bI , cI , . . . ` F ,
à âèêîðèñòàííÿ iíòåðïðåòàöi¨ I : I(a) = 0 ìà¹ íàñëiäêîì

¬a, bI , cI , . . . ` F .

Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó äåäóêöi¨:
bI , cI , . . . ` a→ F ,
bI , cI , . . . ` ¬a→ F

i òåîðåìó g) ó òàêîìó âèãëÿäi:

(a→ F)→ ((¬a→ F)→ F).

Ïîäâiéíå çàñòîñóâàííÿ ïðàâèëà modus ponens ìà¹ íàñëiäêîì:

bI , cI , . . . ` F .

Òàêèì ÷èíîì íàì âäàëîñÿ çâiëüíèòè ñïèñîê ãiïîòåç âiä âèñëîâëþâàííÿ a. Ìîæíà ïðî-
äîâæèòè öi ìiðêóâàííÿ äëÿ âèñëîâëþâàíü b, c, . . . i çðîáèòè ñïèñîê ãiïîòåç ïîðîæíiì,
òîáòî îòðèìàòè

` F ,
ùî îçíà÷à¹, ùî F ¹ òåîðåìîþ.
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2.2 ×èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ÿê ôîðìàëüíà òåîðiÿ.

Ñèíòàêñèñ ÷èñëåíü ïðåäèêàòiâ çàëèøà¹ìî òàêèì æå, ÿê i äëÿ ôîðìàëüíèõ ìîâ. Ïî-
êëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

∃xF(x, . . .) = ¬∀x¬F(x, . . .).

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ àêñiîì ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ íàì çíàäîáèòüñÿ òàêå
Àêñiîìè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ

A1: F → (G → F);

A2: (F → (G → H))→ ((F → G)→ (F → H))

A3: (¬G → ¬F)→ ((¬G → F)→ G))

A4: ∀xF(x)→ F(t),
äå t - òåðì âiëüíèé äëÿ x ó ôîðìóëi F(x).

A5: (∀x(F → G))→ (F → ∀xG),
ÿêùî ôîðìóëà F íå çàëåæèòü âiä x.

Ïðàâèëàìè âèâîäó â ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ ¹ modus ponens

F ,F → G ` G

i ïðàâèëî óçàãàëüíåííÿ Gen
F(x) ` ∀xF(x).

Íàâåäåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ôîðìàëüíèõ âèâîäiâ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ.

∀x∀yA(x, y) ` ∀y∀xA(x, y)

� ôîðìóëà êîìåíòàð
1 ∀x∀yA(x, y) ãiïîòåçà
2 ∀x∀yA(x, y)→ ∀yA(x, y) A4, äå F :=

∀yA(x, y), t = x
3 ∀yA(x, y) ç 1,2 çà M.P.
4 ∀yA(x, y)→ A(x, y) A4, äå F :=

A(x, y), t = y
5 A(x, y) ç 3,4 çà M.P.
6 ∀xA(x, y) ç 5 çà ïðàâèëîì

Gen
7 ∀y∀xA(x, y) ç 6 çà ïðàâèëîì

Gen
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Òåîðåìà 2.5. Áóäü-ÿêà òåîðåìà ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ, ÿê ôîðìàëüíî¨ òåîði¨ ¹ òîòîæíî-
iñòèííîþ ôîðìóëîþ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ, ÿê ôîðìàëüíî¨ ìîâè, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêî¨
ôîðìóëè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ F ìà¹ ìiñöå iìïëiêàöiÿ

` F ⇒ |= F .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ïðîâîäèòüñÿ ïî òié æå ñõåìi, ùî i â òåîðåìi 2.2 äëÿ
÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü. Îòæå, äëÿ çàâåðøåííÿ âèêîíàííÿ åòàïó 1) ñëiä ïåðåêîíàòèñÿ,
ùî àêñiîìè A4, A5 ¹ òîòîæíî-iñòèííîþ ôîðìóëîþ i çàñòîñóâàííÿ ïðàâèëà Gen äî
òîòîæíî-iñòèííî¨ ôîðìóëè äàñòü íàì òîòîæíî-iñòèííó ôîðìóëó.

ßê i â ÷èñëåííi âèñëîâëþâàíü ìà¹ìî òàêèé íàñëiäîê

Íàñëiäîê 2.2. Áóäü-ÿêå ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ¹ íåñóïåðå÷ëèâîþ òåîðiþ.

Äîâåäåííÿ äîñëiâíî ïåðåíîñèòüñÿ ç ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü.
Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî òåîðåìà äåäóêöi¨ ïåðåíîñèòüñÿ íà ÷èñëåííÿ ïðåäèêà-

òiâ ç äåÿêèìè çàñòåðåæåííÿìè. Äiéñíî, çà ïðàâèëîì Gen ìà¹ìî A(x) ` ∀xA(x). Àëå
ôîðìóëà A(x)→ ∀xA(x) íå ¹ òîòîæíî-iñòèííîþ:

D = {a, b}, a b
Ic(A) 1 0

, Iv(x) = a,

à îòæå çà ïîïåðåäíiì òâåðäæåííÿì 2.5 íå ¹ òåîðåìîþ - 6` A(x)→ ∀xA(x).
Âñå æ òàêè ïðè ïåâíèõ äîäàòêîâèõ îáìåæåííÿõ ìåòàòåîðåìà äåäóêöi¨ ìà¹ ìiñöå i

â ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ.

Òåîðåìà 2.6. (Ìåòàòåîðåìà äåäóêöi¨ â ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ.) Íåõàé Γ− äåÿêà
ìíîæèíà ôîðìóë ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü i A äåÿêà ôîðìóëà. Íåõàé Γ,A ` F (ôîðìó-
ëà F âèâîäèòüñÿ ç ìíîæèíè ôîðìóë Γ i ôîðìóëè A), i ïðè öüîìó íå çàñòîñîâó¹òüñÿ
ïðàâèëî Gen ïî âiëüíèì çìiííèì ôîðìóëè A, òîäi Γ ` A → F .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî äîâæèíi
âèâîäó ôîðìóëè F . Íåõàé U1,U2, . . . ,Us = F− âèâiä ôîðìóëè F ç ìíîæèíè ôîð-
ìóë Γ,A. Î÷åâèäíî, ùî äîñèòü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê êîëè F = ∀xUi(x) i îòðèìàíî
çàñòîñóâàííÿì ïðàâèëà Gen. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìà¹ìî Γ ` A → Ui. Çà çðî-
áëåíèì ïðèïóùåííÿì x íå ¹ âiëüíîþ çìiííîþ ôîðìóëè A. Òîäi çà ñõåìîþ àêñiîì 5
ìà¹ìî (∀x(A → Ui)) → (A → ∀xUi(x)). Îñêiëüêè, Γ ` A → Ui, òî çà ïðàâèëîì Gen :
Γ ` ∀x(A → Ui). Çâiäêè çàñòîñóâàâøè M.P. ìà¹ìî ïîòðiáíèé ðåçóëüòàò.

Íàñëiäîê 2.3. ßêùî ôîðìóëà A ¹ çàìêíåíîþ i Γ,A ` F , òî Γ ` A → F .

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè íà çàñòîñóâàííÿ ìåòàòåîðåìè äåäóêöi¨.
1. ` ∀x∀yA(x, y)→ ∀y∀xA(x, y).
Â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi áóëî äîâåäåíî, ùî ∀x∀yA(x, y) ` ∀y∀xA(x, y). Ïîêëà-

äåìî Γ = ∅, A := ∀x∀yA(x, y). Îñêiëüêè îñòàííÿ ôîðìóëà ¹ çàìêíåíîþ, òî ìîæíà
çàñòîñóâàòè ìåòàòåîðåìó äåäóêöi¨ i îòðèìàòè ïîòðiáíèé ðåçóëüòàò.
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2. ` ∀x(A(x)→ B(x))→ (∀xA(x)→ ∀xB(x))
Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî ç ôîðìóë ∀x(A(x)→ B(x)), ∀xA(x) âèâîäèòüñÿ ôîðìóëà

∀xB(x).
� ôîðìóëà êîìåíòàð
1 ∀x(A(x)→ B(x))→ (A(x)→ B(x)) A4, äå

F := A(x) →
B(x), t := x

2 ∀x(A(x)→ B(x)) ãiïîòåçà
3 A(x)→ B(x) ç 1,2 çà M.P.
4 ∀xA(x) ãiïîòåçà
5 ∀xA(x)→ A(x) A4, äå F :=

A(x), t := x
6 A(x) ç 4,5 çà M.P.
7 B(x) ç ç 3,6 çà M.P.
8 ∀xB(x) ç 7 çà ïðàâèëîì

Gen
Îñêiëüêè îáèäâi ãiïîòåçè ¹ çàìêíåíèìè ôîðìóëàìè, òî äâi÷i çàñòîñóâàâøè ìåòàòåî-

ðåìó äåäóêöi¨ îòðèìó¹ìî ïîòðiáíèé ðåçóëüòàò: ñïî÷àòêó ∀x(A(x)→ B(x)) ` ∀xA(x)→
∀xB(x), à ïîòiì ` ∀x(A(x)→ B(x))→ (∀xA(x)→ ∀xB(x)).

Îçíà÷åííÿ 2.7. Ôîðìàëüíà òåîðiÿ T, ñïèñîê àêñiîì ÿêî¨ ìiñòèòü â ñîái ñõåìè àêñi-
îì A1, A2, A3, A4, A5 i ïðàâèëîì âèâîäó ÿêî¨ ¹ modus ponens i ïðàâèëî óçàãàëüíåííÿ
Gen íàçèâà¹òüñÿ òåîði¹þ 1-ãî ïîðÿäêó; àêñiîìè öi¹¨ òåîði¨ âiäìiííi, ÿêi íå íàëå-
æàòü ñõåìàì A1, A2, A3, A4, A5 íàçèâàþòüñÿ ñïåöiàëüíèìè àêñiîìàìè òåîði¨.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Çâåðòà¹ìî óâàãó íà òå, ùî ñïåöiàëüíi àêñiîìè íå ¹ òîòîæíî-
iñòèííèìè ôîðìóëàìè, à òîìó ïðè íàÿâíîñòi òàêèõ àêñiîì, ñòâåðäæóâàòè, ùî
òåîðåìè òàêî¨ òåîði¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó ¹ òîòîæíî iñòèííèìè ôîðìóëàìè (äèâ. òå-
îðåìó 2.5) ìè íå ìîæåìî.

Çàóâàæåííÿ 2.2. Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ïðàâèëà Gen, çàìèêàííÿ ñïåöiàëüíî¨ àêñi-
îìè ¹ òåîðåìîþ òåîði¨. Ç iíøîãî áîêó, çà äîïîìîãîþ ñõåìè àêñiîìè A4 ç çàìèêàííÿ
ñïåöiàëüíî¨ àêñiîìè, ìîæíà âèâåñòè ñàìó àêñiîìó. Îòæå, çàìiíà ñïåöiàëüíèõ àêñi-
îì íà ¨õ çàìèêàííÿ äà¹ òó ñàìó òåîðiþ.

Ïðèêëàä 2.1. Ðîçãëÿíåìî ôîðìàëüíó òåîðiþ ç òåðìiíàëüíèì àëôàâiòîì
A0 = {L, x, y, z, . . .}, äå L− ïðåäèêàòíà êîíñòàíòà, à x, y, z, . . .− çëi÷åííèé íàáið
çìiííèõ, i ìíîæèíè ñïåöiàëüíèõ ñèìâîëiâ As = {∨,∧,→,¬, (, ),∀,∃}. Äëÿ ïðàâèëü-
íî ïîáóäîâàíèõ ôîðìóë ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ íà öüîìó àëôàâiòi ïðèéìà¹ìî ñõåìè
çàãàëüíèõ àêñiîì A1, A2, A3, A4, A5 i äâi ñïåöiàëüíi àêñiîìè:

AS1: ∀x ¬L(x, x),

AS2: ∀x∀y∀z L(x, y)→ (L(y, z)→ L(x, z)).
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Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî â ñõåìè àêñiîì A1, A2, A3, A4, A5 çàìiñòü ôîðìóë F ,G,H
ìîæíà ïiäñòàâëÿòè äîâiëüíi ïðàâèëüíî ïîáóäîâàíi ôîðìóëè ó âêàçàíîìó àëôàâiòi, à
ñïåöiàëüíi àêñiîìè òàêèõ ïiäñòàíîâîê íå äîïóñêàþòü. Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî L(x, y) ≡
x ≺ y, òî AS1 òà AS2 ¹ àêñiîìàìè âiäíîøåííÿ ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó - àíòèðåôëåêñèâ-
íiñòü òà òðàíçèòèâíiñòü (äèâ. êóðñ Îñíîâè äèñêðåòíî¨ ìàòåìàòèêè).

Ïðèêëàä 2.2. Ðîçãëÿíåìî ôîðìàëüíó òåîðiþ ç òåðìiíàëüíèì àëôàâiòîì
A0 = {E, f, 0, x, y, z, . . .}, äå E− ïðåäèêàòíà êîíñòàíòà àðíîñòi 2,f− ôóíêöiîíàëüíà
êîíñòàíòà àðíîñòi 2, 0- ôóíêöiîíàëüíà êîíñòàíòà àðíîñòi 0 (ïðîñòî êîíñòàíòà),
à x, y, z, . . .− çëi÷åííèé íàáið çìiííèõ, i ìíîæèíè ñïåöiàëüíèõ ñèìâîëiâ
As = {∨,∧,→,¬, (, ),∀,∃}. Äëÿ ïðàâèëüíî ïîáóäîâàíèõ ôîðìóë ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ
íà öüîìó àëôàâiòi ïðèéìà¹ìî ñõåìè çàãàëüíèõ àêñiîì A1, A2, A3, A4, A5 i ñïåöiàëüíi
àêñiîìè, ïðè ôîðìóëþâàííi ÿêèõ ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ òàêèìè ïîçíà÷åííÿìè:
f(x, y) ≡ x+ y, E(x, y) ≡ (x = y).

AS1: ∀x∀y∀z ((x+ y) + z) = (x+ (y + z));

AS2: ∀x(0 + x = x);

AS3: ∀x∃y(y + x) = 0;

AS4: ∀x(x = x);

AS5: ∀x∀y(x = y)→ (y = x);

AS6: ∀x∀y∀z (x = y → ((y = z)→ (x = z)));

AS7: ∀x∀y∀z ((y = z)→ ((x+ y = x+ z) ∧ (y + x = z + x)))

Ïðèêëàä 2.3. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ç àêñiîìàòèêè ãåîìåòðié. Ðîçãëÿíåìî ôîðìàëüíó
òåîðiþ ç òåðìiíàëüíèì àëôàâiòîì
A0 = {E,P, L, I, x, y, z, . . .}, äå E òà I ïðåäèêàòíi êîíñòàíòè àðíîñòi 2, P òà L
ïðåäèêàòíi êîíñòàíòè àðíîñòi 1. Çìiíâøè ïîçíà÷åííÿ äëÿ E : E(x, y) ≡ (x = y),
ââåäåìî ñïåöiàëüíi àêñiîìè

AS1: ∀x(x = x);

AS2: ∀x∀y(x = y)→ (y = x);

AS3: ∀x∀y∀z (x = y → ((y = z)→ (x = z)));

AS4: ∀x∀y(¬(x = y) ∧ P (x) ∧ P (y))→ ∃z(L(z) ∧ I(x, z) ∧ I(y, z));

AS5: ∀x∀y((¬(x = y) ∧ P (x) ∧ P (y))→
(∀z∀u(L(z) ∧ I(x, z) ∧ I(y, z) ∧ L(u) ∧ I(x, u) ∧ I(y, u))→ (z = y)))

AS6: ∀x(L(x)→ (∃yL(y)→ (∀zP (z)→ ¬(I(z, x) ∧ I(z, y)))));

AS7: ∀x(L(x) → ((∃yL(y) → (∀zP (z) → ¬(I(z, x) ∧ I(z, y)))) ∧ (∃uL(u) → (∀zP (z) →
¬(I(z, x) ∧ I(z, u))))→ (x = u))
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Ïðèêëàä 2.4. Ðîçãëÿíåìî ôîðìàëüíó òåîðiþ S ç àëôàâiòîì
A0 = {0, N,Ad,Mult, E, x, y, z, . . .}, äå 0- ôóíêöiîíàëüíà êîíñòàíòà 0 (ïðîñòî êîí-
ñòàíòà), N− ôóíêöiîíàëüíà êîíñòàíòà àðíîñòi 1, E− ïðåäèêàòíà êîíñòàíòà àð-
íîñòi 2, à x, y, z, . . .− çëi÷åííèé íàáið çìiííèõ, i ìíîæèíè ñïåöiàëüíèõ ñèìâîëiâ
As = {∨,∧,→,¬, (, ),∀,∃}. Äëÿ ïðàâèëüíî ïîáóäîâàíèõ ôîðìóë ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ
íà öüîìó àëôàâiòi ïðèéìà¹ìî ñõåìè çàãàëüíèõ àêñiîì A1, A2, A3, A4, A5 i ñïåöiàëüíi
àêñiîìè, ïðè ôîðìóëþâàííi ÿêèõ ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ òàêèìè ïîçíà÷åííÿìè:
Ad(x, y) ≡ x+ y,Mult(x, y) ≡ x · y, E(x, y) ≡ (x = y).

S1 ∀x∀y∀z (x = y)→ (x = z → y = z);

S2 ∀x∀y (x = y)→ N(x) = N(y);

S3 ∀x ¬(N(x) = 0);

S4 ∀x∀y (N(x) = N(y))→ x = y;

S5 ∀x x+ 0 = x

S6 ∀x∀y x+N(y) = N(x+ y);

S7 ∀x x · 0 = 0;

S8 ∀x∀y x ·N(y) = x · y + x;

S9 F(0)→ (∀x(F(x)→ F(N(x)))→ ∀xF(x)),

äå F(x)− äîâiëüíà ôîðìóëà òåîði¨.

Òåîðåìà 2.7. Áóäü ÿêà ìîäåëü ìíîæèíè çàìèêàíü ñïåöiàëüíèõ àêñiîì òåîði¨ ïåð-
øîãî ïîðÿäêó ¹ ìîäåëëþ öi¹¨ òåîði¨.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà iíòåðïðåòàöiÿ I∗ ¹ ìîäåëëþ äëÿ ìíîæèíè çàìèêàíü
ñïåöiàëüíèõ àêñiîì òåîði¨. Íàì ïîòðiáíî äîâåñòè iìïëiêàöiþ

`T F ⇒ I∗(F) = 1.

Îñêiëüêè çàãàëüíi àêñiîìè òåîði¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó ¹ òîòîæíî iñòèííèìè ôîðìóëà-
ìè, òî çíà÷åííÿ áóäü-ÿêîãî iíòåðïðåòàòîðà, à îòæå i I∗, íà íèõ áóäå äîðiâíþâàòè 1.
Âèíèêà¹ ïðèðîäíå ïèòàííÿ: ÿêùî íà âõiä ïðàâèë âèâîäó ïîäàíî ôîðìóëè äëÿ ÿêèõ
äàíà iíòåðïðåòàöiÿ ¹ ìîäåëëþ, òî ÷è áóäå âîíà ìîäåëëþ ôîðìóëè, ÿêà îòðèìàíà íà
âèõîäi? Äëÿ modus ponens öå î÷åâèäíî òàê:

I(F) = 1, I(F → G) = 1⇒ I(G) = 1.

Ïðàâèëî óçàãàëüíåííÿ Gen
F(x) ` ∀xF(x),
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âçàãàëi êàæó÷è, íå ìà¹ òàêî¨ âëàñòèâîñòi, òîáòî ÿêùî I(F(x)) = Ic(F )(Iv(x)) = 1, òî
ìîæå áóòè òàê, ùî I(∀xF(x)) = 0. Íàïðèêëàä íåõàé F = A(x)− àòîìàðíà ôîðìóëà i
ðîçãëÿíåìî ¨¨ ìîäåëü íà ìíîæèíi D = {a, b} äëÿ ÿêî¨ ïðåäèêàò Ic(A)(x) âèçíà÷à¹òüñÿ
íàñòóïíîþ òàáëèöåþ;

a b
Ic(A) 1 0

,

à âiëüíié çìiííié íàäàìî çíà÷åííÿ a, òîáòî Iv(x) = a, òîäi î÷åâèäíî
I(A(x)) = Ic(A)(Iv(x)) = 1, â òîé ÷àñ ÿê I(∀xA(x)) = 0. Â òîé æå ÷àñ ïðàâèëî Gen
ìà¹ òàêó áiëüø ñëàáó âëàñòèâiñòü: ÿêùî F(x) ¹ òîòîæíî iñòèíîþ ôîðìóëîþ àáî ¹
çàìêíåíîþ ôîðìóëîþ, òî äëÿ òàêèõ ôîðìóë ìà¹ìî iìïëiêàöiþ

I(F(x)) = 1 ⇒ I(∀xF(x)) = 1.

Î÷åâèäíî, òàêîæ ùî

I(∀xF(x)) = 1 ⇒ I(F(Iv(x))) = 1 äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ Iv(x).

Çãiäíî çðîáëåíîãî âèùå çàóâàæåííÿ çàìiíà ñïåöiàëüíèõ àêñiîì íà ¨õ çàìèêàííÿ äà¹
òó ñàìó òåîðiþ.

Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêî¨ òåîðåìè F , áóäåìî ìàòè I∗(F) = 1, ùî îçíà÷à¹, ùî I∗ ¹
ìîäåëëþ öi¹¨ òåîði¨.

Âèõîäÿ÷è ç öüîãî ñïðîáó¹ìî ïîáóäóâàòè ìîäåëü òåîði¨ ç ïðèêëàäó 2.1. Îáåðåìî
îáëàñòü iíòåðïðåòàöi¨ D = {a, b, c}, à ïðåäèêàòíié êîíñòàíòi L ïîñòàâèìî ó âiäïîâiä-
íiñòü áiíàðíèé ïðåäèêàò Ic(L), ÿêèé çàäàìî òàáëèöåþ:

y
x

a b c
a 0 1 1
b 0 0 1
c 0 0 0

Ïðîñòà ïåðåâiðêîþ ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî çíà÷åííÿ öüîãî iíòåðïðåòàòîðà íà îáîõ
ñïåöiàëüíèõ àêñiîìàõ äîðiâíþ¹ 1, à îñêiëüêè âîíè îáèäâi ¹ çàìêíåíèìè ôîðìóëàìè,
òî çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ äàíà iíòåðïðåòàöiÿ ¹ ìîäåëëþ âñi¹¨ òåîði¨ ÷àñòêîâîãî
ïîðÿäêó.

Çàäà÷à. Ïîáóäóâàòè ìîäåëü òåîði¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ïðèêëàäó 2.2.

Îçíà÷åííÿ 2.8. Àêñiîìà òåîði¨ íàçèâà¹òüñÿ íåçàëåæíîþ âiä iíøèõ àêñiîì, ÿêùî
âîíà íå âèâîäèòüñÿ ç ðåøòè àêñiîì.

Òåîðåìà 2.8. ßêùî ôîðìàëüíà òåîðiÿ â ÿêié çàìêíåíà àêñiîìà A çàìiíåíà íà ¨¨
çàïåðå÷åííÿ ¬A, à ðåøòà àêñiîì çàëèøåíà áåç çìiíè, ìà¹ ìîäåëü, òî àêñiîìà A íå
âèâîäèòüñÿ ç ðåøòè àêñiîì.

Äîâåäåííÿ.
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ßê i äëÿ òåîðié 0-ãî ïîðÿäêó ìà¹ìî.

Ëåìà 2.4. Ó ñóïåðå÷ëèâié òåîði¨ áóäü-ÿêà ôîðìóëà ¹ òåîðåìîþ.

Îòðèìàòè àíàëîã òåîðåìè 2.4 äëÿ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ çíà÷íî âàæ÷å. Àëå äëÿ
ïåâíîãî âóçüêîãî êëàñó òîòîæíî-iñòèííèõ ôîðìóë ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ðåçóëüòàò âè-
âîäèòüñÿ iç âêàçàíî¨ òåîðåìè.

Ëåìà 2.5. ßêùî òîòîæíî-iñòèííà ôîðìóëà ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ îòðèìàíà øëÿ-
õîì ïiäñòàíîâêè ó òàâòîëîãiþ ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü ôîðìóë ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ,
òî âîíà ¹ òåîðåìîþ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, çà äîâåäåíîþ òåîðåìîþ âêàçàíà òàâòîëîãiÿ ¹ òåîðåìîþ i äëÿ íå¨
iñíó¹ âèâiä ó ÷èñëåííi âèñëîâëþâàíü. Çðîáèâøè òó æ ñàìó ïiäñòàíîâêó ó âñi ôîðìóëè
âèâîäó ìè î÷åâèäíî îòðèìà¹ìî âèâiä ôîðìóëè ó ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ.

Îçíà÷åííÿ 2.9. Òåîðiÿ T̃ íàçèâà¹òüñÿ ðîçøèðåííÿì òåîði¨ T, ìíîæèíà ôîðìóë
òåîði¨ T̃ ìiñòèòü ìíîæèíó ôîðìóë òåîði¨ T i êîæíà àêñiîìà òåîði¨ T âõîäèòü â
ñïèñîê àêñiîì òåîði¨ T̃. Óìîâíî öå áóäå çàïèñóâàòèñÿ T ⊂ T̃.

Ëåìà 2.6. ßêùî çàìêíåíà ôîðìóëà ¬F íå ¹ òåîðåìîþ â òåîði¨ T, òî ¨¨ ðîçøèðåííÿ,
ÿêå îòðèìàíî äîäàâàííÿì ôîðìóëè F äî ñïèñêó àêñiîì òåîði¨ T ¹ íåñóïåðå÷ëèâèì.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâåäåìî ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî
îòðèìàíà òåîðiÿ T̃ ¹ ñóïåðå÷ëèâîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ôîðìóëà G öi¹¨ òåîði¨ òàêà,
ùî âîíà i ¨¨ çàïåðå÷åííÿ ¹ òåîðåìàìè, òîáòî

`T̃ G, `T̃ ¬G.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôîðìóëà G → (¬G → ¬F) ¹ òîòîæíî-iñòèííîþ i çà ëåìîþ 2.5

¹ òåîðåìîþ òåîði¨ T̃, òîáòî
`T̃ G → (¬G → ¬F).

Çàñòîñóâàííÿì modus ponens îòðèìó¹ìî `T̃ ¬F , çâiäêè F `T ¬F . Îñêiëüêè ôîðìóëà
çàìêíåíà, òî ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìè äåäóêöi¨: `T F → ¬F . ç iíøîãî áîêó ìà¹ìî
òîòîæíî-iñòèííó ôîðìóëó (F → ¬F)→ ¬F), ÿêà âíàñëiäîê ëåìè 2.5 ¹ òåîðåìîþ òåîði¨
T, òîáòî ìà¹ìî

`T (F → ¬F)→ ¬F).

Çâiäñè çà m.p. îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü: `T ¬F− ôîðìóëà ¬F ¹ òåîðåìîþ òåîði¨ T.
Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü ëåìó.

Îçíà÷åííÿ 2.10. Òåîðiÿ T íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ çàìêíåíî¨ ôîð-
ìóëè F àáî âîíà àáî ¨¨ çàïåðå÷åííÿ ¹ òåîðåìîþ, òîáòî

àáî `T F àáî `T ¬F
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Ëåìà 2.7. (Ëiíäåíáàóìà). ßêùî òåîðiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó T ¹ íåñóïåðå÷ëèâîþ, òî
iñíó¹ íåñóïåðå÷ëèâå ïîâíå ¨¨ ðîçøèðåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G1,G2,G3, . . . ¹ çëi÷åííà ïîñëiäîâíiñòü âñiõ çàìêíåíèõ ôîðìóë òåîði¨
T. Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü òåîðié T0,T1,T2, . . . çà iíäóêöi¹þ:

1. T0 = T;
2. íåõàé òåîðiÿ Tn âèçíà÷åíà, i ôîðìóëà ¬Gn+1 íå ¹ òåîðåìîþ òåîði¨ Tn, òîäi òåîðiÿ

Tn+1 îòðèìó¹òüñÿ øëÿõîì äîäàâàííÿ â ÿêîñòi àêñiîìè ôîðìóëè Gn+1. Â ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó ïîêëàäåìî Tn+1 = Tn. Íåõàé

T̃ =
+∞⋃
n=0

Tn−

òåîðiÿ ñïèñîê àêñiîì ÿêî¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ àêñiîì òåîðié Tn. Äëÿ äîâåäåííÿ íåñóïå-
ðå÷ëèâîñòi îòðèìàíî¨ òåîði¨, î÷åâèäíî äîñèòü äîâåñòè äëÿ êîæíîãî n íåñóïåðå÷ëèâiñòü
òåîði¨ Tn. Çðîáèìî öå iíäóêöi¹þ ïî íîìåðó n.

Áàçà iíäóêöi¨, î÷åâèäíà, áî çà óìîâîþ ëåìè òåîðiÿ T0 = T ¹ íåñóïåðå÷ëèâîþ.
Iíäóêöiéíèé êðîê. ßêùîTn− íåñóïåðå÷ëèâà iTn+1 = Tn, òî òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå.

ßêùî æ Tn+1 6= Tn, òî íåñóïåðå÷ëèâiñòü òåîði¨ âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüî¨ ëåìè.
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Òåîðåìà 2.9. Áóäü-ÿêà íåñóïåðå÷ëèâà òåîðiÿ 1-ãî ïîðÿäêó ìà¹ çëi÷åííó ìîäåëü.

Íåõàé T− íåñóïåðå÷ëèâà òåîðiÿ 1-ãî ïîðÿäêó. Äîäàìî äî àëôàâiòó öi¹¨ òåîði¨ çëi-
÷åííó êiëüêiñòü êîíñòàíò β1, β2, . . . , βn, . . . , ÿêi áóäå äîçâîëåíî ïiäñòàâëÿòè â ñõåìè
àêñiîì öi¹¨ òåîði¨. Ëåãêî áà÷èòè, ùî îòðèìàíà òåîðiÿ T0 òàêîæ ¹ íåñóïåðå÷ëèâîþ.
Äiéñíî, ÿêùî äëÿ äåÿêî¨ ôîðìóëè F ìà¹ ìiñöå i `T0 F i `T0 ¬F , òî ìîæíà îáðàòè
çëi÷åííó ïîñëiäîâíiñòü çìiííèõ, ÿêi íå ¹ âiëüíèìè çìiííèìè ôîðìóëè F , íàïðèêëàä
z1, z2, . . . , zn . . . i çðîáèòè çàìiíè zi → βi, i = 1, 2, . . . , n ó ôîðìóëi F . Ïðè öüîìó îòðè-
ìà¹ìî `T F(zi → βi) i `T ¬F(zi → βi), ùî îçíà÷à¹ ñóïåðå÷íiñòü ñàìî¨ òåîði¨ T. Îòæå,
òåîðiÿ T0− íåñóïåðå÷ëèâà.

Íåõàé U1(xi1), U2(xi2), . . . , Uk(xik), . . .− ÿêèé íåáóäü ïåðåëiê ôîðìóë òåîði¨ T0, ùî
ìiñòÿòü íå áiëüøå ÿê îäíó âiëüíó çìiííó. Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíà ôîðìóë òåîði¨ ïåð-
øîãî ïîðÿäêó ¹ çëi÷åííîþ i ÿêèé íåáóäü ïåðåëiê òàêèõ ôîðìóë ìîæíà çäiéñíèòè. Àëãî-
ðèòìè ïîáóäîâè íóìåðàöi¨ ôîðìóë áóäóòü ðîçãëÿíóòi ïiçíiøå. Ñïiâñòàâèìî, ïîñëiäîâ-
íîñòi ôîðìóë U1(xi1), U2(xi2), . . . , Uk(xik), . . . ïîñëiäîâíiñòü êîíñòàíò βj1 , βj2 , . . . , βjk , . . .
òàêèì ÷èíîì, ùîá äëÿ êîæíîãî íîìåðà k êîíñòàíòà βk íå áóëà ïðèñóòíÿ ó ôîðìóëàõ
U1(xi1), U2(xi2), . . . , Uk(xik).

Ðîçãëÿíåìî ôîðìóëè òåîði¨ T0 :

Sk : ¬∀xikUk(xik)→ ¬Uk(βjk), (2.2)

k = 1, 2, . . . . Âèçíà÷èìî òåîðiþ Tn, ÿê ðîçøèðåííÿ òåîði¨ T0 øëÿõîì äîäàâàííÿ äî ñïè-
ñêó ¨¨ àêñiîì ôîðìóë S1, S2, . . . , Sn. Òåîðiþ T∞ âèçíà÷èìî, ÿê ðîçøèðåííÿ T0 øëÿõîì
äîäàâàííÿ äî ñïèñêó ¨¨ àêñiîì çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi ôîðìóë S1, S2, . . . , Sn, . . . . Óìîâíî
öå ìîæíà çàïèñàòè òàêèì ÷èíîì

T∞ =
+∞⋃
n=1

Tn.

Äîâåäåìî, ùî îòðèìàíà ó òàêèé ñïîñiá òåîðiÿ T∞ ¹ íåñóïåðå÷ëèâîþ. Îñêiëüêè
âèâiä êîæíî¨ ôîðìóëè ìiñòèòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü ôîðìóë, òî êîæåí âèâiä ôîðìóëè
â T∞ ý âèâîäîì â òåîði¨ Tn äëÿ äîñòàòíüî âåëèêîãî n. Îòæå äëÿ äîâåäåííÿ íåñóïåðå-
÷ëèâîñòi òåîði¨ T∞ ñëiä ïîêàçàòè, ùî âñi òåîði¨ T0, T1, T2, . . . , Tn, . . . ¹ íåñóïåðå÷ëèâèìè.
Çðîáèìî öå ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî n.

Áàçà iíäóêöi¨ - n = 0. Òåîðiÿ T0 ¹ íåñóïåðå÷ëèâîþ, öå áóëî ïîêàçàíî ðàíiøå.
Iíäóêöiéíèé êðîê. Ïðèïóñòèìî, ùî òåîðiÿ Tn−1 ¹ íåñóïåðå÷ëèâîþ i âèâåäåìî çâiä-

ñè, ùî i òåîðiÿ Tn ¹ íåñóïåðå÷ëèâîþ. Çðîáèìî öå ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî: òîáòî
ïðèïóñòèìî, ùî Tn ¹ ñóïåðå÷ëèâîþ i âèâåäåìî ç öüîãî, ùî òîäi i Tn−1 ¹ òàêîþ. ßêùî
Tn ¹ ñóïåðå÷ëèâîþ, òî çà ëåìîþ 2.4, áóäü-ÿêà ¨¨ ôîðìóëà ¹ òåîðåìîþ. Çîêðåìà áóäåìî
ìàòè `Tn ¬Sn, çâiäêè çà îçíà÷åííÿì òåîðié Tn áóäåìî ìàòè Sn `Tn−1 ¬Sn. Çàñòîñó¹ìî
òåîðåìó äåäóêöi¨ (Sn− çàìêíåíà ôîðìóëà):

`Tn−1 Sn → ¬Sn.

Ìà¹ìî òàêèé âèâiä
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� ôîðìóëà êîìåíòàð
1 Sn → ¬Sn òåîðåìà òåîði¨ Tn−1

2 (Sn → ¬Sn)→ ¬Sn ïiäñòàíîâêà S := H ó
òàâòîëîãiþ
(H → ¬H)→ ¬H
i çàñòîñóâàííÿ íàñ-
ëiäêó 2.5.

3 ¬Sn = ¬ (¬∀xinUn(xin)→ ¬Un(βjn)) MP 1,2
4 ¬ (¬∀xinUn(xin)→ ¬Un(βjn))→ (¬∀xinUn(xin) ∧ ¬¬Un(βjn)) ïiäñòàíîâêà ó òàâòî-

ëîãiþ ¬(G → H) →
(G ∧ ¬H)
i çàñòîñóâàííÿ íàñ-
ëiäêó 2.5.

5 ¬∀xinUn(xin) ∧ ¬¬Un(βjn) MP 3,4
6 (¬∀xinUn(xin) ∧ ¬¬Un(βjn))→ ¬∀xinUn(xin) ïiäñòàíîâêà ó òàâòî-

ëîãiþ (G ∧ H) → G,
íàñëiäîê 2.5.

7 (¬∀xinUn(xin) ∧ ¬¬Un(βjn))→ ¬¬Un(βjn) ïiäñòàíîâêà ó òàâòî-
ëîãiþ (G ∧ H) → H,
íàñëiäîê 2.5.

8 ¬∀xinUn(xin) MP 5,6
9 ¬¬Un(βjn) MP 5,7
10 ¬¬Un(βjn)→ Un(βjn) òåîðåìà ÷èñëåííÿ âè-

ñëîâëþâàíü ¬¬H →
H, íàñëiäîê 2.5

11 Un(βjn) MP 9,10
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Îòæå â òåîði¨ Tn−1 ìà¹ìî
`Tn−1 Un(βjn).

Íåõàé z òàêà çìiííà, ùî íå çóñòði÷à¹òüñÿ ó âèâîäi ôîðìóëè Un(βjn). Çðîáèìî ó
öüîìó âèâîäi çàìiíó z → βjn . Âðàõîâóþ÷è, ùî βjn íå âõîäèòü ó ôîðìóëè Uk(xik), 1 ≤
k ≤ n, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ìè ïðè öüîìó íå ïîðóøèìî àêñiîì òåîði¨ Tn−1, i
îòðèìà¹ìî âèâiä ôîðìóëè Un(z). Çàñòîñóâàâííÿì ïðàâèëà Gen ïî çìiííié z îòðèìà¹ìî

`Tn−1 ∀zUn(z).

Çà àêñiîìîþ 4 ìà¹ìî
`Tn−1 ∀zUn(z)→ Un(xin),

òóò òåðì t = xin âiëüíèé äëÿ z ó ôîðìóëi Un(z), áî çãàäà¹ìî, ùî xin ¹äèíà ìîæëèâà
âiëüíà çìiííà ó ôîðìóëi Un(xin) i âîíà ó íié íå êâàíòó¹òüñÿ. Îòæå, çà MP ìà¹ìî
`Tn−1 Un(xin), à çà ïðàâèëîì Gen ïî çìiííié xin îòðèìó¹ìî

`Tn−1 ∀xinUn(xin).

Àëå ïðèéìàþ÷è äî óâàãè ðÿäîê 8 âèâîäó ôîðìóëè Un(βjn), ìà¹ìî

`Tn−1 ¬∀xinUn(xin)

i îòæå òåîðiÿ Tn−1 ¹ ñóïåðå÷ëèâîþ. Òàêèì ÷èíîì, ïðèïóùåííÿ ïðî ñóïåðå÷ëèâiñòü
Tn ïðèâåëî äî ñóïåðå÷ëèâîñòi Tn−1 Öèì äîâåäåíà íåñóïåðå÷ëèâiñòü òåîðié Tn, n =
1, 2, 3, . . . , à îòæå i òåîði¨ T∞.

Çà ëåìîþ Ëiíäåíáàóìà iñíó¹ íåñóïåðå÷ëèâå ïîâíå ðîçøèðåííÿ òåîði¨ T∞. Ïîçíà÷è-
ìî ÷åðåç T̃ îòðèìàíó òåîðiþ; T∞ ⊂ T̃ .

ßêùî ìè ïîáóäó¹ìî ìîäåëü òåîði¨ T̃ ,ÿêà ¹ ðîçøèðåííÿì T, òî òèì ñàìèì áóäå
ïîáóäîâàíà i ìîäåëü òåîði¨ T.

Òåðì, ÿêèé íå ìiñòèòü âiëüíèõ çìiííèõ, íàçâåìî çàìêíåíèì . Îáëàñòü iíòåðïðå-
òàöi¨ D âèçíà÷èìî, ÿê ìíîæèíó çàìêíåíèõ òåðìiâ òåîði¨ T̃ , òîáòî âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç
åëåìåíòiâ âèãëÿäó

D = {a, b, c, . . . , f(a), g(a, b), h(a, b, c, ), . . . , h(g(a, b), f(a), g(c, b)), . . .}.

Âèçíà÷èìî äiþ iíòåðïðåòàòîðà I∗ íà ìíîæèíi çàìêíåíèõ ôîðìóë:

i) çàìêíåíèì òåðìàì, çîêðåìà êîíñòàíòàì, ñïiâñòàâèìî òi æ ñàìi âèðàçè, ùî ¹ åëå-
ìåíòàìè ìíîæèíè D;

ii) ïðàâèëî iíòåðïðåòàöi¨ àòîìàðíèõ ôîðìóë âèäó A(t1, t2, . . . , tn), äå A− ïðåäèêàòíà
êîíñòàíòà, à t1, t2, . . . , tn− çàìêíåíi òåðìè, áóäå íàñòóïíèì

I∗(A)(t1, t2, . . . , tn) =

{
1 `T̃ A(t1, t2, . . . , tn)
0 6`T̃ A(t1, t2, . . . , tn).

(2.3)
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Öèì äiÿ iíòåðïðåòàòîðà I∗ âèçíà÷åíà íà âñiõ çàìêíåíèõ ôîðìóëàõ òåîði¨ T̃. Äîâå-
äåìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äëÿ çàìêíåíèõ ôîðìóë F òåîði¨ T̃ :

I∗(F) = 1 ⇔ `T̃ F .

Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî êiëüêîñòi m ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê
i êâàíòîðiâ ó ôîðìóëi F .

Áàçà iíäóêöi¨: ÿêùî m = 0, òî ôîðìóëà F ¹ àòîìàðíîþ i äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç
îçíà÷åííÿ iíòåðïðåòàöi¨ (2.3).

Iíäóêöiéíèé êðîê. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ¹ ïðàâèëüíèì äëÿ ôîðìóë, ó ÿêèõ
÷èñëî çâ'ÿçîê i êâàíòîðiâ ìåíøå çà m. Âèõîäÿ÷è iç ñèíòàêñèñó òåîði¨, ôîðìóëà F , ùî
ìiñòèòü m çâ'ÿçîê i êâàíòîðiâ ìîæå ìàòè îäíó ç íàñòóïíèõ ôîðì:

10 F = ¬G;

20 F = G → H;

30 F = ∀xG(x),

äå ôîðìóëè G,H ìiñòÿòü ìåíøó êiëüêiñòü çâ'ÿçîê i äëÿ íèõ âèêîíó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ
iíäóêöi¨.

Ðîçáåðåìî ïîñëiäîâíî öi âèïàäêè.
10 F = ¬G.
Ïðèïóñòèìî, ùî I∗(F) = 1, òîäi I∗(G) = 0 i çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìà¹ìî 6`T̃ G.

Àëå çãàäà¹ìî, ùî çà ïîáóäîâîþ T̃ ¹ ïîâíîþ òåîði¹þ, çâiäêè ìà¹ìî `̃T ¬G, òîáòî `T̃ F .
ßêùî æ I∗(F) = 0 i I∗(G) = 1, òî çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìà¹ìî `T̃ G. Ç íåñóïå-

ðå÷ëèâîñòi òåîði¨ T̃ âèïëèâà¹: 6`T̃ ¬G, òîáòî, 6`T̃ F . öèì âèïàäîê 10 ðîçiáðàíî.
20 F = G → H.
Ïîêàæåìî, ùî

I∗(F) = 0 ⇔ 6`T̃ F .
⇒ Ïðèïóñòèìî, ùî I∗(F) = 0, òîäi I∗(G) = 1, I∗(H) = 0. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨

ìà¹ìî,
`T̃ G, 6`T̃ H.

Îñêiëüêè T̃− ïîâíà òåîðiÿ, òî áóäåìî ìàòè `T̃ ¬H. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òàâòîëîãi¹þ ÷èñëå-
ííÿ âèñëîâëþâàíü: a→ (¬b→ ¬(a→ b)). Çãiäíî íàñëiäêó 2.5 ìà¹ìî òåîðåìó ÷èñëåííÿ
ïðåäèêàòiâ

` G → (¬H → ¬(G → H).

Çàñòîñóâàâøè äâà ðàçè MP îòðèìó¹ìî `T̃ ¬(G → H), à âðàõîâóþ÷è íåñóïåðå÷ëèâiñòü
T , 6`T G → H, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.
⇐ Ïðèïóñòèìî, ùî 6`T G → H. Òîäi ç ïîâíîòè òåîði¨ T âèïëèâà¹, ùî `T ¬(G → H).

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òàâòîëîãiÿìè ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü: ¬(a→ b)→ a, ¬(a→ b)→ ¬b.
Çãiäíî íàñëiäêó 2.5 ìà¹ìî òåîðåìè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ:

` ¬(G → H)→ G, ` ¬(G → H)→ ¬H.
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Çàñòîñóâàâøè MP îòðèìó¹ìî äâi òåîðåìè òåîði¨ T :

`T G, `T ¬H.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, äëÿ ôîðìóëè G îòðèìó¹ìî, I∗(G) = 1. Îñêiëüêè, T̃ ¹ íåñó-
ïåðå÷ëèâîþ òåîði¹þ, òî ìà¹ìî 6`T̃ H i çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ I∗(H) = 0, à îòæå i
I∗(F) = 0, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî âèïàäêó 30 : F = ∀xG(x). Îñêiëüêè ôîðìóëà F ¹ çàìêíåíîþ,
òî x ¹äèíà âiëüíà çìiííà ôîðìóëè G(x). Çãàäà¹ìî, ùî âñi òàêi ôîðìóëè áóëè ïåðåëi÷åíi
íà ïî÷àòêó äîâåäåííÿ, òîáòî iñíó¹ íîìåð k òàêèé, ùî

G(x) = Uk(xik), F = ∀xikUk(xik).

Ïðèïóñòèìî, ùî I∗(F) = 1, àëå â òîé æå ÷àñ 6`T̃ F . Òîäi ç ïîâíîòè òåîði¨ T̃ âèïëèâà¹, ùî
`T̃ ¬F , òîáòî `T̃ ¬∀xikUk(xik). Òåïåð çãàäà¹ìî ùî ôîðìóëà ¬∀xikUk(xik)→ ¬Uk(βjk) ¹

àêñiîìîþ òåîði¨ T̃ (äèâ. (2.2)) i çà modus ponens îòðèìó¹ìî `T̃ ¬Uk(βjk).
Ç iíøîãî áîêó, I∗(F) = 1 ⇒ I∗(Uk(βjk)) = 1 i çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ (ôîðìóëà

Uk(βjk) ìiñòèòü ìåíøó êiëüêiñòü çâ'ÿçîê), ìà¹ìî: `T̃ Uk(βjk). Àëå ðàíiøå ìè ïîêàçàëè,

ùî òåîðiÿ T̃ ¹ íåñóïåðå÷ëèâîþ i â íié íåìîæëèâå îäíî÷àñíå âèêîíàííÿ `T̃ ¬Uk(βjk) i
`T̃ Uk(βjk). Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü iìïëiêàöiþ:

I∗(F) = 1 ⇒ `T̃ F .

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî I∗(F) = 0 i ïðè öüîìó `T̃ F . Îáëàñòþ iíòåðïðåòàöi¨ äëÿ
I∗ áóëà îáðàíà ìíîæèíà çàìêíåíèõ òåðìiâ, îòæå, ÿêùî I∗(∀xikUk(xik)) = 0, òî iñíó¹
çàìêíåíèé òåðì t òàêèé, ùî I∗(Uk(t)) = 0.

Ç iíøîãî áîêó, ìè ïðèïóñòèëè ùî `T̃ ∀xikUk(xik). Ñêîðèñòà¹ìîñÿ àêñiîìîþ 4:

∀xikUk(xik)→ Uk(t),

ïðè öüîìó çàóâàæèìî, ùî âêàçàíèé ðàíiøå òåðì t ¹ çàìêíåíèì i öå ìîæíà çðîáèòè
áåç óñÿêèõ çàñòåðåæåíü. Òîäi çà M.P. îòðèìó¹ìî `T̃ Uk(t) i çà ïðèïóùåííÿì iíäó-
êöi¨ (ôîðìóëà Uk(t) ìiñòèòü ìåíøó êiëüêiñòü çâ'ÿçîê) ìà¹ìî I∗(Uk(t)) = 1. Îòðèìàíà
ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü iìïëiêàöiþ:

I∗(F) = 0 ⇒ 6`T̃ F

i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ.
Öèì äîâåäåíî, ùî ïîáóäîâàíà iíòåðïðåòàöiÿ ¹ ìîäåëëþ äëÿ áóäü-ÿêî¨ çàìêíåíî¨

òåîðåìè òåîði¨ T̃ . ßêùî òåîðåìà íå ¹ çàìêíåíîþ, òî ¨¨ çàìèêàííÿ áóäå òåîðåìîþ (ïðà-
âèëî Gen), çíà÷åííÿ I∗ íà íüîìó äîðiâíþ¹ 1, àëå öå ìîæëèâî ëèøå òîäi êîëè I∗ ¹

ìîäåëëþ ñàìî¨ òåîðåìè. Òàêèì ÷èíîì, I∗ ¹ ìîäåëëþ òåîði¨ T̃ , à çíà÷èòü i T.

35



Òåîðåìà 2.10. Â äîâiëüíié òåîði¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó T ìà¹ ìiñöå

|= F ⇒ `T F ,

òîáòî áóäü-ÿêà òîòîæíî-iñòèííà ôîðìóëà ¹ òåîðåìîþ öi¹¨ òåîði¨.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äîâiëüíà ôîðìóëà ¹ òîòîæíî-iñòèííîþ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ çàìèêàííÿ ¹ òàêîþ. Ç iíøîãî áîêó âîíà ¹ òåîðåìîþ òîäi i ëèøå
òîäi êîëè ¹ òåîðåìîþ ¨¨ çàìèêàííÿ. Îòæå, äîñèòü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê êîëè òîòîæíî-
iñòèííà ôîðìóëà F ¹ çàìêíåíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî â òåîði¨ T çàìêíåíà òîòîæíî-iñòèííà
ôîðìóëà F íå ¹ òåîðåìîþ. Òîäi, çà ëåìîþ 2.6, ïðè¹äíàííÿì ôîðìóëè ¬F äî ñïèñêó
àêñiîì òåîði¨ T ìè îòðèìó¹ìî íåñóïåðå÷ëèâå ðîçøèðåííÿ: T ⊂ T1. Çà ïîïåðåäíüîþ
òåîðåìîþ, öÿ òåîðiÿ ìà¹ ìîäåëü I, äëÿ ÿêî¨ ç îäíîãî áîêó I(¬F) = 1, îñêiëüêè ¬F
-àêñiîìàT1, à ç iíøîãî I(F) = 1, îñêiëüêè F− òîòîæíî-iñòèííà ôîðìóëà. Îòðèìàíà
ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.11. (Òåîðåìà Ãüîäåëÿ ïðî ïîâíîòó ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ.) Äëÿ äîâiëüíî¨
ôîðìóëè F áóäü-ÿêîãî ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ìà¹ ìiñöå

|= F ⇔ ` F .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåì 2.5, 2.10.

Òåîðåìà 2.12. (ïðî êîìïàêòíiñòü.)
Íåõàé Ω− ìíîæèíà ôîðìóë ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ òàêà, ùî áóäü-ÿêà ¨¨ ñêií÷åííà

ïiäìíîæèíà ìà¹ ìîäåëü, òîäi i âñÿ ìíîæèíà ôîðìóë Ω ìà¹ ìîäåëü ; òîáòî ÿêùî
äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè Γ : Γ ⊂ Ω, iñíó¹ iíòåðïðåòàöiÿ IΓ òàêà, ùî
IΓ(γ) = 1 äëÿ âñiõ γ ∈ Γ, òî iñíó¹ iíòåðïðåòàöiÿ IΩ äëÿ ÿêî¨ IΩ(ω) = 1, äëÿ âñiõ
ω ∈ Ω.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè Γ ⊂ Ω ðîçãëÿíåìî òåîðiþ ïåðøîãî ïîðÿäêó TΓ,
ñïèñîê ñïåöiàëüíèõ àêñiîì ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ç Γ. ßêùî Γ− ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà, òî öÿ
òåîðiÿ íåñóïåðå÷ëèâà. Äiéñíî, ÿêùî ìà¹ ìiñöå `TΓ

F i `TΓ
¬F äëÿ äåÿêî¨ ôîðìóëè

F , òî áóäåìî ìàòè ñóïåðå÷íiñòü - IΓ(F) = IΓ(¬F) = 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî i òåîðiÿ
TΩ ¹ íåñóïåðå÷ëèâîþ, àäæå ÿêùî `TΩ

F i `TΩ
¬F , òî ìîæíà ðîçãëÿíóòè ìíîæèíó

Γ∗ àêñiîì òåîði¨, ÿêi çóñòði÷àþòüñÿ ó äîâåäåííÿõ öèõ òåîðåì, ÿêà ¹ ñêií÷åííîþ. Îòæå,
îòðèìó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ - `TΓ∗ F i `TΓ∗ ¬F− òåîðiÿ TΓ∗ ¹ ñóïåðå÷ëèâîþ. Îòðèìà-
íà ñóïåðå÷íiñòü ¹ íàñëiäêîì çðîáëåíîãî ïðèïóùåííÿ, ùî òåîðiÿ TΩ ¹ ñóïåðå÷ëèâîþ.
Îòæå, âîíà íåñóïåðå÷ëèâà i çà òåîðåìîþ 2.9 äëÿ íå¨ iñíó¹ ìîäåëü.

3 Àðèôìåòè÷íi ôóíêöi¨ òà âiäíîøåííÿ.

Ïîâåðíåìîñÿ, äî òåîði¨ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë S. Ç ïåðøèõ âîñüìè àêñiîì öi¹¨ òåîði¨, çà-
ñòîñóâàííÿì ñõåìè àêñiîì A4, äëÿ äîâiëüíèõ òåðìiâ t, s, u, r îòðèìó¹ìî òåîðåìè
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S'1 (t = r)→ (t = s→ r = s);

S'2 (t = r)→ N(t) = N(r);

S'3 ¬(N(t) = 0);

S'4 (N(t) = N(r))→ t = r;

S'5 t+ 0 = t

S'6 t+N(r) = N(t+ r);

S'7 t · 0 = 0;

S'8 t ·N(r) = (t · r) + t

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ôóíêöi¨ âiä îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ, âiäíîøåííÿ òà ïðåäèêàòè
äîâiëüíî¨ àðíîñòi âèçíà÷åíi íà ìíîæèíi N̄ = {0, 1, 2, . . . , } áóäåìî íàçèâàòè àðè-
ôìåòè÷íèìè.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî àðèôìåòè÷íå âiäíîøåííÿ R = R(x1, x2, . . . , xn)
ìà¹ çîáðàæåííÿ â òåîði¨ S, ÿêùî iñíó¹ ôîðìóëà F = F(x1, x2, . . . , xn) â òåîði¨ S :

(x1, . . . , xn) ∈ R⇒ `S F(x̄1, x̄2, . . . , x̄n); (3.1)

(x1, . . . , xn) 6∈ R⇒ `S ¬F(x̄1, x̄2, . . . , x̄n); (3.2)

Àðèôìåòè÷íèé ïðåäèêàò ìà¹ çîáðàæåííÿ â òåîði¨ S, ÿêùî ìà¹ çîáðàæåííÿ âiäíî-
øåííÿ, ÿêå âií õàðàêòåðèçó¹.

Ïðèêëàä 3.1. Âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi ìiæ íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè ¹ âèðàçíèìè â òå-
îði¨ S.

Ïðèêëàä 3.2. Âiäíîøåííÿ ìåíøå ìiæ íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè ¹ âèðàçíèìè â òåîði¨
S.

Îçíà÷åííÿ 3.3. Àðèôìåòè÷íà ôóíêöiÿ f = f(x1, x2, . . . , xn) ìà¹ çîáðàæåííÿ â òåî-
ði¨ S, ÿêùî iñíó¹ ôîðìóëà F = F(x1, x2, . . . , xn, xn+1) â òåîði¨ S :

f(x1, . . . , xn) = xn+1 ⇒ `S F(x̄1, x̄2, . . . , x̄n, x̄n+1); (3.3)

`S ∃xn+1F(x̄1, x̄2, . . . , x̄n, xn+1). (3.4)
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