Тема 13. Лінійні оператори, короткий огляд.

1. Зв’язок  між лінійними перетвореннями та білінійними формами в евклідовому просторі. 

Нехай V- комплексний лінійний простір та нехай A(x; y) - білінійна форма в ньому. Виберемо в V деякий ортонормований базис e1, e2, …, en. Якщо 

  та 

, то A(x; y) можна записати у вигляді: 




Спробуємо подати цей вираз у вигляді деякого скалярного добутку. Для цього перепишемо його таким чином:




Введем до розгляду деякий вектор z з координатами 

, де



 

Вектор z одержується з вектора x  за допомогою лінійного перетворення, матриця якого одержується з матриці А білінійної форми A(x; y). Це перетворення ми позначимо також літерою А, тобто положимо z=Ax. Отже, ми одержали , що 

A(x; y)=

= (z, y)=(Ax, y)
Отже, 

 Теорема 1. Будь-якій білінійній формі A(x; y) в евклідовому просторі відповідає  лінійне перетворення А, таке, що A(x; y)

 (Ax, y), і навпаки. 

Завдання.
Показати 

1)  Функція A(x; y)

 (Ax, y), побудована за лінійним перетворенням А, задовольняє умовам, що визначають білінійну форму.

2) Перетворення А визначається відповідною білінійною формою однозначно. 

2. Спряжені оператори. 

Зв’язок  між лінійними перетвореннями та білінійними формами в евклідовому (унітарному) просторі можна встановити і іншим чином.  А саме,  кожну білінійну форму можна подати також у вигляді 

A(x; y)

 (x, АСy).

Означення 1. Перетворення АС, що визначається умовою 

(x, АСy)

 (Ax, y),

називається спряженим до перетворення А. 

Матриця перетворення АС  будь-якому ортонормованому базисі одержується з матриці  перетворення А переходом до транспонованої та заміною її елементів комплексно спряженими.

В евклідовому(уніторному) просторі кожному лінійному оператору  відповідає спряжений оператор і при тому тільки один. 

3. Самоспряжені (ермітові) оператори.

Означення 2. Лінійний  оператор називається самоспряженим (або ермітовим , коли розглядаємо его над полем комплексних чисел), якщо  АС=А.

Теорема 2. Якщо оператор А – самоспряжений, то для любого х скалярний добуток 
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 Доведення. За властивостями скалярного добутку в евклідовому просторі 
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За означенням самоспряженого оператора 
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Порівнюючи формули, маємо що 
[image: image4.wmf])

,

(

x

Ax

 співпадає зі своїм комплексно-спряженим, отже 
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 є дійним числом.

Теорема 3. Власні значення самоспряженого оператора- дійсні.

Доведення. Нехай - 
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 - деяке власне значення самоспряженого оператора А, х – відповідний власний вектор: 
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 можемо подати у вигляді: 
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Оскільки довжина вектора 
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 також є дійсним числом, то  і 
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 є дійсним. 

 Теорема 4. Якщо А- самоспряжений оператор, то власні вектори, що відповідають різним власним значенням,  ортогональні. 

Доведення.  Нехай 
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. Розглянемо скалярні добутки 
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. За означенням самоспряженого оператора, скалярні  добутки 
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мають бути рівними. І тому, віднімаючи від одного співвідношення друге, одержуємо
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. Оскільки 
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Теорема 5. Кожен самоспряжений оператор А, що діє в n-вимірному комплексному лінійному просторі V має ортонормовану систему з n власних векторів .

Властивості самоспряжених операторів:
1)  Лінійний оператор А є самоспряженим тоді і тільки тоді, коли білінійна форма (Аx, y)  є ермітовою, тобто має властивості
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-дійсне число,

 при 


(тут через 

 позначено число, комплексно спряжене до 

)

2) Будь-який лінійний оператор А можна записати у вигляді: 

А = А1 + іА2, де  А1  та  А2 - самоспряжені оператори. 

Дійсно, 

. 

Завдання.

Перевірити, що

3) 

 та 

 самоспряжені оператори. 

4) Добуток двох самоспряжених операторів А та В є також самоспряженим тоді і тільки тоді, коли А та В - переставні, тобто АВ=ВА.

Приклад

 Розглянемо множину (взагалі кажучи, комплексних) функцій 

, що відображають деякий n-вимірний простір в поле С. Множину W таких функцій 

 можна розглядати як нескінченовимірний векторний простір.  В даному просторі розглянемо білінійну (точніше, півторалінійну) форму

, де  через 

позначено функцію, комплексно спряжену до 

.  Легко бачити, що ця форма є антисиметричною і додатно визначеною, тобто 

 та 

 при 

. Отже, форма 

 задає скалярний добуток на просторі W. 

Хвильові функції  деякої системи, що розглядаються в квантовій механіці і задають стан квантової системи, утворюють підмножину нескінченовимірного простору W.

Фізичній величині f, що характеризує стан даної квантової системи, ставиться у відповідність лінійний оператор 

. Вид операторів для різних фізичних величин встановлюється з прямих фізичних міркувань, враховуючи, що середнє значення  величини f в деякому стані є 
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З іншого боку, середнє значення визначається як 
[image: image26.wmf]å

=

n

n

n

a

f

f

2

, де fn  пробігає множину всіх власних значень оператора f, а 

- відповідні ймовірності. Оскільки власні значення дійсної фізичної величини і її середні значення в будь-якому стані є дійсними, для відповідних операторів маємо:



 звідки 

Оскільки всі ці величини дійсні, то 



 EMBED Equation.2  
, отже 

, тобто оператор дійсної фізичної величини є ермітовим. 

4. Унітарні оператори.

Означення 2. Лінійний оператор U називається унітарним, якщо UU*=U*U=E.

Відмітимо, що в n-вимірному просторі умови UU*=E та  U*U=E еквівалентні. В нескінченовимірному просторі це дві різних умови. 

Властивості .

1)  Унітарне перетворення зберігає скалярний добуток, тобто (Ux,Uy)=(x,y) для всіх х, у. Навпаки, кожне лінійне перетворення, що зберігає скалярний добуток, є унітарним. Отже, унітарне перетворення не змінює довжин векторів і ( в дійсному просторі) кутів між векторами

2)  Лінійне пертворення U є унітарним тоді і тільки тоді, коли воно  ортогональний нормований базис e1,e2,…en  переводить знову у ортогональний нормований базис   Ue1,Ue2,…,Uen.
3)  Власні значення унітарного перетворення  за модулем дорівнюють 1.

Зауваження. Операція переходу до спряженого оператора  в певній мірі аналогічна операції переходу від даного комплексного числа 

 до комплексно спряженого. Ця аналогія не випадкова, оскільки для матриць першого порядку над комплексним полем перехід до спряженого оператора якраз  і полягає в заміні даного числа комплексно спряженим. Роль дійсних чисел виконуюють самоспряжені (ермітові) оператори; роль чисел, що рівні за модулем 1, відіграють унітарні оператори. Записуючи комплексне число у тригонометричній формі, ми його подаємо як добуток дійсного числа на комплексне, яке за модулем рівне 1. Аналогічно, 

4) Будь-який лінійний оператор можна подати як добуток самоспряженого оператора на унітарний.

Завдання.

5) Довести, що добуток двох унітарних перетворень є також унітарне перетворення. 

Ортогональні перетворення 
Означення 3. Унітарне перетворення дійсного простору називається ортогональним перетворенням. 

Ортогональні перетворення 
1) зберігають довжини векторів та кути між ними;

2)мають визначник матриці, що дорівнює 1 або -1.

3) Для будь-якого ортогонального перетворення А евклідова простору існує ортонормований базис, в якому матриця оператора має канонічний вид, де на головній діагоналі стоять клітини другого порядку вигляду 
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) та клітини першого порядку вигляду 
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. Клітини якогось з цих типів можуть бути відсутніми. Всі інші елементи дорівнюють 0. 

Який геометричний зміст ортогонального перетворення?

Простим поворотом будемо називати поворот деякої двомірної площини , що залишає без змін (n-2)-вимірний підпростір, ортогональний до цієї площини. Простим відбиттям  будемо називати перетворення, що змінює напрямки всіх векторів, що належать деякому одновимірному підпростору , на протилежні, і залишає без змін вектори його (n-1) - вимірного ортогонального доповнення.

Кожне ортогональне перетворення можна подати як добуток деякого числа простих поворотів та простих відбиттів.

Завдання 6. Знайти ортонормований базис, в якому матриця 
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має канонічний вигляд і вказати цей вигляд. 

5. Нормальні оператори. 

Означення. Лінійний оператор  А називається нормальним, якщо ААС=АС А.

Властивості. 1) Лінійний оператор А є нормальним тоді і тільки тоді, коли існує ортогональний базис, в якому лінійний оператор зводиться до діагонального виду. 

2) Довільна множина попарно переставних  нормальних операторів зводиться до діагонального виду одночасно. 
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