Криві другого порядку.

1.Основні криві другого порядку

1.1. Еліпс

Означення. Геометричне місце точок (ГМТ), сума відстаней від яких до двох заданих  точок (які називаються фокусами) є сталою величиною, називається еліпсом. 
Теорема 1. Для того, щоб точка  M(x,y) належала еліпсу , в якого сума відстаней від неї до обох фокусів 
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 еліпса дорівнюває 2a, необхідно і достатньо, щоб її координати  задовільняли рівняння 
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, де 
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Доведення. Необхідність. т.M(x,y) належить еліпсу: 
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Тоді:
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Достатність.  Враховуючи, що 
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, і позначаючи 
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 через 
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, одержимо:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image12.wmf]
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Аналогічно, 
[image: image15.wmf]1

.

MFax

e

=+


Таким чином, 
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Зауваження.  Віддаль від довільної точки еліпса M(x,y) до кожного з фокусів є лінійною функцією абсциси точки : 
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З еліпсом пов'язують дві прямі, які наз. директрисами еліпса. Їх рівняння в канонічній системі координат мають вигляд:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image19.wmf]a
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Директрису і фокус, які лежать по один бік від центру еліпса вважають відповідними один одному.

Рівняння 
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називається канонічним рівнянням еліпса, відповідна система координат називається канонічною.

В канонічній системі координат
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еліпс лежить в середині прямокутника зі сторонами 2a і 2b. Точки перетину еліпса з осями канонічної системи координат наз. вершинами еліпса:

Координати вершин: (-a,0), (a,0), (-b,0), (b,0).

Віддалі від початку координат до вершин a і b наз. відповідно великою та малою півосями еліпса. З рівняння видно, що якщо т.M(x,y) належить еліпсу, то   (-x,-y) (-x,y) (x,-y) -теж. 
[image: image27.wmf]Þ

 існує дві осі і центр симетрії.







Осі симетрії OX і OY наз. головними осями, а O - центром. Точки F1(-c,0) і  F2(c,0) , 
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 наз. фокусами еліпса, а відношення 
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 - його ексцентриситетом.

Теорема 2. Для того, щоб точка M(x,y) належала еліпсу, необхідно і достатньо, щоб відношення відстаней від т.М до фокуса і до відповідної директриси було сталою величиною, рівною 
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Доведення. Необхідність.   

Нехай точка М належить еліпсу 
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,  директриса 
[image: image35.wmf]2

aa

x

c

e

=-=-

.

Віддаль від т.М(x,y) до цієї директриси 
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  (як було доведено в попередній теоремі).

Отже, 
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Достатність.  M(x,y), 
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1.2. Гіпербола

Означення. Геометричне місце точок (ГМТ), абсолютна величина різниці відстаней від яких до двох заданих  точок (які називаються фокусами) є сталою величиною, називається гіперболою. 
Теорема 3. Для того, щоб точка  M(x,y) належала гіперболі , в якої абсолютна величина різниці відстаней від точки до фокусів 
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 дорівнювє 2a, необхідно і достатньо, щоб її координати  задовільняли рівняння 
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Довести самостійно.

Зауваження.  

Віддаль від довільної точки еліпса M(x,y) до кожного з фокусів : 
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З гіперболою, як і з еліпсом, пов'язують дві прямі, які наз. директрисами. Їх рівняння в канонічній системі координат мають вигляд:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image47.wmf]a
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Директрису і фокус, які лежать по один бік від центру вважають відповідними один одному.

Рівняння 
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називається канонічним рівнянням гіперболи. 

В канонічній системі координат
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гіпербола лежить за межами прямокутника зі сторонами 2a і 2b. 

Точки перетину гіперболи з віссю Ох канонічної системи координат наз. вершинами гіперболи. Координати вершин: (-a,0), (a,0).

Віддалі a від початку координат до вершин наз. дійсною піввіссю, b –уявною піввіссю. Якщо т.M(x,y) належить гіперболі, то   (-x,-y) (-x,y) (x,-y) -теж. 
[image: image54.wmf]Þ

 існують дві осі і центр симетрії.
Ексцентриситет гіперболи:  
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c

a

e

=>

 

Теорема 4. Для того, щоб точка M(x,y) належала гіперболі, необхідно і достатньо, щоб відношення відстаней від т.М до фокуса і до відповідної директриси було сталою величиною, рівною 
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Довести самостійно. 

1.3. Парабола

Означення. Геометричне місце точок (ГМТ), для яких  відстань від кожної до заданої  точки (які називаються фокусами) дорівнює відстані від цієї точки до заданої прямої (яка називається директрисою), називається параболою. 

Зауваження. Згідно з теоремами 2,4, еліпс, параболу, гіперболу ми можемо задати  однаково- як ГМТ, в яких відношення відстаней від точки до фокуса і до відповідної директриси є сталою величиною, рівною
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 для параболи, 
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 для гіперболи.
Теорема 5. Для того, щоб точка  M(x,y) належала параболі з фокусом 
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, необхідно і достатньо, щоб її координати  задовільняли рівняння  
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Довести самостійно.

Рівняння 
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 називається канонічним рівнянням  параболи.

2. Зведення загального рівняння кривої другого порядку до канонічного виду.

Алгебраїчною кривою другого порядку наз. крива Г, рівняння якої в декартовій системі координат має вигляд: 
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Теорема 1. Нехай в прямокутній декартовій системі координат (ПДСК) на площині задано рівняння другого порядку виду (4). Тоді  існує декартова система координат, в якій це рівняння приймає один з наступних 9 канонічних видів:

1) 
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4) 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image70.wmf]22
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9) 
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У відповідності з цим існує сім класів ліній другого порядку :

1) еліпси

2) точки (пари уявних прямих, що перетинаються)

3) гіперболи

4) пари дійсних прямих, що перетинаються

5) параболи

6) пари паралельних прямих

7) прямі

Доведення.

Нехай 
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 одночасно. Повернемо систему координат на кут 
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Підберемо кут 
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 так, щоб після повороту коефіцієнт при добутку x1y1 дорівнював нулеві. Покажемо, що такий кут існує:
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Якщо A=C, то 
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Якщо A
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Отже, такий кут існує.

Таким чином, рівняння ліній набуває вигляду:
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Лема 1. Якщо 
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) то за допомогою паралельного переносу початку координат вздовж відповідної осі можна перетворити в нуль доданок з першим степенем x (y).

Доведення 1. Нехай 
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Отже, заміна 
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 зводить наше рівняння до вигляду
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Якщо 
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 доведення для змінної y1 - аналогічне. Лему доведено.

Доведення теореми:

I. Якщо тепер у рівнянні (5) 
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, то згідно з лемою 1, його можна звести до вигляду:        
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1) Нехай у (5.1) A1 і C1 одного знаку. Тоді якщо

1.1) F1 - протилежного знаку, то одержуємо канонічне рівняння еліпса
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Будемо вважати , що a>b (інакше робимо заміну: x2=y3, y2=x3)

Зауваження. Якщо a=b, то (3)задає коло.

1.2) знак F2 співпадає зі знаками A1 і C1,   то одержуємо 
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рівняння уявного еліпса.

1.3) якщо F2=0, то одержуємо рівняння пари уявних прямих, що перетинаються в точці (0,0):
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2) Нехай у (5.1) A1 і C1 різних знаків.

2.1) 
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0.(0)

FAF

¹×<

. Тоді  з (5.1) одержуємо канонічне рівняння гіперболи:
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       де  
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2.2) F2=0. Тоді  з  (5.1) одержуємо 
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що еквівалентно
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image109.wmf]22
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  -   рівняння пари дійсних прямих, які перетинаються.

ІІ. Нехай один з коєфіцієнтів A1 чи C1 дорівнює нулю. Припустимо, що A1=0. Тоді  С2
[image: image110.wmf]¹

0 (інакше рівняння було б першого порядку). Згідно з лемою 1, ми можемо звести рівняння (4) до вигляду :                    
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1). Нехай 
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і заміна 
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 зводить одержане  рівняння до канонічного рівняння параболи 
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де 
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2) Нехай тепер D1=0. Тоді 

2.1) якщо F2 і C1 - протилежних знаків, то  з (8) одержуємо
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що еквівалентно рівнянням 
[image: image120.wmf]3

3

0

0

ya

ya

é

-=

ê

+=

ê

ë

  - пара паралельних прямих.

2.2) Якщо F2 і C1 - одного знаку, то з (8) одержуємо
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- пара уявних паралельних прямих.



2.3) Якщо F2 =0,  тоді  
[image: image123.wmf]2
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· пара прямих, що співпадають.

Теорему доведено. 
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