Тема 8 (Продовження). Ортонормований базис. 

Процес ортогоналізації. Ортогональне доповнення

4. Ортонормований базис

Означення. Ортонормованим базисом n-вимірного унітарного (евклідового) векторного простору називатимемо  сукупність векторів 
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 , що задовольтняють умовам: 
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Означення коректно, оскільки  
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- лінійно-незалежні.

Доведемо це:

         Нехай 
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 лінійна залежність:
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.    Аналогічно  
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Іншими словами, базис 
[image: image9.wmf]12

,,...,

n

eee

 називається ортонормованим, якщо він ортогональний, і довжина кожного вектора базису дорівнює 1, тобто
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Нехай вектори 
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 та 
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  задані своїми координатими в ортонормованому базисі  
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5. Процес ортогоналізації.

Нехай 
[image: image16.wmf]n
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- n-вимірний евлідів векторний простір над полем дійсних чисел 
[image: image17.wmf]R

.


[image: image18.wmf]12

,,...,

k

bbb

 - деяка лінійно незалежна система векторів. 

Побудуємо ортогональну  систему векторів  
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 так, щоб кожен з векторів  був лінійною комбінацією векторів 
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Виберемо 
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Вектори 
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 є  лінійними комбінаціями  векторів
[image: image26.wmf]12

,,...,

k

bbb

. Легко перевірити, що  
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 взаємно ортогональні.

Зауваження.  Якшо система векторів 
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 є лінійно залежна, то в процесі ортогоналізації можуть з’являтися  нульові вектори 
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, які ми просто відкидаємо, і продовжуємо процес далі.

6. Властивості ортогональної системи векторів.

Теорема. Якщо
[image: image30.wmf]12

,,...,

k

aaa

 - ортогональна система векторів не містить нульових векторів, то вона є лінійно незалежною.

Доведення.  Припустимо, що дана система векторів є лінійно залежною. Тоді існує вектор цієї системи, який є лінійною комбінацією інших. Не втрачаючи загальності, можемо вважати, що цим вектором є 
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Домноживши  скалярно на 
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В силу ортогональності системи 
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, ліва частина і всі доданки правої, крім першого , дорівнюють 0 . Отже 
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, а оскільки 
[image: image37.wmf]1

0

a

¹

. то  маємо 
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.  Аналогічно доводиться,  що 
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.  Отже, маємо  
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, що неможливо, оскільки система векторів 
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 за умовою є мість нульових векторівю Одержане протиріччя доводить теорему.#

7. Ортогональне доповнення.

Означення. Підпростір 
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 називається ортогональним доповненням до підпростору L, якщо кожен вектор 
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 ортогональний до кожного вектора 
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Ортогональне доповнення до лінійного підпростору простору 
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 має такі властивості (довести самостійно):

А) 
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де О – нульовий підпростір, що містить лише нульовий вектор.
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