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1 Вступ

Тема “Жорданова нормальна форма матрицi” вивчається на механi-
ко-математичному факультетi Київського унiверситету iменi Тараса
Шевченка в курсi лiнiйної алгебри студентами першого курсу. Як
правило, серед iнших тем курсу лiнiйної алгебри ця тема найскладнi-
ша для сприйнятя, особливо з погляду набування практичних нави-
чок тз знаходження жорданової форми. Брак часу не дозволяє довго
зупинятись на розв’язаннi однотипних задач на практичних занят-
тях, багато задач залишається для самостiйного опрацювання сту-
дентами.

Даний методичний посiбник має за мету повнiстю охопити основну
частину практичних задач, якi пропонуються до розв’язання пiд час
вивчення теми “Жорданова нормальна форма”. До всiх типових задач
наведено алгоритми розв’язання та повнiстю розiбрано принаймнi по
однiй задачi кожного типу. Значну кiлькiсть задач запропоновано для
самостiйного розв’язання.

Матерiал посiбника передбачає ознайомлення з усiма темами кур-
су лiнiйної алгебри, що вивчається в першому семестрi. Для додатко-
вих теоретичних вiдомостей ми вiдсилаємо читача до [2]. Як основне
джерело задач використовувались класичнi збiрки [1, 3, 4], хоч серед
запропонованих задач зустрiчаються й оригiнальнi.

Кожна глава (пiдтема) посiбника складається з коротких теорети-
чних вiдомостей, списку основних типiв задач, алгоритмiв їх розв’яза-
ння, прикладiв розв’язання та задач для самостiйного опрацювання.
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2 Характеристичний многочлен матрицi

2.1 Теоретичнi вiдомостi

Нехай K позначає довiльне поле. Надалi через En ми позначатимемо
одиничну матрицю розмiру n×n. Нагадаємо, що одиничною назива-
ють квадратну матрицю, усi дiагональнi елементи якої дорiвнюють
одиницi, а всi позадiагональнi елементи – нульовi.

En =




1 0 0 0 . . . 0 0
0 1 0 0 . . . 0 0
0 0 1 0 . . . 0 0
0 0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 0 . . . 0 1




︸ ︷︷ ︸
n

Якщо розмiр матрицi E буде зрозумiлим з контексту, ми часто будемо
його опускати.

Розглянемо деяку квадратну матрицю A ∈ Matn×n(K).

Означення 2.1. Характеристичним многочленом матрицi A на-
зивається многочлен

χA(λ) = det(A− λE).

Надалi ми часто будемо використовувати iнтерпретацiю матриць
у термiнах лiнiйних операторiв. Нехай Kn позначає арифметичний
векторний простiр розмiрностi n над полем K. Зафiксуємо стандар-
тну базу простору Kn, що складається з векторiв ei = (0, 0, . . . , 0,
1, 0, . . . , 0) (одиничка стоїть на i-му мiсцi). Тодi довiльну матрицю
A ∈ Matn×n(K), A = (aij)

n
i,j=1 можна iнтерпретувати як матрицю

єдиного лiнiйного оператора ϕA : Kn → Kn, що визначається умова-
ми

ϕA(ej) =
n∑

i=1

aijei, j = 1, 2, . . . , n.

У такий спосiб встановлюється природна взаємно-однозначна вiдпо-
вiднiсть мiж множиною L(Kn) лiнiйних операторiв у просторi Kn

та множиною Matn×n(K). Бiльше того, ця вiдповiднiсть узгоджена
з природними дiями додавання операторiв, множення оператора на
число та суперпозицiї операторiв. А саме, додаванню операторiв вiд-
повiдає додавання матриць, множенню оператора на число вiдповiд-
ає множення матрицi на число, а суперпозицiї операторiв вiдповiдає
множення матриць. Нагадаємо також, що при замiнi базису в Kn, що
задається матрицею переходу S (звичайно, невиродженою), матри-
ця A лiнiйного оператора перетворюється у матрицю S−1AS. Згiдно
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з такою трактовкою усi задачi, що формулюються мовою матриць,
можна переформулювати мовою лiнiйних операторiв, i навпаки. Ми
надалi дотримуватимемось в бiльшостi матричних формулювань.

Основнi властивостi характеристичного многочлена зiбрано в на-
ступнiй теоремi:

Теорема 2.1. 1. Для довiльної оборотної квадратної матрицi S ∈
Matn×n(K) справедлива рiвнiсть χS−1AS(λ) = χA(λ).

2. deg χA(λ) = n.

3. χA(λ) = (−1)nλn+d1(−λ)n−1+· · ·+dn, де d1 = a11+a22+· · ·+ann
та dn = det A.

4. χA(A) = 0.

З першої властивостi одразу випливає, що можна визначити хара-
ктеристичний многочлен лiнiйного оператора, як характеристичний
многочлен його матрицi в будь-якiй базi. Це визначення буде коре-
ктним, бо, насправдi, не залежить вiд вибору бази, в якiй виписується
матриця оператора.

Характеристичний многочлен має дуже багато цiкавих та кори-
сних властивостей. Вiн буде основним нашим технiчним знаряддям
протягом всього курсу лiнiйної алгебри. Тож решту потрiбних нам
означень та властивостей ми наводитемо за необхiднiстю та доречнi-
стю.

2.2 Основнi типи задач

Ми познайомились лише з (суто технiчним) визначенням характе-
ристичного многочлена матрицi (лiнiйного оператора). Тож поки що
можна визначити єдиний тип задач: Знаходження характеристичного
многочлена матрицi.

2.3 Алгоритми розв’язання основних типiв задач

Алгоритм 2.1. Знаходження характеристичного многочлена ма-
трицi.

Для знаходження характеристичного многочлена матрицi необхi-
дно:

• До всiх дiагональних елементiв матрицi дописати вираз −λ.

• Обчислити визначник отриманої матрицi. Для цього використо-
вуються алгоритми, що вивчались у темi знаходження визнач-
ника матрицi.
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2.4 Приклади

Приклад 2.1. Знайдiть характеристичний многочлен матрицi

A =
(

1 2
3 4

)
.

Доведення.

χA(λ) = det(A− λE) = det
(

1− λ 2
3 4− λ

)
=

= (1− λ)(4− λ)− 2 · 3 = 4− 4λ− λ + λ2 − 6 = λ2 − 5λ− 2.

Приклад 2.2. Знайдiть характеристичний многочлен матрицi

A =

(
5 2 −3
4 5 −4
6 4 −4

)
.

Доведення.

χA(λ) = det(A− λE) = det

(
5− λ 2 −3

4 5− λ −4
6 4 −4− λ

)
=

= (5− λ)(5− λ)(−4− λ) + 2 · 6 · (−4) + 4 · 4 · (−3)−
− 6 · (−3) · (5− λ)− (5− λ) · 4 · (−4)− 4 · 2 · (−4− λ) =

= −(25−10λ+λ2)(4+λ)−48−48+18(5−λ)+16(5−λ)−8(−4−λ) =

= −λ3+6λ2+15λ−100−96+90−18λ+112−8λ = −λ3+6λ2−11λ+6.

Приклад 2.3. Знайдiть характеристичний многочлен матрицi

A =




2 3 −1 −2
4 −2 2 3
0 0 −3 4
0 0 1 −1


 .

Доведення.

χA(λ) = det(A− λE) = det




2− λ 3 −1 −2
4 −2− λ 2 3
0 0 −3− λ 4
0 0 1 −1− λ


 .
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Для знаходження цього визначника скористаємось формулою обчи-
слення визначника блочно-трикутної матрицi:

det




2− λ 3 −1 −2
4 −2− λ 2 3
0 0 −3− λ 4
0 0 1 −1− λ


 =

= det
(

2− λ 3
4 −2− λ

)
det

( −3− λ 4
1 −1− λ

)
=

= ((2−λ)(−2−λ)−12)((−3−λ)(−1−λ)−4) = (λ2−16)(λ2+4λ−1) =

= λ4 + 4λ3 − 17λ2 − 64λ + 16.

2.5 Задачi теоретичного характеру

Хоч ця початкова тема не дуже насичена рiзноманiтними технiчними
задачами, проте в нiй чимало задач теоретичного характеру. Розв’я-
зання деяких з них ми пропонуємо до вашої уваги в цьому параграфi.
Приклад 2.4. Доведiть, що квадратна матриця є виродженою то-
дi та тiльки тодi, коли її характеристичний многочлен не мiс-
тить вiльного члена.
Доведення. Ми знаємо, що умова невиродженостi матрицi A еквiва-
лентна умовi det A 6= 0. З третього пункту теореми 2.1 випливає, що
вiльний член χA(λ) збiгається з det A. Це i доводить потрiбне нам
твердження.
Зауваження. Зауважимо, що пояснити згадану властивiсть мно-
гочлена χA(λ) досить просто. Насправдi, вiльний член довiльного
полiнома f(x) дорiвнює f(0) за теоремою Безу. Отже, вiльний член
χA(λ) дорiвнює, за означенням χA(λ), ось чому:

χA(0) = det(A− 0E) = det(A).

Приклад 2.5. Доведiть, що довiльний многочлен f(λ) ∈ C[λ] сте-
пеня n, зi старшим коефiцiєнтом (−1)n, є характеристичним мно-
гочленом деякої матрицi A ∈ Matn×n(C).
Доведення. За основною теоремою алгебри многочлен f(λ) має рiвно
n комплексних коренiв (з урахуванням кратностi), скажiмо λ1, λ2 . . . , λn.
Це означає, що

f(λ) = (λ1 − λ)(λ2 − λ) . . . (λn − λ).

Розглянемо дiагональну матрицю A ∈ Matn×n(C), на дiагоналi якої
стоять елементи λ1, λ2 . . . , λn. Тодi, за визначенням, χA(λ) = (λ1 −
λ)(λ2 − λ) . . . (λn − λ) = f(λ).
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Приклад 2.6. Доведiть, що для довiльних A,B ∈ Matn×n(K) вико-
нується рiвнiсть χAB(λ) = χBA(λ).

Доведення. Взагалi кажучи, ця задача складна. Проте при певному
припущеннi щодо матриць A та B вона стає досить простою. Отже, ми
спочатку розв’яжемо простий її варiант. Припустимо, що принаймнi
одна з матриць A або B є оборотною. Нехай це буде, скажiмо, матриця
A. Тодi BA = A−1(AB)A, i твердження задачi випливає з першого
пункту теореми 2.1.

У загальному випадку треба досить сильно схитрувати. Давай-
те уявимо, що елементами матриць A та B є “невiдомi” aij та bij,
i, j = 1, 2 . . . , n. Це означає, що ми розглядаємо поле рацiональних
функцiй L = K(aij, bij), i, j = 1, 2 . . . , n. У цьому полi визначники
обох матриць є просто многочленами вiд своїх елементiв, а, отже,
не рiвнi нулю. Застосувавши попереднiй результат, ми отримуємо,
що χAB(λ) = χBA(λ) в полi L. Але це просто означає, що χAB(λ)
та χBA(λ) збiгаються, як функцiї вiд aij та bij. Останнє означає, що
рiвнiсть χAB(λ) = χBA(λ) виконується для довiльних aij та bij, на-
приклад для довiльних фiксованих елементiв поля K.

2.6 Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 2.1. Знайдiть характеристичнi многочлени наступних
матриць:

(
2 4
4 −3

)
,

(
0 −2
3 1

)
,

(
2 4 −1
1 0 2
3 −2 1

)
,

(
1 2 3
4 5 6
7 8 9

)
,




1 2 0 0
2 1 0 0
3 1 2 1
1 1 0 3


 ,




7 1 3 −2
4 2 −1 −1
1 2 0 9
0 0 0 3


 ,




3 3 1 1
3 3 1 2
0 0 1 1
0 0 1 1


 ,




2 2 2 1
1 1 1 2
0 0 1 1
0 0 3 3


 ,




1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1


 .

Задача 2.2. Доведiть, що сумма дiагональних елементiв матрицi
A ∈ Matn×n(K) (так званий “слiд” матрицi A) збiгається iз сумою
дiагональних елементiв матрицi S−1AS для будь-якої оборотної ма-
трицi S ∈ Matn×n(K).

Задача 2.3. Доведiть, що характеристичний многочлен матрицi
дорiвнює характеристичному многочлену транспонованої матрицi.
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Задача 2.4. Доведiть, що довiльний многочлен f(λ) ∈ R[λ] сте-
пеня n та зi старшим коефiцiєнтом (−1)n є характеристичним
многочленом деякої матрицi A ∈ Matn×n(R).
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3 Власнi числа та власнi вектори

3.1 Теоретичнi вiдомостi

Поняття власного числа та власного вектора є першоджерелом жор-
данової форми, крiм того, це поняття змiстовне над будь-яким полем
i дозволяє розв’язувати значну кiлькiсть задач як теоретичного, так
i практичного характеру. Тож розглянемо довiльне поле K i довiльну
матрицю A ∈ Matn×n(K).

Означення 3.1. Число λ ∈ K називається власним (або характе-
ристичним) числом матрицi A, якщо iснує ненульовий вектор v ∈
Kn такий, що Av = λv. У цьому випадку вектор v називається
власним вектором матрицi A з власним числом λ.

Зауважимо, що за означенням власний вектор матрицi обов’язко-
во ненульовий, хоч нульовий вектор зручно деколи вважати власним
з будь-яким власним числом.

Основнi властивостi власних чисел та векторiв зiбрано в наступнiй
теоремi:

Теорема 3.1. 1. Власними числами матрицi A є коренi її хара-
ктеристичного многочлена i тiльки вони.

2. Множина V (λ,A) усiх власних векторiв матрицi A з фiксо-
ваним власним числом λ (враховуючи нульовий вектор, який
можна вважати власним вектором з будь-яким власним чи-
слом) утворює пiдпростiр в Kn, розмiрнiсть якого збiгається
з дефектом матрицi A− λE.

3. Базисом пiдпростору V (λ,A) є фундаментальна система роз-
в’язкiв (Ф.С.Р.) однорiдної системи лiнiйних рiвнянь (С.Л.Р.)
з матрицею A− λE.

4. dim V (λ,A) не перевищує кратностi λ як кореня характери-
стичного многочлена.

5. Довiльний набiр власних векторiв матрицi A з попарно рiзни-
ми власними значеннями є лiнiйно незалежним.

Ми одразу зауважимо, що властивiсть мати власнi числа суттєво
залежить вiд поля K. Одна й та сама матриця A, що розглядається
над рiзними полями, може в одному випадку мати власнi числа, а
в iншому їх не мати. Так, наприклад, легко переконатись, що для
матрицi

A =
(

0 1
−1 0

)

маємо χA(λ) = λ2 + 1. Якщо K = R, тодi многочлен χA(λ) не має
коренiв в K, а отже, матриця A не має власних чисел (i власних
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векторiв). З iншого боку, якщо K = C, ми маємо два коренi i та −i
характеристичного многочлена, i матриця A має нетривiальнi пiдпро-
стори V (i, A) та V (−i, A).

У випадку, коли власне число µ матрицi A є кратним коренем мно-
гочлена χA(λ) кратностi k, кажуть, що µ — власне число кратностi
k.

3.2 Основнi типи задач

Тепер уже починає з’являтись певна рiзноманiтнiсть. Можна видiли-
ти такi основнi типи задач з цiєї теми:
1. Знаходження власних чисел матрицi.

2. Знаходження власного пiдпростору матрицi.

3. Знаходження всiх власних векторiв матрицi.

3.3 Алгоритми розв’язання основних типiв задач

Алгоритм 3.1. Знаходження власних чисел матрицi.

Для знаходження власних чисел матрицi A необхiдно:

• Обчислити характеристичний многочлен χA(λ) матрицi A.

• Знайти всi рiзнi коренi λ1, λ2, . . . , λk характеристичного много-
члена. Саме вони i будуть шуканими власними числами.

Алгоритм 3.2. Знаходження власних векторiв матрицi A, котрi
вiдповiдають власному числу µ (знаходження власного пiдпростору
матрицi A).

Для знаходження власних векторiв матрицi A, що вiдповiдають
власному числу µ, необхiдно:

• Обчислити матрицю A(µ) = A− µE.

• Знайти фундаментальну систему розв’язкiв однорiдної системи
лiнiйних рiвнянь з матрицею A(µ). Отримана фундаментальна
система розв’язкiв є базисом власного пiдпростору V (µ,A).

Алгоритм 3.3. Знаходження всiх власних векторiв матрицi A.

Для знаходження всiх власних векторiв матрицi A необхiдно:

• Використовуючи алгоритм 3.1, знайти всi власнi числа матрицi
A.

• Для кожного власного числа µ матрицi A, використовуючи ал-
горитм 3.2, знайти базис власного пiдпростору V (µ,A).
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3.4 Приклади

Приклад 3.1. Знайдiть власнi числа матрицi
(

1 2
2 1

)
.

Доведення. Знайдемо спочатку характеристичний многочлен матри-
цi A:

χA(λ) = det
(

1− λ 2
2 1− λ

)
= (1− λ)2 − 4 = λ2 − 2λ− 3.

Розв’яжемо квадратне рiвняння λ2 − 2λ− 3 = 0. Отримуємо λ1 = 3,
λ2 = −1. Це i будуть власнi числа матрицi A.
Приклад 3.2. Знайдiть власнi числа матрицi

A =

(
1 0 1
0 1 1
1 0 1

)
.

Доведення. Знайдемо спочатку характеристичний многочлен матри-
цi A:

χA(λ) = det

(
1− λ 0 1

0 1− λ 1
1 0 1− λ

)
= (1− λ)3 − (1− λ).

На цьому варто зупинитись. Нас, насправдi, цiкавить не сам явний
вигляд характеристичного многочлена, а його коренi. За теоремою
Безу, коренi характеристичного многочлена вiдповiдають його лiнiй-
ним дiльникам. Отже, нам потрiбно саме знайти розклад χA(λ) на
лiнiйнi множники. У даному випадку ми легко можемо вже зараз
отримати лiнiйний множник 1− λ. Отже,

χA(λ) = (1− λ)3 − (1− λ) = (1− λ)((1− λ)2 − 1) = (1− λ)(λ2 − 2λ).

Виносячи з другого множника λ, ми отримуємо

χA(λ) = (1− λ)(λ2 − 2λ) = (1− λ)(λ− 2)λ.

Отже, за теоремою Безу, ми маємо три рiзнi власнi числа: λ1 = 1,
λ2 = 2 та λ3 = 0.
Приклад 3.3. Знайдiть власнi числа матрицi

A =




1 1 1 −1
1 1 2 1
0 0 3 −1
0 0 −2 4


 .
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Доведення. Знаходимо характеристичний многочлен матрицi A, одно-
часно розкладаючи його на множники:

χA(λ) = det




1− λ 1 1 −1
1 1− λ 2 1
0 0 3− λ −1
0 0 −2 4− λ


 =

= ((1− λ)2 − 1)((3− λ)(4− λ)− 2) =

= (λ2−2λ)(λ2−7λ−10) = λ(λ−2)(λ−5)(λ−2) = λ(λ−2)2(λ−5).

Отже, ми маємо три рiзнi коренi характеристичного многочлена, тоб-
то, три рiзнi власнi числа λ1 = 0, λ2 = 2 та λ3 = 5. При цьому варто
зауважити, що власне число λ2 = 2 має кратнiсть 2.

Приклад 3.4. Знайдiть базис власного пiдпростору з власним чи-
слом 3 для матрицi

A =
(

1 2
3 0

)
.

Доведення. Спочатку зауважимо, що власне число нам указано в
умовi задачi, а отже, шукати його не потрiбно. Першим кроком ми
виписуємо матрицю A− 3E:

B = A− 3E =
( −2 2

3 −3

)
.

Тепер треба розв’язати однорiдну систему лiнiйних рiвнянь, матри-
цею якої є матриця B. Для цього зводимо нашу матрицю до нормаль-
ної трапецевидної форми елементарними перетвореннями рядкiв:

( −2 2
3 −3

)
{(−1/2) ∗ [1]} 7→

(
1 −1
3 −3

)
{[2] + (−3) ∗ [1]} 7→

7→
(

1 −1
0 0

)

Тут варто зупинитись та пояснити умовнi позначення. Перше елемен-
тарне перетворення, що було зроблено, це множення першого рядка
матрицi на −1/2. Вiдповiдне умовне позначення {(−1/2) ∗ [1]} ви-
писано злiва вiд перетворюваної матрицi. У наступнiй матрицi до
другого рядка ми додали перший, помножений на −3. Вiдповiдне пе-
ретворення позначено {[2] + (−3) ∗ [1]}.

Для того, щоб знайти Ф.С.Р. нашої системи, ми вибираємо першу
змiну залежною, а другу — вiльною. Приписавши до системи фiктив-
ний рядок з вiльною змiнною, матимемо

{
x1 = x2
x2 = x2

,
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або ж у векторному виглядi:(
x1
x2

)
=

(
1
1

)
x2.

Звiдси ми знаходимо, що Ф.С.Р. цiєї однорiдної С.Л.Р. складається з
одного вектора, наприклад,

v1 =
(

1
1

)
.

Вектор v1 i утворює базис власного пiдпростору V (3, A).
Зауваження. Те, що ми спромоглися знайти ненульовий розв’язок
нашої системи, свiдчить про те, що число 3 дiйсно є власним чи-
слом матрицi A. Якби, розв’язуючи задачу, ми отримали, що наша
система має лише нульовий розв’язок (вiдповiдна Ф.С.Р. — поро-
жня), ми б могли стверджувати, що число 3 не є власним числом
A, тобто в умовi задачi припущено помилку.

Ми не рахували характеристичний многочлен χA(λ), а отже, не
можемо нiчого певного сказати про кратнiсть 3 як кореня характе-
ристичного многочлена. Хiба що можна стверджувати, що вона не
менша за одиницю. Стверджувати, що ця кранiсть дорiвнює оди-
ницi, на основi того, що ми отримали єдиний власний вектор, не
можна. Далi ми побачимо, що досить часто розмiрнiсть власного
пiдпростору матрицi, що вiдповiдає деякому фiксованому власному
числу, менша за кратнiсть цього власного числа.
Приклад 3.5. Знайдiть базис власного пiдпростору з власним чи-
слом 2 для матрицi

A =

(
0 1 0
−4 4 0
−2 1 2

)
.

Доведення. Знову власне число нам задано в умовi задачi. Тож, ви-
писуємо матрицю B = A − 2E i зводимо її до нормального трапеце-
видного вигляду елементарними перетвореннями:

B = A− 2E =

( −2 1 0
−4 2 0
−2 1 0

)
{[2] + (−2) ∗ [1]}{[3] + (−1) ∗ [1]} 7→

7→
( −2 1 0

0 0 0
0 0 0

)
7→ ( −2 1 0 ) .

Виписуємо отриману систему, вибравши x1 та x3 вiльними змiнними,
та переписуємо її у векторному виглядi:

{ x1 = x1
x2 = 2x1
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
2
0

)
x1 +

(
0
0
1

)
x3.
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Отже, Ф.С.Р. нашої системи, а з нею i базис V (2, A) складаються з
двох векторiв, наприклад,

v1 =

(
1
2
0

)
, v2 =

(
0
0
1

)
.

Приклад 3.6. Знайдiть усi власнi числа та власнi вектори матри-
цi

A =

(
4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

)
.

Доведення. Спочатку треба знайти власнi числа. Для цього обчислю-
ємо χA(λ):

χA(λ) = det

(
4− λ −5 2

5 −7− λ 3
6 −9 4− λ

)
=

= (4− λ)2(−7− λ)− 90− 90 + 12(7 + λ) + 27(4− λ) + 25(4− λ) =

= −(16− 8λ + λ2)(7 + λ)− 40λ + 112 = −λ3 + λ2 = −λ2(λ− 1).

Отже, ми маємо два власнi числа: λ1 = 0 кратностi 2 та λ2 = 1
кратностi 1.

Знаходимо базис V (λ1, A) = V (0, A). Для цього виписуємо матри-
цю B1 = A − λ1E = A та зводимо її до необхiдного вигляду (через
{[1]↔[2]} позначено елементарне перетворення перестановки першо-
го та другого рядкiв):

(
4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

)
{[2] + (−1) ∗ [1]}{[1]↔[2]} 7→

(
1 −2 1
4 −5 2
6 −9 4

)

{[2] + (−4) ∗ [1]}{[3] + (−6) ∗ [1]} 7→
(

1 −2 1
0 3 −2
0 3 −2

)
7→

7→
(

1 −2 1
0 3 −2

)
{(1/3) ∗ [2]} 7→

7→
(

1 −2 1
0 1 −2/3

)
{[1] + 2 ∗ [2]} 7→

(
1 0 −1/3
0 1 −2/3

)
.

Вибираємо x3 вiльною змiнною i переписуємо систему:
{

x1 = 1/3x3
x2 = 2/3x3
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
2
3

)
x3/3.

17



Отже, базис власного пiдпростору V (0, A) складається з одного ве-
ктора, наприклад,

v1 =

(
1
2
3

)
.

Знаходимо базис V (λ2, A) = V (1, A). Для цього виписуємо матри-
цю B1 = A− λ1E = A− E та зводимо її до необхiдного вигляду:

(
3 −5 2
5 −8 3
6 −9 3

)
{[3] + (−1) ∗ [2]}{[1]↔[3]} 7→

(
1 −1 0
5 −8 3
3 −5 2

)

{[2] + (−5) ∗ [1]}{[3] + (−3) ∗ [1]} 7→
(

1 −1 0
0 −3 3
0 −2 2

)
7→

(
1 −1 0
0 3 −3

)

{(1/3) ∗ [2]} 7→
(

1 −2 1
0 1 −1

)
{[1] + 2 ∗ [2]} 7→

(
1 0 −1
0 1 −1

)
.

Вибираємо x3 вiльною змiнною i переписуємо систему:
{ x1 = x3

x2 = x3
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
1
1

)
x3.

Отже, базис власного пiдпростору V (1, A) також складається з одно-
го вектора, наприклад,

v2 =

(
1
1
1

)
.

Приклад 3.7. Знайдiть усi власнi числа та власнi вектори матри-
цi

A =

(
4 −5 7
1 −4 9
−4 0 5

)
.

Доведення. Спочатку треба знайти власнi числа. Для цього обчислю-
ємо χA(λ):

χA(λ) = det

(
4− λ −5 7

1 −4− λ 9
−4 0 5− λ

)
= (4− λ)(−4− λ)(5− λ)+

+ 180 + 28(−4− λ) + 5(5− λ) = −(16− λ2)(5− λ)− 33λ + 93 =

= −λ3 + 5λ2 − 17λ + 13 = −(λ− 1)(λ2 − 4λ + 13).
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Тут варто зупинитись. Ми вже отримали одне власне число λ1 = 1.
Решта власних чисел — це коренi многочлена λ2 − 4λ + 13. Але цей
квадратний тричлен має вiд’ємний дискримiнант −36. Це означає,
що наявнiсть коренiв цього многочлена iстотно залежить вiд поля K.
Якщо K = R, многочлен λ2 − 4λ + 13 не має коренiв. Якщо K = C,
многочлен λ2− 4λ + 13 має два коренi λ2 = 2 + 3i та λ3 = 2− 3i. Ми
розв’яжемо задачу в обох випадках.

Спочатку — простiший випадок K = R. Ми маємо єдине власне
число λ1 = 1. Знаходимо базис V (λ1, A) = V (1, A). Для цього випи-
суємо матрицю B1 = A− λ1E = A− E, та зводимо її до необхiдного
вигляду:

(
3 −5 7
1 −5 9
−4 0 4

)
{[1]↔[2]} 7→

(
1 −5 9
3 −5 7
−4 0 4

)
{[2] + (−3) ∗ [1]}

{[3] + 4 ∗ [1]} 7→
(

1 −5 9
0 10 −20
0 −20 40

)
7→

(
1 −5 9
0 10 −20

)

{(1/10) ∗ [2]} 7→
(

1 −5 9
0 1 −2

)
{[1] + 5 ∗ [2]} 7→

(
1 0 −1
0 1 −2

)
.

Вибираємо x3 вiльною змiнною i переписуємо систему:
{ x1 = x3

x2 = 2x3
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
2
1

)
x3.

Отже, базис власного пiдпростору V (1, A) складається з одного ве-
ктора, наприклад,

v1 =

(
1
2
1

)
.

У випадку K = R розв’зання закiнчено.
Розглянемо тепер випадок K = C. Звичайно, власне число λ1 = 1

залишається, i залишається базис V (1, A), що складається з вищена-
веденого вектора v1. Ми ж переходимо до λ2 = 2 + 3i. Виписуємо
матрицю B1 = A− λ2E = A− (2 + 3i)E та зводимо її до необхiдного
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вигляду:
(

2− 3i −5 7
1 −6− 3i 9
−4 0 3− 3i

)
{[1]↔[2]} 7→

(
1 −6− 3i 9

2− 3i −5 7
−4 0 3− 3i

)

{[2] + (−2 + 3i) ∗ [1]}{[3] + 4 ∗ [1]} 7→
(

1 −6− 3i 9
0 16− 12i −11 + 27i
0 −24− 12i 39− 3i

)

{(1/3) ∗ [3]} 7→
(

1 −6− 3i 9
0 16− 12i −11 + 27i
0 −8− 4i 13− i

)
{[2] + (1− 2i) ∗ [3]} 7→

(
1 −6− 3i 9
0 0 0
0 −8− 4i 13− i

)
7→

(
1 −6− 3i 9
0 −8− 4i 13− i

)
{[1] + (−3/4) ∗ [2]}

7→
(

1 0 −3+3i
4

0 −8− 4i 13− i

) {
(−8− 4i)−1 ∗ [2]

} 7→
(

1 0 −3+3i
4

0 1 −5+3i
4

)
.

Вибираємо x3 вiльною змiнною i переписуємо систему:
{

x1 = ((3− 3i)/4)x3
x2 = ((5− 3i)/4)x3
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
3− 3i
5− 3i

4

)
x3/4.

Отже, базис власного пiдпростору V (2 + 3i, A) складається з одного
вектора, наприклад,

v2 =

(
3− 3i
5− 3i

4

)
.

Нарештi розглянемо λ3 = 2 − 3i. Виписуємо матрицю B1 = A −
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λ3E = A− (2− 3i)E, та зводимо її до необхiдного вигляду:
(

2 + 3i −5 7
1 −6 + 3i 9
−4 0 3 + 3i

)
{[1]↔[2]} 7→

(
1 −6 + 3i 9

2 + 3i −5 7
−4 0 3 + 3i

)

{[2] + (−2− 3i) ∗ [1]}{[3] + 4 ∗ [1]} 7→
(

1 −6 + 3i 9
0 16 + 12i −11− 27i
0 −24 + 12i 39 + 3i

)

{(1/3) ∗ [3]} 7→
(

1 −6 + 3i 9
0 16 + 12i −11− 27i
0 −8 + 4i 13 + i

)
{[2] + (1 + 2i) ∗ [3]} 7→

(
1 −6 + 3i 9
0 0 0
0 −8 + 4i 13 + i

)
7→

(
1 −6 + 3i 9
0 −8 + 4i 13 + i

)
{[1] + (−3/4) ∗ [2]}

7→
(

1 0 −3−3i
4

0 −8 + 4i 13 + i

) {
(−8 + 4i)−1 ∗ [2]

} 7→
(

1 0 −3−3i
4

0 1 −5−3i
4

)
.

Вибираємо x3 вiльною змiнною i переписуємо систему:{
x1 = ((3 + 3i)/4)x3
x2 = ((5 + 3i)/4)x3
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
3 + 3i
5 + 3i

4

)
x3/4.

Отже, базис власного пiдпростору V (2− 3i, A) складається з одного
вектора, наприклад,

v3 =

(
3 + 3i
5 + 3i

4

)
.

3.5 Задачi теоретичного характеру

Теоретичних задач на цю тему дуже багато. Ми наведемо розв’я-
зання тих задач, що, на наш погляд, найбiльш суттєво пояснюють
властивостi власних чисел та векторiв i найширше застосовуються в
подальшому курсi.
Приклад 3.8. Нехай A та B позначають двi довiльнi комутую-
чi матрицi (тобто AB = BA). Припустимо, що деяке λ ∈ C є
власним числом матрицi A. Доведiть, що простiр V (λ,A) iнварi-
антний вiдносно B (тобто BV (λ,A) ⊂ V (λ,A)).
Доведення. Нехай v ∈ V (λ,A), v 6= 0. Це означає, що Av = λv. Тодi

A(Bv) = (AB)v = (BA)v = B(Av) = B(λv) = λBv.

Тобто Bv є власним вектором оператора A з власним числом λ, звiдки
Bv ∈ V (λ,A). Остаточно BV (λ,A) ⊂ V (λ,A).
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Приклад 3.9. Нехай A ∈ Matn×n(K) — невироджена матриця. До-
ведiть, що матрицi A та A−1 мають однi й тi самi власнi вектори.

Доведення. Враховуючи симетрiю (A−1)−1 = A, нам досить довести,
що довiльний власний вектор v матрицi A є також власним вектором
матрицi A−1. Нехай Av = λv. Оскiльки A — невироджена матриця,
ми маємо λ 6= 0. Отже,

A−1v = A−1λ−1(λv) = λ−1A−1(λv) =

= λ−1A−1(Av) = λ−1(A−1A)v = λ−1Ev = λ−1v.

Тобто v дiйсно є власним вектором оператора A−1 з власним числом
λ−1.
Приклад 3.10. Знайдiть всi власнi числа та власнi вектори ма-
трицi A ∈ Mat8×8(C), A = (aij)

8
i,j=1, для якої aij = 0, якщо i + j

непарне та aij = 1, якщо i + j парне.

Доведення. Шукати характеристичний многочлен у цьому випадку
не дуже вже й хочеться. По-перше, це неабияк важко — рахувати
визначник восьмого порядку. По-друге, навiть обчислиши його, ми
не маємо впевненостi, що зможемо знайти власнi числа, бо формул
для обчислення коренiв рiвняння восьмого порядку не iснує. Отже,
розв’язувати задачу треба якось iнакше. Найкраще — чи не спробу-
вати просто вгадати власнi вектори.

Подивимось спочатку на ранг матрицi. Окремо парнi i окремо не-
парнi рядки нашої матрицi однаковi, а перший та другий рядки — лi-
нiйно незалежнi. Звiдси легко отримуємо, що ранг A дорiвнює 2, тоб-
то ядро вiдповiдного лiнiйного оператора має розмiрнiсть 8 − 2 = 6.
Тобто, ми можемо одразу знайти цiлих 6 лiнiйно незалежних власних
векторiв iз власним значенням 0. Знайдемо їх. Для цього нам треба
знайти Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з матрицею

(
1 0 1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1

)
.

Виберемо за вiльнi змiннi x3, . . . , x8 та виразимо решту через них:




x1 = −x3 − x5 − x7
x2 = −x4 − x6 − x8
x3 = x3
x4 = x4
x5 = x5
x6 = x6
x7 = x7
x8 = x8

.
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Тепер перепишемо систему у векторному виглядi:




x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7
x8




=




−1
0
1
0
0
0
0
0




x3 +




0
−1
0
1
0
0
0
0




x4 +




−1
0
0
0
1
0
0
0




x5+

+




0
−1
0
0
0
1
0
0




x6 +




−1
0
0
0
0
0
1
0




x7 +




0
−1
0
0
0
0
0
1




x8.

Звiдси знаходимо такий базис V (0, A) (для економiї мiсця ми запи-
шемо знайденi базиснi вектори в рядок):

v1 = (−1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0); v2 = (0,−1, 0, 1, 0, 0, 0, 0);

v3 = (−1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0); v4 = (0,−1, 0, 0, 0, 1, 0, 0);

v5 = (−1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0); v6 = (0,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 1).

Ми вже знайшли шiсть власних векторiв (лiнiйно незалежних).
Якщо нам пощастить, i ми зможемо вгадати ще два, ми стверджува-
тимемо, що бiльше їх бути i не може. Але тi два вектори, що зали-
шились, вгадати дуже легко: це будуть вектори

v7 = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) та v8 = (1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0),

що є власними векторами A з власним числом 4. Їх лiнiйна незале-
жнiсть очевидна, а лiнiйна незалежнiсть з попереднiми випливає з
теореми 3.1. Останнє i завершує розв’язання задачi.

Приклад 3.11. Знайдiть власнi числа матрицi A = BTB, де B =
(b1, b2, . . . , bn) — матриця-рядок.

Доведення. У цiй задачi власнi вектори також треба спробувати вга-
дати. По-перше, оскiльки матрицi B та BT мають ранг ≤ 1 (B —
матриця-рядок), ми отримуємо, що ранг A не перевищує 1. Зрозумi-
ло, що у випадку, коли bi = 0 для всiх i, матриця A нульова, i ми
маємо єдине власне число 0 (кратностi n). Якщо ж хоча б одне з bi
вiдмiнне вiд нуля, матриця A є ненульовою, а тому має ранг 1. З
останнього одразу випливає, що при n > 1 число 0 є власним числом

23



матрицi (кратностi, щонайменше, n− 1). Давайте подивимось, чи є у
матрицi A iншi власнi числа.

Ми знаємо, що сума всiх власних чисел матрицi дорiвнює слiду ма-
трицi (теорема 2.1), тобто сумi всiх її дiагональних елементiв. Останнє
означає, що в нашому випадку сумма всiх власних чисел матрицi A
дорiвнює S = a2

1 +a2
2 + · · ·+a2

n. Але ми маємо принаймнi n−1 власне
число 0. Отже, якщо S 6= 0, власне число 0 має кратнiсть рiвно n−1,
i є ще одне власне число — S кратностi 1. Якщо ж S = 0, тодi 0 —
єдине власне число нашої матрицi кратностi n.

Приклад 3.12. Нехай матриця A2 має власне число λ2. Доведiть,
що матриця A має власним числом λ або −λ.

Доведення. Нехай v 6= 0 — власний вектор матрицi A з власним чи-
слом λ2. Тодi (A2 − λ2E)v = (A2 − λ2E2)v = 0. Але

(A2 − λ2E2) = (A− λE)(A + λE),

i ми можемо записати (A− λE)(A + λE)v = 0. Якщо (A + λE)v = 0,
тодi v — власний вектор A з власним числом−λ. Якщо ж (A+λE)v =
w 6= 0, тодi (A−λE)w = 0, i w — власний вектор A з власним числом
λ.

3.6 Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 3.1. Знайдiть власнi числа матриць

(
2 3
3 2

)
,

( −1 4
2 1

)
,

(
2 −1 2
5 −3 3
−1 0 2

)
,

(
1 1 1
1 1 1
−2 −2 −2

)
,

(
1 2 3
2 4 6
4 8 12

)
,

(
1 1 1
2 2 2
3 3 3

)
.

Задача 3.2. Знайдiть базис власного пiдпростору з власним числом
7 для матрицi

A =
(

4 3
3 4

)
.

Задача 3.3. Знайдiть базис власного пiдпростору з власним числом
0 для матрицi

A =

(
3 4 5
6 7 8
9 10 11

)
.
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Задача 3.4. Знайдiть базис власного пiдпростору з власним числом
3 для матрицi

A =




3 0 5 2
2 1 1 −1
0 0 5 −2
0 0 1 2


 .

Задача 3.5. Знайдiть усi власнi числа та власнi вектори матриць

(
1 i
i 1

)
,

(
1 1
−1 −1

)
,

(
7 −12 6
10 −19 10
12 −24 13

)
,

(
1 2 1
2 1 2
2 4 2

)
,




3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1


 ,




1 1 1 1
−1 −1 −1 −1
2 2 2 2
−2 −2 −2 −2


 ,




1 0 1 −1
0 −1 0 2
1 0 1 3
0 0 0 4


 .

Задача 3.6. Знадiть усi власнi числа та власнi вектори матрицi
A ∈ Mat8×8(C), A = (aij)

8
i,j=1, для якої aij = 1, якщо i + j непарне,

та aij = 0, якщо i + j парне.

Задача 3.7. Знадiть усi власнi числа та власнi вектори матрицi
оператора диференцiювання в K[x]n.

Задача 3.8. Знадiть усi власнi числа матрицi оператора f(x) 7→
f(ax + b) в K[x]n (a, b — фiксованi числа).

Задача 3.9. Доведiть, що для довiльного набору попарно комуту-
ючих операторiв iснує спiльний власний вектор.

Задача 3.10. Доведiть, що власнi числа матрицi An дорiвнюють
(з урахуванням кратностi) n-м степеням власних чисел матрицi
A.

Задача 3.11. Доведiть, що власнi числа матриць A та AT збiга-
ються (з урахуванням кратностi).
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4 Дiагоналiзовнi матрицi та дiагональна форма

4.1 Теоретичнi вiдомостi

Нехай A позначає деяку квадратну матрицю розмiру n×n над полем
K.
Означення 4.1. Говорять, що матриця A зводиться до дiагональ-
ної форми (є дiагоналiзовною), якщо iснує така невироджена ма-
триця S ∈ Matn×n(K), що матриця S−1AS є дiагональною. У цьому
випадку матрицю S називають матрицею переходу до дiагональної
форми.

Мовою лiнiйних операторiв дiагоналiзовнiсть матрицi просто озна-
чає, що вiдповiдний лiнiйний оператор матиме дiагональну матрицю
пiсля деякої замiни бази в просторi Kn. Крiм того, треба зауважити,
що матриця S, про яку згадувалося у визначеннi, взагалi кажучи, ви-
значена не однозначно. Основнi властивостi дiагоналiзовних матриць
та умови дiагоналiзовностi зiбрано в наступнiй теоремi:
Теорема 4.1. 1. Дiагональна форма квадратної дiагоналiзовної ма-

трицi визначена однозначно з точнiстю до перестановки дiа-
гональних елементiв.

2. Якщо χA(λ) розкладається на лiнiйнi множники та не має кра-
тних коренiв, тодi матриця A є дiагоналiзовною.

3. Для того, щоб матриця A була дiагоналiзовною, необхiдно i
достатньо щоб, по-перше, многочлен χA(λ) розкладався на лi-
нiйнi множники i, по-друге, для довiльного власного числа µ
кратнiсть µ як кореня многочлена χA(λ) дорiвнювала розмiр-
ностi пiдпростору V (µ,A).

Згiдно з останнiм пунктом теореми 4.1 дiагоналiзовнiсть матрицi
суттєво залежить вiд можливостi розкладу характеристичного мно-
гочлена на лiнiйнi множники. Ми вже добре знаємо, що розклад мно-
гочлена на множники суттєво залежить вiд поля K. Отже, дiагоналi-
зовнiсть матрицi так само суттєво залежить вiд поля K. Тобто одна
й та сама матриця, розглянута над рiзними полями, може бути дiа-
гоналiзовною в одному випадку та недiагоналiзовною в iншому.

Легко бачити, що властивiсть бути дiагоналiзовною не залежить
вiд перевибору базису в просторi. Отже, має сенс говорити про дiаго-
налiзовнi лiнiйнi оператори, тобто оператори, що мають дiагональну
матрицю в деякому базисi. Iншими словами, це оператори, для яких
iснує базис, що складається з власних векторiв.

4.2 Основнi типи задач

Iснує декiлька основних типiв задач про дiагоналiзовнi матрицi, а
саме:
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1. Перевiрити, чи буде дана матриця A дiагоналiзовною.
2. Знайти дiагональну форму матрицi A.
3. Звести матрицю A до дiагонального вигляду, тобто знайти її дi-

агональну форму та вiдповiдну матрицю переходу.

4.3 Алгоритми розв’язання основних типiв задач

Алгоритм 4.1. Перевiрка матрицi A на дiагоналiзовнiсть.
Для перевiрки матрицi A на дiагоналiзовнiсть необхiдно:
• Обчислити характеристичний многочлен χA(λ) матрицi A.

• Спробувати розкласти χA(λ) на лiнiйнi множники. Якщо це не-
можливо, зробити висновок, що матриця A не є дiагоналiзовною.

• Для кожного власного числа µ, кратнiсть якого бiльша 1, знай-
ти дефект матрицi A− µE. Якщо для кожного такого власного
числа отриманий дефект збiгається з кратнiстю µ в χA(λ), ма-
триця A є дiагоналiзовною. Якщо хоча б для одного µ отриманий
дефект буде менше кратностi µ в χA(λ), матриця A не є дiаго-
налiзовною.

Алгоритм 4.2. Знаходження дiагональної форми матрицi A.
Для знаходження дiагональної форми матрицi A необхiдно:
• Перевiрити матрицю A на дiагоналiзовнiсть, використовуючи ал-
горитм 4.1.

• Якщо матриця A є дiагоналiзовною, тодi виписати її дiагональну
форму наступним чином: Виписати дiагональну матрицю, що
мiстить на дiагоналi власнi числа матрицi A, причому кожне
власне число зустрiчається стiльки разiв, яка його кратнiсть.

Алгоритм 4.3. Зведення матрицi A до дiагонального вигляду.
Для зведення матрицi A до дiагонального вигляду необхiдно:
• Перевiрити матрицю A на дiагоналiзовнiсть, використовуючи ал-
горитм 4.1.

• Якщо матриця A є дiагоналiзовною, тодi знайти всi власнi ве-
ктори матрицi A, використовуючи алгоритм 3.3.

• Дiагональна форму Ad матрицi A та матриця S виписуються
узгоджено в такий спосiб: починаючи з лiвого верхнього кутка по
дiагоналi в матрицю Ad виписується перше власне число стiльки
разiв, яка його кратнiсть. Одночасно, починаючи злiва, в матри-
цю B по стовпчиках виписуються координати знайдених векто-
рiв, якi є базисом власного пiдпростору матрицi A, що вiдповiдає
першому власному числу. Потiм усе продовжується для другого
власного числа, для третього власного числа i так далi.
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4.4 Приклади

Приклад 4.1. Перевiрте на дiагоналiзовнiсть матрицю

A =
(

2 1
−4 −2

)
.

Доведення. Знаходимо характеристичний многочлен:

χA(λ) = det
(

2− λ 1
−4 −2− λ

)
= (2− λ)(−2− λ) + 4 = λ2.

Отже, χA(λ) розкладається на лiнiйнi множники i ми маємо єдине
власне число λ1 = 0 кратностi 2.

Проте матриця
A− 0E =

(
2 1
−4 −2

)
,

очевидно, має дефект не бiльший за одиницю, оскiльки є ненульовою
i має розмiр 2×2. Звiдси ми отримуємо, що дефект цiєї матрицi менше
за кратнiсть 0 як кореня χA(λ). Отже, A не є дiагоналiзовною.
Приклад 4.2. Перевiрте на дiагоналiзовнiсть матрицю

A =

(
1 2 2
2 1 2
2 2 1

)
.

Доведення. Знаходимо характеристичний многочлен:

χA(λ) = det

(
1− λ 2 2

2 1− λ 2
2 2 1− λ

)
= (1−λ)3+8+8−3·4·(1−λ) =

= 1− 3λ + 3λ2 − λ3 + 4 + 12λ = −λ3 + 3λ2 + 9λ + 5.

Легко бачити, що −1 є коренем цього многочлена, отже

χA(λ) = −λ3 + 3λ2 + 9λ + 5 = −(λ + 1)(λ2 − 4λ− 5).

Розв’язавши квадратне рiвняння, знаходимо його коренi −1 та 5.
Звiдси χA(λ) = −(λ + 1)2(λ − 5). Отже, χA(λ) розкладається на лi-
нiйнi множники i ми маємо два власнi числа: λ1 = −1 кратностi 2 та
λ2 = 5 кратностi 1.

Тепер нам необхiдно знайти дефект матрицi A− (−1)E. Маємо

A + E =

(
2 2 2
2 2 2
2 2 2

)
7→ ( 2 2 2 ) .

Отже, ранг матрицi A+E дорiвнює 1, а її дефект дорiвнює 3−1 = 2.
Ми бачимо, що вiн зьiгається з кратнiстю власного числа −1 в χA(λ).
Це означає, що матриця A є дiагоналiзовною.
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Приклад 4.3. Знадiть дiагональну форму матрицi

A =




1 2 2 1
2 1 −1 1
0 0 2 1
0 0 4 2


 .

Доведення. Знаходимо характеристичний многочлен:

χA(λ) = det




1− λ 2 2 1
2 1− λ −1 1
0 0 2− λ 1
0 0 4 2− λ


 =

= ((1− λ)2 − 4)× ((2− λ)2 − 4) =

= (λ2 − 2λ− 3)(λ2 − 4λ) = (λ + 1)(λ− 3)(λ− 4)λ.

Отже, χA(λ) розкладається на лiнiйнi множники i ми маємо чотири
рiзнi власнi числа λ1 = −1 кратностi 1, λ2 = 3 кратностi 1, λ3 = 4
кратностi 1 та λ4 = 0 кратностi 1. Згiдно з достатньою умовою дiа-
гоналiзовностi (другий пункт теореми 4.1) матриця A є дiагоналiзов-
ною.

Для того, щоб виписати дiагональну форму B матрицi A, ми про-
сто виписуємо дiгональну матрицю розмiру 4 × 4, на дiагональ якої
по черзi вписуємо власнi числа матрицi A (тут не треба враховувати
кратнiсть, тому що кратнiсть усiх власних чисел нашої матрицi 1).
Отже, ми пишемо число −1 у дiагональну клiтинку першого рядка,
число 3 у дiагональну клiтинку другого рядка, число 4 у дiагональну
клiтинку третього рядка i число 0 у дiагональну клiтинку останнього,
четвертого рядка. Маємо таку вiдповiдь:

B =



−1 0 0 0
0 3 0 0
0 0 4 0
0 0 0 0


 .

Приклад 4.4. Знайдiть дiагональну форму матрицi

A =



−1 −1 0 0
−1 −1 0 0
−1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1


 .

Доведення. Знаходимо характеристичний многочлен:

χA(λ) = det



−1− λ −1 0 0
−1 −1− λ 0 0
−1 −1 −1− λ −1
−1 −1 −1 −1− λ


 =

= ((−1− λ)2 − 1)2 = (λ2 + 2λ)2 = λ2(λ + 2)2.
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Отже, χA(λ) розкладається на лiнiйнi множники i ми маємо два вла-
снi числа: λ1 = 0 кратностi 2 та λ2 = −2 кратностi 2. Обидва власнi
числа мають кратнiсть, бiльшу за 1, а тому необхiдно пiдрахувати
дефекти вiдповiдних матриць. Для λ1 = 0 маємо:

A− 0E = A =



−1 −1 0 0
−1 −1 0 0
−1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1


 7→

( −1 −1 0 0
−1 −1 −1 −1

)
.

Ранг отриманої матрицi, очевидно, дорiвнює 2, тобто її дефект дорiв-
нює 4− 2 = 2. Це збiгається з кратнiстю λ1 в χA(λ).

Для λ2 = −2 маємо:

A + 2E =




1 −1 0 0
−1 1 0 0
−1 −1 1 −1
−1 −1 −1 1


 {[2] + 1 ∗ [1]}

{[3] + 1 ∗ [1]}{[4] + 1 ∗ [1]} 7→



1 −1 0 0
0 0 0 0
0 −2 1 −1
0 −2 −1 1


 7→

7→
(

1 −1 0 0
0 −2 1 −1
0 −2 −1 1

)
{[3] + (−1) ∗ [2]} 7→

(
1 −1 0 0
0 −2 1 −1
0 0 −2 2

)
.

Ранг отриманої матрицi, очевидно, дорiвнює 3, тобто її дефект до-
рiвнює 4 − 3 = 1. Це менше нiж кратнiсть λ2 в χA(λ). Згiдно з кри-
терiєм дiагоналiзовностi (третiй пункт теоремй 4.1) матриця A не є
дiагоналiзовною. Отже, говорити про її дiагональну форму не можна.
Постановка задачi не є корректною.

Приклад 4.5. Знайдiть дiагональну форму матрицi

A =




3 2 1 1
2 3 1 1
0 0 2 1
0 0 1 2


 .

Доведення. Знаходимо характеристичний многочлен:

χA(λ) = det




3− λ 2 1 1
2 3− λ 1 1
0 0 2− λ 1
0 0 1 2− λ


 = ((3− λ)2 − 4)·

· ((2− λ)2 − 1) = (λ2 − 6λ + 5)(λ2 − 4λ + 3) =

= (λ− 1)(λ− 5)(λ− 1)(λ− 3) = (λ− 1)2(λ− 5)(λ− 3).
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Отже, χA(λ) розкладається на лiнiйнi множники i ми маємо три вла-
снi числа: λ1 = 1 кратностi 2, λ2 = 5 кратностi 1 та λ3 = 3 кратностi
1. Перше власне число має кратнiсть 2, а тому необхiдно пiдрахувати
дефект матрицi A− λ1E:

A− E =




2 2 1 1
2 2 1 1
0 0 1 1
0 0 1 1


 7→

(
2 2 1 1
0 0 1 1

)
.

Ранг отриманої матрицi, очевидно, дорiвнює 2, тобто її дефект дорiв-
нює 4− 2 = 2. Це збiгається з кратнiстю λ1 в χA(λ). Отже, матриця
A є дiагоналiзовною.

Для того, щоб виписати дiагональну форму B матрицi A, ми про-
сто виписуємо дiгональну матрицю розмiру 4 × 4, на дiагональ якої
по черзi виписуємо власнi числа матрицi A, пам’ятаючи про те, що
власне число λ1 = 1 має кратнiсть 2, а тому його треба повторити
двiчi. Маємо таку вiдповiдь:

B =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 5 0
0 0 0 3


 .

Приклад 4.6. Зведiть до дiагонального вигляду матрицю

A =




1 2 1 −1
2 1 1 −1
0 0 3 4
0 0 4 3


 .

Доведення. Знаходимо характеристичний многочлен:

χA(λ) = det




1− λ 2 1 −1
2 1− λ 1 −1
0 0 3− λ 4
0 0 4 3− λ


 = ((1− λ)2 − 4)·

· ((3− λ)2 − 16) = (λ2 − 2λ− 3)(λ2 − 6λ− 7) =

= (λ + 1)(λ− 3)(λ + 1)(λ− 7) = (λ + 1)2(λ− 3)(λ− 7).

Отже, χA(λ) розкладається на лiнiйнi множники i ми маємо три вла-
снi числа: λ1 = −1 кратностi 2, λ2 = 3 кратностi 1 та λ3 = 7 кратностi
1. Перше власне число має кратнiсть 2, а тому необхiдно пiдрахувати
дефект матрицi A− λ1E:

A + E = A =




2 2 1 −1
2 2 1 −1
0 0 4 4
0 0 4 4


 7→

(
2 2 1 −1
0 0 4 4

)
.
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Ранг отриманої матрицi, очевидно, дорiвнює 2, тобто її дефект дорiв-
нює 4− 2 = 2. Це збiгається з кратнiстю λ1 в χA(λ). Отже, матриця
A є дiагоналiзовною.

Тепер нам треба знайти всi власнi вектори матрицi A. Починаємо
з λ1 = −1. Ми вже обчислили, що

A + E 7→
(

2 2 1 −1
0 0 4 4

)
{(1/4) ∗ [2]} 7→

(
2 2 1 −1
0 0 1 1

)

{[1] + 1 ∗ [2]} 7→
(

2 2 2 0
0 0 1 1

)
{(1/2) ∗ [1]} 7→

(
1 1 1 0
0 0 1 1

)
.

Вибираємо x2 та x3 вiльними змiнними, виражаємо решту змiнних
через вiльнi та записуємо С.Л.Р. у векторному виглядi:





x1 = −x2 − x3
x2 = x2
x3 = x3
x4 = −x3




x1
x2
x3
x4


 =



−1
1
0
0


 x2 +



−1
0
1
−1


 x3.

Отже, база V (−1, A) складається з двох векторiв (стiльки, яка кра-
тнiсть −1 як кореня χA(λ)), наприклад,

v1 =



−1
1
0
0


 v2 =



−1
0
1
−1


 .

Переходимо до λ2 = 3. Маємо:

A− 3E =



−2 2 1 −1
2 −2 1 −1
0 0 0 4
0 0 4 0


 {[2] + 1 ∗ [1]} 7→



−2 2 1 −1
0 0 2 −2
0 0 0 4
0 0 4 0




{(1/2) ∗ [2]} 7→


−2 2 1 −1
0 0 1 −1
0 0 0 4
0 0 4 0


 {[1] + (−1) ∗ [2]}{(−1/4) ∗ [3]}

{(−1/4) ∗ [4]} 7→


−2 2 0 0
0 0 1 −1
0 0 0 1
0 0 1 0


 {[2] + 1 ∗ [3]}

{[2] + (−1) ∗ [4]} 7→


−2 2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


 7→

7→
( −2 2 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

)
{(−1/2) ∗ [1]} 7→

(
1 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)
.
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Вибираємо x2 вiльною змiнною, виражаємо решту змiнних через неї
та записуємо С.Л.Р. у векторному виглядi:





x1 = x2
x2 = x2
x3 = 0
x4 = 0




x1
x2
x3
x4


 =




1
1
0
0


 x2.

Отже, база V (3, A) складається з одного вектора (стiльки, яка кра-
тнiсть 3 як кореня χA(λ)), наприклад,

v3 =




1
1
0
0


 .

I, нарештi, λ3 = 7. Маємо:

A− 7E =



−6 2 1 −1
2 −6 1 −1
0 0 −4 4
0 0 4 −4


 {[3] + 1 ∗ [4]} 7→

7→


−6 2 1 −1
2 −6 1 −1
0 0 0 0
0 0 4 −4


 {(1/4) ∗ [4]} 7→

( −6 2 1 −1
2 −6 1 −1
0 0 1 −1

)

{[1] + (−1) ∗ [4]}{[2] + (−1) ∗ [4]} 7→
( −6 2 0 0

2 −6 0 0
0 0 1 −1

)

{[1] + 3 ∗ [2]} 7→
(

0 −16 0 0
2 −6 0 0
0 0 1 −1

)
{(−1/16) ∗ [1]} 7→

7→
(

0 1 0 0
2 −6 0 0
0 0 1 −1

)
{[2] + 6 ∗ [1]} 7→

(
0 1 0 0
2 0 0 0
0 0 1 −1

)

{(1/2) ∗ [2]} 7→
(

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 −1

)
.

Вибираємо x4 вiльною змiнною, виражаємо решту змiнних через неї
та записуємо С.Л.Р. у векторному виглядi:





x1 = 0
x2 = 0
x3 = x4
x4 = x4




x1
x2
x3
x4


 =




0
0
1
1


 x4.
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Отже, база V (7, A) складається з одного вектора (стiльки, яка кра-
тнiсть 7 як кореня χA(λ)), наприклад,

v4 =




0
0
1
1


 .

Дiагональна форма B матрицi A та матриця переходу S будуються
так: в матрицю B по дiагоналi, починаючи з лiвого верхнього кутка,
виписуються власнi числа −1, −1, 3, 7. У матрицю S по стовпчиках
виписуються злiва направо координати знайдених нами векторiв v1,
v2, v3, v4. При цьому узгодженiсть полягає в тому, що вектор v1 є вла-
сним вектором з власним числом −1 (вектор v1 виписаний у першому
стовпчику матрицi S, а в першому стовпчику матрицi B стоїть його
власне число −1). Вектор v2 є власним вектором з власним числом
−1, лiнiйно незалежним з v1 (вектор v2 виписаний у другому стовпчи-
ку матрицi S, а в другому стовпчику матрицi B стоїть його власне
число −1). Вектор v3 є власним вектором з власним числом 3, вiн
виписаний у третьому стовпчику матрицi S, а в третьому стовпчику
матрицi B стоїть його власне число 3. Нарештi вектор v4 є власним
вектором з власним числом 7, вiн виписаний у четвертому стовпчику
матрицi S, а в четвертому стовпчику матрицi B стоїть його власне
число 7. Остаточно ми отримуємо таку вiдповiдь:

B =



−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 3 0
0 0 0 7


 , S =



−1 −1 1 0
1 0 1 0
0 1 0 1
0 −1 0 1


 .

Приклад 4.7. Зведiть до дiагонального вигляду матрицю

A =

(
4 −5 7
1 −4 9
−4 0 5

)
.

Доведення. Ця матриця вже траплялась нам у прикладi 3.7. Отже,
ми скористаємося результатами цього прикладу. По-перше, згадаймо,
що χA(λ) = −(λ − 1)(λ2 − 4λ + 13). Розкладнiсть цього многочлена
на лiнiйнi множники залежить вiд вибору поля K. Якщо K = R,
тодi квадратний дiльник λ2− 4λ + 13 многочлена χA(λ) не має коре-
нiв у R, а отже, многочлен χA(λ) не розкладається над R на лiнiйнi
множники. Це означає, що матриця A не є дiагоналiзовною над R.

Тепер розглянемо випадок K = C. Тодi χA(λ) = −(λ− 1)(λ− (2 +
3i))(λ − (2 − 3i)). Многочлен розклався на лiнiйнi множники, i всi
власнi числа мають кратнiсть 1. Отже, матриця A є дiагоналiзовною
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над C. Ми вже обчислювали, що власнi числа λ1 = 1, λ2 = 2 + 3i та
λ3 = 2− 3i мають власнi вектори

v1 =

(
1
2
1

)
, v2 =

(
3− 3i
5− 3i

4

)
, v3 =

(
3 + 3i
5 + 3i

4

)

вiдповiдно. Отже, дiагональна форма B матрицi A та матриця пере-
ходу S матимуть вигляд:

B =

(
1 0 0
0 2 + 3i 0
0 0 2− 3i

)
, S =

(
1 3− 3i 3 + 3i
2 5− 3i 5 + 3i
1 4 4

)
.

4.5 Задачi теоретичного характеру

Приклад 4.8. Доведiть, що добуток двох довiльних дiагоналiзов-
них матриць не обов’язково буде дiагоналiзовною матрицею.
Доведення. Нехай

A =
(

1 0
0 −1

)
, B =

(
1 −1
−1 1

)
, C =

(
1 −1
1 −1

)
.

Очевидно AB = C та матриця A є дiагоналiзовною. Пiдрахуємо ха-
рактеристичнi многочлени матриць B та C:

χB(λ) = det
(

1− λ −1
−1 1− λ

)
= (1− λ)2 − 1 = λ2 − 2λ = λ(λ− 2).

Отже, матриця B є дiагоналiзовною, бо її характеристичний много-
член розкладається на лiнiйнi множники та не має кратних коренiв.

χC(λ) = det
(

1− λ −1
1 −1− λ

)
== λ2 − 1 + 1 = λ2.

Крiм того, ранг матрицi C, очевидно, ненульовий. Отже, C не є дiа-
гоналiзовною матрицею.
Приклад 4.9. Матриця A є дiагоналiзовною. Доведiть, що матри-
ця обмеження лiнiйного оператора, що вiдповiдає A на довiльний
iнварiантний пiдпростiр, є дiагоналiзовною.
Доведення. Нехай ϕA — лiнiйний оператор, що вiдповiдає матрицi A.
Виберемо деякий базис в iнварiантоному пiдпросторi та продовжи-
мо його до базису всього простору. Тодi матриця ϕA набуде блочно-
трикутоного вигляду, причому по дiагоналi будуть стояти: матри-
ця A1 обмеження та матриця A2 iндукованого оператора у фактор-
просторi. Очевидно, що χA(λ) є добутком характеристичних много-
членiв цих двох операторiв. Припустимо, що матриця обмеження не
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є дiагоналiзовною. Це означає, що для деякого власного числа µ де-
фект матрицi A1−µE дорiвнює k i строго менше за кратнiсть l числа
µ як кореня χA1

(λ). Нехай t — повна кратнiсть µ як кореня χA(λ).
Тодi дефект матрицi A2 − µE не може перевищувати t− l, тобто де-
фект матрицi A − µE не може перевищувати k + (t − l) < t. Отже,
матриця A не може бути дiагоналiзовною.
Приклад 4.10. Нехай A та B позначають двi дiагоналiзовнi ма-
трицi. Припустимо, що AB = BA. Доведiть, що цi матрицi ма-
ють спiльний власний базис, тобто iснує невироджена матриця S
така, що S−1AS та S−1BS дiагональнi.

Доведення. Розглянемо власний пiдпростiр V (λ,A), де λ — деяке
власне число матрицi A. Оскiльки A — дiагоналiзовна, розмiрнiсть
V (λ,A) дорiвнює кратностi λ як кореня характеристичного много-
члена матрицi A. Оскiльки AB = BA, то BV (λ,A) ⊂ B(λ,A) (при-
клад 3.8). Розглянемо обмеження B на V (λ,A). Згiдно з попереднiм
прикладом це обмеження є дiагоналiзовним оператором. Отже, iснує
власний базис для обмеження в V (λ,A). Вибравши такий базис в
усiх власних пiдпросторах матрицi A, ми отримаємо спiльний вла-
сний базис для матриць A та B, оскiльки сума кратностей власних
чисел в характеристичному многочленi матрицi A дорiвнює сумi роз-
мiрностей вiдповiдних власних пiдпросторiв, тому що матриця A є
дiагоналiзовною.
Приклад 4.11. Нехай характеристичний многочлен матрицi A
розкладається на лiнiйнi множники та не має кратних коренiв.
Доведiть, що iснує вектор v ∈ Kn такий, що множина векторiв
{Akv | k ≥ 0} породжує Kn. Спростуйте це твердження у випадку,
коли A дiагоналiзовна, але має власнi числа кратностi бiльше за 1.
Доведення. Нехай λ1, . . . , λn — власнi числа матрицi A. За умовою
їх рiвно n штук i всi вони рiзнi. Виберемо для довiльного 1 ≤ i ≤ n
власний вектор vi з власним числом i. Тодi {vi | 1 ≤ i ≤ n} є базою Kn,
оскiльки це набiр власних векторiв з рiзними власними значеннями,
а отже, вiн лiнiйно незалежний. Залишилось зауважити, що їх рiвно
n штук. Розглянемо вектор v = v1 + v2 + · · ·+ vn. Для 0 ≤ i ≤ n− 1
маємо

Aiv = λi
1v1 + λi

2v2 + · · ·+ λn
nvn.

Тепер лiнiйна незалежнiсть системи {Aiv | 0 ≤ i ≤ n− 1} випливає з
властивостi визначника Вандермонда. Отже, вектори {Aiv | 0 ≤ i ≤
n−1} утворюють базу простору Kn, оскiльки вони лiнiйно незалежнi
i їх рiвно n штук. Це доводить перше твердження.

Для доведення другого виберемо базу B = {vi | 1 ≤ i ≤ n} про-
стору Kn, в якiй матриця A зводиться до дiагонального вигляду. За
умови задачi, можна вважати, що вектори v1 та v2 мають спiльне вла-
сне число µ. Нехай v ∈ Kn. Тодi v = a1v1 + a2v2 + · · · + anvn. Крiм
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того, Aiv = µia1v1 + µia2v2 + · · ·+ µi
nanvn. Виберемо довiльнi n нату-

ральних чисел i1, . . . , in i розглянемо матрицю коефiцiєнтiв розкладу
Aijv, 1 ≤ j ≤ n за базою B (виписаних, як завжди, в стовпчик). У цiй
матрицi першi два рядки будуть пропорцiйнi, а тому сама матриця
буде виродженою. Отже, жоднi n елементiв з множини {Akv |, k ≥ 0}
не утворюють базу простору Kn. Якби якийсь їх набiр був системою
твiрних цього простору, то з нього завжди можна було б вибрати базу
(мiнiмальну системи твiрних). Оскiльки базу вибрати не можна, то
весь набiр {Akv |, k ≥ 0} не є системою твiрних Kn.

4.6 Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 4.1. Перевiрте на дiагоналiзовнiсть матрицi

(
3 3
3 3

)
,

(
2 2
−1 −1

)
,

(
1 2 1
2 1 2
1 2 1

)
,

(
4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

)
,

(
1 1 1
1 2 3
2 4 6

)
,




1 1 1 1
2 2 2 2
0 0 1 1
0 0 2 2


 ,




1 4 1 −1
4 1 −2 2
0 0 −1 −2
0 0 −2 −1


 .

Задача 4.2. Знайдiть дiагональну форму матриць

(
1 1
1 1

)
,

(
1 −1
1 −1

)
,

( −1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

)
,

( −1 3 −1
−3 5 −1
−3 3 1

)
,




1 1 1 −1
1 1 5 −1
0 0 3 1
0 0 1 3


 ,




2 1 0 0
2 1 0 0
1 2 0 1
1 4 1 0


 ,




1 2 3 4
0 2 3 4
0 0 2 4
0 0 1 2


 .

Задача 4.3. Зведiть до дiагонального вигляду матрицi

(
2 2
3 3

)
,

(
4 −1
−1 4

)
,

(
1 1 1
2 2 2
3 3 3

)
,

(
4 7 −5
−4 5 0
1 9 −4

)
,




1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


 ,




1 2 3 4
0 4 3 2
0 0 2 4
0 0 −1 −2


 ,




4 4 0 0
1 1 0 0
−2 1 0 1
4 −3 1 0


 .

Задача 4.4. Вiдомо, що характеристичний многочлен матрицi A
розкладається на лiнiйнi множники та не має кратних коренiв.
Вiдомо також, що AB = BA. Доведiть, що B — дiагоналiзовна.
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Задача 4.5. Доведiть, що довiльний многочлен вiд дiагоналiзовної
матрицi є дiагоналiзовною матрицею.

Задача 4.6. Доведiть, що сума двох дiагоналiзовних матриць не
обов’язково є дiагоналiзовною матрицею.

Задача 4.7. Яку алгебраїчну структуру утворюють усi дiагоналi-
зовнi матрицi?

Задача 4.8. Яку алгебраїчну структуру утворюють усi дiагоналi-
зовнi матрицi, що комутують iз фiксованою дiагоналiзовною ма-
трицею A?

Задача 4.9. Яку алгебраїчну структуру утворюють усi дiагона-
лiзовнi матрицi, що комутують з фiксованою дiагоналiзовною ма-
трицею A, характеристичний многочлен якої не має кратних ко-
ренiв?
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5 Жорданова форма матрицi

5.1 Теоретичнi вiдомостi

Упродовж вивчення жорданової форми через K ми позначатимемо
поле C комплексних чисел, хоча всi результати справедливi над до-
вiльним алгебраїчно замкненим полем нульової характеристики.

Означення 5.1. Для k ∈ N та λ ∈ C, клiтиною Жордана Jk(λ) ми
називатимемо елемент з Matk×k(K), що має наступний вигляд:

Jk(λ) =




λ 1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0
0 λ 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0
0 0 λ 1 0 0 . . . 0 0 0 0
0 0 0 λ 1 0 . . . 0 0 0 0
0 0 0 0 λ 1 . . . 0 0 0 0
0 0 0 0 0 λ . . . 0 0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 0 0 . . . λ 1 0 0
0 0 0 0 0 0 . . . 0 λ 1 0
0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 λ 1
0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 λ




.

︸ ︷︷ ︸
k

Означення 5.2. Кореневим пiдпростором матрицi A, що вiдповi-
дає власному числу λ, називається множина всiх тих векторiв v з
Kn, для яких (A− λE)nv = 0.

Означення 5.3. Ланцюжковим базисом кореневого пiдпростору ма-
трицi A, що вiдповiдає власному числу λ, називається такий його
базис vij, 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ pi, для якого (A − λE)vij = vi j−1 та
(A− λE)vi1 = 0.

Властивостi кореневих пiдпросторiв та ланцюжкових баз описую-
ться в наступнiй теоремi:

Теорема 5.1. 1. Розмiрнiсть кореневого пiдпростору матрицi A,
що вiдповiдає власному числу λ, збiгається з кратнiстю λ.

2. У кожному кореневому пiдпросторi iснує ланцюжковий базис.

3. Кiлькiсть ланцюжкiв фiксованої довжини в довiльних двох лан-
цюжкових базисах одного й того ж самого кореневого пiдпро-
стору однакова.

4. Кiлькiсть ланцюжкiв у довiльному ланцюжковому базисi ко-
реневого пiдпростору матрицi A, що вiдповiдає власному числу
λ, дорiвнює розмiрностi пiдпростору V (λ,A).
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5. Кiлькiсть ланцюжкiв довжини не менше нiж i у довiльно-
му ланцюжковому базисi кореневого пiдпростору матрицi A,
що вiдповiдає власному числу λ, дорiвнює рiзницi дефектiв ма-
триць (A − λE)i та (A − λE)i−1 (тут X0 = E для довiльної
квадратної матрицi X).

Основний результат про Жорданову нормальну форму (Ж.Н.Ф.)
матрицi описується наступною теоремою Жордана:

Теорема 5.2. Для довiльної матрицi A ∈ Matn×n(K) iснує невиро-
джена матриця S ∈ Matn×n(K) така, що матриця AJ = S−1AS є
прямою сумою клiтин Жордана (тобто є блочно-дiагональною ма-
трицею з клiтинами Жордана по дiагоналi), причому матриця B
визначена однозначно, з точнiстю до перестановки клiтин Жорда-
на, з яких вона складається.

5.2 Основнi типи задач

У цiй темi природно видiлити три основнi типи задач:

1. Знайти Ж.Н.Ф. матрицi A.

2. Знайти ланцюжковий базис кореневого пiдпростору матрицi A,
що вiдповiдає власному числу λ.

3. Звести матрицю A до Ж.Н.Ф., тобто знайти її Ж.Н.Ф. та вiдпо-
вiдну матрицю переходу.

5.3 Алгоритми розв’язання основних типiв задач

Алгоритм 5.1. Знаходження Ж.Н.Ф. матрицi A.

Для знаходження Ж.Н.Ф. матрицi A необхiдно:

• Обчислити характеристичний многочлен матрицi A, знайти всi
її власнi числа та їх кратностi (алгоритм 3.1).

• Для кожного власного числа λ матрицi A та для кожного i ∈ N
знайти кiлькiсть si(λ) клiтин Жордана Ji(λ), що входять до
Ж.Н.Ф. матрицi A. Для цього обчислити числа r0(λ) = n, r1(λ) =
rank(A− λE), r2(λ) = (A− λE)2 i так далi до тих пiр, поки для
деякого i не буде виконано рiвностi ri(λ) = ri+1(λ). Пiсля цього
скористатись формулою si(λ) = ri−1(λ)− 2ri(λ) + ri+1(λ).

• Побудувати Ж.Н.Ф. матрицi A як блочно-дiагональну матрицю,
дiагональ якої складають клiтини Жордана Jk(λ), де λ пробiгає
всi власнi числа матрицi A, i кожна з клiтин Jk(λ) зустрiчається
рiвно sk(λ) разiв.
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Зауваження. Варто зауважити, що в результуючiй матрицi, що
є Ж.Н.Ф. матрицi A, власне число λ матрицi A мусить зустрiча-
тися на дiагоналi рiвно стiльки разiв, яка його кратнiсть.

Алгоритм 5.2. Знаходження ланцюжкового базису кореневого пiд-
простору матрицi A, що вiдповiдає власному числу λ.

Для знаходження ланцюжкового базису кореневого пiдпростору
матрицi A, що вiдповiдає власному числу λ, необхiдно:

1. Знайти кiлькiсть si(λ) ланцюжкiв довжини i, що входять до шу-
каного базису. Для цього обчислити числа r0(λ) = n, r1(λ) =
rank(A− λE), r2(λ) = (A− λE)2 i так далi до тих пiр, поки для
деякого i не буде виконано рiвностi ri(λ) = ri+1(λ). Пiсля цього
скористатись формулою si(λ) = ri−1(λ)− 2ri(λ) + ri+1(λ).

2. Зафiксувати те найменше i∗, для якого ri∗(λ) = ri∗+1(λ).

3. Знайти базис ядра матрицi (A − λE)i∗, розв’язавши однорiдну
С.Л.Р., матрицею якої є матриця (A− λE)i∗.

4. Для кожного отриманого базисного вектора v побудувати лан-
цюжок vi = (A− λE)iv.

5. Вибрати si∗(λ) ланцюжкiв найбiльшої довжини, якi складаються
з лiнiйно незалежних елементiв. Це буде частина шуканої бази.

6. Проробити аналогiчнi дiї для наступного (за спаданням) i, для
якого si(λ) 6= 0, слiдкуючи за лiнiйною незалежнiстю векторiв,
що вибираються, з вибраними ранiше.

7. Продовжувати таким чином, поки не будуть вибранi всi ланцюж-
ки.

Наступний алгоритм є загальним алгоритмом розв’язання основ-
ної задачi, яка пов’язана з теорiєю Ж.Н.Ф. Ми наводимо його в са-
мому загальному випадку. Проте технiчне втiленя цього алгоритму
для матриць великого розмiру надто складне, i реальнi приклади, що
їх доведеться розв’язувати на практичних заняттях, не перевищують
матриць розмiру 4× 4. Ми не будемо розбирати прикладiв загально-
го застосування цього алгоритму. Усi можливi випадки знаходження
Ж.Н.Ф. матриць розмiрiв 2×2, 3×3 та 4×4 будуть детально розiбранi
з прикладами в наступних роздiлах.

Алгоритм 5.3. Зведення матрицi A до Ж.Н.Ф.

Для зведення матрицi A до Ж.Н.Ф. необхiдно:

• Обчислити характеристичний многочлен матрицi A, знайти всi
її власнi числа та їх кратностi (алгоритм 3.1).
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• Для кожного власного числа λ матрицi A та для кожного i ∈
N знайти кiлькiсть si(λ) клiтин Жордана Ji(λ), що входять до
Ж.Н.Ф. матрицi A так само, як це зроблено в алгоритмi 5.1.

• Для кожного власного числа λ знайти базу вiдповiдного корене-
вого пiдпростору, як це описано в алгоритмi 5.2.

• Узгоджено побудувати результуючу Ж.Н.Ф. B матрицi A та ма-
трицю переходу S. Для цього спочатку зiставити кожнiй клiтинi
Жордана, що має входити до матрицi B (з урахуванням кратно-
стi), ланцюжок вiдповiдної довжини з вiдповiдного кореневого
пiдпростору, пiсля чого виписати першу клiтину Жордана на дi-
агональ матрицi B. Потiм, злiва направо в матрицi S по стовпчи-
ках виписати координати вiдповiдних базисних векторiв у такiй
послiдовностi: спочатку — власний вектор, потiм — наступний за
ним вектор ланцюжка i так далi. Те саме проробити для другої
клiтини Жордана, третьої i так далi.

Зауваження. Зауважимо, що при практичних пiдрахунках для ма-
триць невеликого розмiру числа si(λ) можна знаходити безпосере-
дньо за допомогою останнього пункту теореми 5.1.

5.4 Приклади

Приклад 5.1. Знайдiть Ж.Н.Ф. матрицi

A =




1 2 1 2 0 2
0 2 1 2 0 2
0 0 1 2 0 2
0 0 0 2 0 2
0 0 0 0 1 2
0 0 0 0 0 2


 .

Доведення. Спочатку ми знаходимо характеристичний многочлен. У
нас матриця дiагональна, а тому χA(λ) = (1 − λ)3(2 − λ)3, отже, ми
маємо два власнi числа: λ1 = 1 кратностi 3 та λ2 = 2 кратностi 3. Для
кожного з них треба знайти ромiри та кiлькiсть вiдповiдних клiтин
Жордана.

Починаємо з λ1 = 1. Маємо:

A− E =




0 2 1 2 0 2
0 1 1 2 0 2
0 0 0 2 0 2
0 0 0 1 0 2
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 0 1


 .
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Вiднявши вiд першого рядка другий, ми отримуємо матрицю



0 1 0 0 0 0
0 1 1 2 0 2
0 0 0 2 0 2
0 0 0 1 0 2
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 0 1


 ,

ранг якої очевидно дорiвнює 4. Отже, дефект матрицi A−E дорiвнює
2. Тут нам бiльше не треба нiчого рахувати. Згiдно з теоремою 5.1
кiлькiсть клiтин Жордана з власним числом 1 дорiвнює 2. Крiм того,
їх сумарна розмiрнiсть дорiвнює кратностi λ1, тобто 3. Єдиний спосiб
розкласти 3 у суму двох натуральних чисел, це 1+2. Отже, ми маємо
одну клiтину J1(1) та одну клiтину J2(1).

Переходимо до λ2 = 2. Маємо:

A− E =




−1 2 1 2 0 2
0 0 1 2 0 2
0 0 −1 2 0 2
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 −1 2
0 0 0 0 0 0


 .

Додавши до третього рядка другий, ми отримуємо матрицю



−1 2 1 2 0 2
0 0 1 2 0 2
0 0 0 4 0 4
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 −1 2
0 0 0 0 0 0


 ,

ранг якої очевидно дорiвнює 5. Отже, дефект матрицi A−E дорiвнює
1, тобто iснує єдина клiтина Жордана з власним числом 2. Зрозумiло,
що це J3(2), оскiльки її розмiрнiсть має збiгатися з кратнiстю λ2 в
χA(λ).

Отже, Ж.Н.Ф. матрйцi A дорiвнює B = J1(1)⊕ J2(1)⊕ J3(2), або
у виглядi матрицi:

B =




1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 2 1 0
0 0 0 0 2 1
0 0 0 0 0 2


 .
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Приклад 5.2. Обчислiть ланцюжковий базис кореневого пiдпро-
стору матрицi

A =




1 0 1 1 0 1
0 1 1 1 0 1
0 0 3 1 0 1
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1


 ,

що вiдповiдає власному числу 1.
Доведення. Спочатку зауважимо, що кратнiсть власного числа 1 до-
рiвнює 5, оскiльки матриця A є трикутною, а число 1 зустрiчається на
її дiагоналi 5 разiв. Отже, наша база мусить складатися з 5 векторiв.

Виписуємо матрицю A− E:

A− E =




0 0 1 1 0 1
0 0 1 1 0 1
0 0 2 1 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0


 .

Її ранг дорiвнює трьом, отже ми матимемо три ланцюжки в нашiй
базi. Цього ще не вистачає для обчислення довжин усiх ланцюжкiв.
Пiдносимо A− E до квадрата:

(A− E)2 =




0 0 2 1 0 2
0 0 2 1 0 2
0 0 4 2 0 3
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


 .

Ранг цiєї матрицi дорiвнює 2, тобто її дефект дорiвнює 4. Отже, iснує
4− 3 = 1 клiтина Жордана Jk(1) з k > 1. Звiдси ми отримуємо, що,
насправдi, у нас має вийти три ланцюжки: один довжини 3 та два –
довжини 1. Щоб знайти їх, пiднесемо A− E до кубу:

(A− E)3 =




0 0 8 4 0 6
0 0 8 4 0 6
0 0 16 8 0 12
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


 .

Розв’яжемо вiдповiдну однорiдну С.Л.Р., вибравши, як завжди, x4
залежною змiнною: 




x1 = x1
x2 = x2
x3 = x3
x4 = −2x3 − (3/2)x6
x5 = x5
x6 = x6

,
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


x1
x2
x3
x4
x5
x6


 =




1
0
0
0
0
0


 x1+




0
1
0
0
0
0


 x2+




0
0
1
−2
0
0


 x3+




0
0
0
0
1
0


 x5+




0
0
0
−3
0
2




x6

2
.

Нам потрiбно побудувати ланцюжок довжини 3. Можна перебрати
всi базиснi вектори. Але ми спробуємо почати з

v1 =




0
0
0
−3
0
2


 .

Маємо:

(A− E)v =




−1
−1
−1
2
2
0


 = v2, (A− E)v2 =




1
1
0
0
0
0


 = v3 6= 0.

Останнiй вектор не є нульовим, а отже ланцюжок довжини 3 побудо-
вано. Залишилось добрати до нього два ланцюжки довжини 1 (власнi
вектори), що мають бути лiнiйно незалежнi з v3. Такими можна взя-
ти, наприклад,

v4 =




1
0
0
0
0
0


 , v5 =




0
0
0
0
1
0


 .

Отже, шукана база: v1, v2, v3, v4, v5, причому v1 → v2 → v3 → 0,
v4 → 0, v5 → 0.

5.5 Задачi теоретичного характеру

Приклад 5.3. Знайдiть Ж.Н.Ф. матрицi A = (Jk(λ))2.
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Доведення. Обчислимо матрицю A:

(Jk(λ))2 =




λ 1 0 0 0 . . . 0 0
0 λ 1 0 0 . . . 0 0
0 0 λ 1 0 . . . 0 0
0 0 0 λ 1 . . . 0 0
0 0 0 0 λ . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 0 . . . λ 1
0 0 0 0 0 . . . 0 λ




2

=

=




λ2 2λ 1 0 0 . . . 0 0
0 λ2 2λ 1 0 . . . 0 0
0 0 λ2 2λ 1 . . . 0 0
0 0 0 λ2 2λ . . . 0 0
0 0 0 0 λ2 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 0 . . . λ2 2λ
0 0 0 0 0 . . . 0 λ2




.

Очевидно, що єдиним власним числом матрицi A буде λ2 кратностi
k. Обчиcлимо матрицю A− λ2E:

A− λ2E =




0 2λ 1 0 0 . . . 0 0
0 0 2λ 1 0 . . . 0 0
0 0 0 2λ 1 . . . 0 0
0 0 0 0 2λ . . . 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 0 . . . 0 2λ
0 0 0 0 0 . . . 0 0




.

Тепер вже абсолютно очевидно, що при λ 6= 0 ранг отриманої матрицi
A − λ2E дорiвнює k − 1. Це означає, що її дефект дорiвнює 1, i ми
маємо одну клiтину Жордана. Тобто Ж.Н.Ф. матрицi A є Jk(λ

2).
Розглянемо випадок λ = 0. Тодi

A− 0E =




0 0 1 0 0 . . . 0 0
0 0 0 1 0 . . . 0 0
0 0 0 0 1 . . . 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0




,

але ранг цiєї матрицi дорiвнює k−2. Це означає, що Ж.Н.Ф. матрицi
A мiстить двi клiтини Жордана, оскiльки k− (k− 2) = 2. Отже, нам
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треба знайти розмiри цих клiтин. Легко бачити, що Aei = ei−2 для
всiх 2 ≤ i ≤ k та Ae2 = 0. Тобто, вектори ei для 2 ≤ i ≤ k утворюють
ланцюжок довжини n − 1. Це означає, що принаймнi одна з клiтин
Жордана в Ж.Н.Ф. матрицi A мусить мати розмiр не менше за k−1.
Число k можна розкласти в суму двох натуральних чисел, одне з
яких не менше k − 1 єдиним чином: k = 1 + (k − 1). Отже, Ж.Н.Ф.
матрицi A є J1(0)⊕ Jk−1(0).

Приклад 5.4. Доведiть, що для довiльної невиродженої матрицi
A iснує така матриця X, що X2 = A.

Доведення. Нехай Ж.Н.Ф. матрицi A дорiвнює B, та S — така неви-
роджена матриця, що B = S−1AS. Покладемо Y = S−1XS. Помно-
живши рiвняння X2 = A злiва на S−1 та справа на S, ми отримаємо
Y 2 = B. Оскiльки S — обертовна, то рiвняння X2 = A та Y 2 = B
мають розв’язки одночасно. Тому досить довести, що має розв’язок
рiвняння Y 2 = B.

З iншого боку, ми знаємо, що у випадку, коли матриця T є прямою
сумою матриць T1 та T2, довiльний многочлен вiд T є прямою сумою
таких само многочленiв вiд T1 та T2. Згiдно з теоремою 5.2 матриця
B є прямою сумою клiтин Жордана Jk(λ) для деяких k та λ 6= 0 (бо
матриця B є невиродженою за умовою). Отже, нам досить довести,
що рiвняння Y 2 = B має розв’язок у припущеннi, що B = Jk(λ),
λ 6= 0.

Нехай µ ∈ C вибрано таким чином, що µ2 = λ. Таке µ, очевидно,
iснує. Згiдно з прикладом 5.3 Ж.Н.Ф. матрицi P = (Jk(µ))2 дорiвнює
Jk(λ) = B. Це означає, що iснує невироджена матриця T , така, що
T−1PT = B, а отже,

T−1(Jk(µ))2T = (T−1Jk(µ)T )2 = B.

Звiдси випливає, що рiвняння Y 2 = B, а з ним i рiвняння X2 = A
мають розв’язки.

5.6 Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 5.1. Знайдiть Ж.Н.Ф. матриць

(
2 2 1
1 3 1
1 2 2

)
,




1 2 1 1
1 2 1 1
0 0 1 2
0 0 1 2


 ,




1 1 1 1 0 2
0 −1 1 2 −1 2
0 0 1 2 1 2
0 0 0 −1 0 2
0 0 0 0 1 2
0 0 0 0 0 −1


 ,
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


2 0 0 2 0 2
0 2 0 2 0 2
0 0 2 2 0 2
0 0 0 2 0 2
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2


 ,




1 0 1 3 1 2
0 1 2 1 0 3
0 0 1 2 5 1
0 0 0 1 0 2
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1


 .

Задача 5.2. Обчислiть ланцюжковий базис кореневого пiдпростору
матриць

(
2 1 1
1 2 1
1 1 2

)
,




3 1 1 1
−4 −1 1 1
0 0 4 1
0 0 −9 −2


 ,




1 1 0 1 1 0
0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 1 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1


 ,




1 2 2 2 2 2
0 1 2 2 2 2
0 0 1 0 0 0
0 0 0 2 2 2
0 0 0 0 1 2
0 0 0 0 0 2


 ,




2 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1


 ,

що вiдповiдає власному числу 1.

Задача 5.3. Знайдiть Ж.Н.Ф. матрицi (Jk(λ))n, n ∈ N.
Задача 5.4. Доведiть, що для довiльної невиродженої матрицi A
та для довiльного k ∈ N iснує така матриця X, що Xk = A.

Задача 5.5. Доведiть, що для довiльної матрицi A ∈ Matn×n(C)
рангу 1 iснує t ∈ C таке, що A2 = tA.
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6 Жорданова форма матриць 2× 2

6.1 Класифiкацiя жорданових матриць розмiру 2× 2

Для комплексних матриць розмiру 2×2 легко перелiчити усi можли-
вi варiанти жорданових нормальних форм. Справдi, кiлькiсть клiтин
Жордана, з яких має складатись подiбна матриця, не може бути бiль-
ша за 2. Якщо клiтин Жордана 2, тодi обидвi клiтини мають розмiр
1× 1 i жорданова форма є дiагональною. Крiм того, в наших клiти-
нах Жордана власнi числа можуть збiгатись, а можуть i не збiгатись.
Якщо ж клiтина Жордана єдина, то жорданова форма має вигляд
J2(λ). Це можна перетворити в наступну теорему:

Теорема 6.1. Нехай A ∈ Mat2×2(C). Тодi Ж.Н.Ф. матрицi A має
один iз наступних виглядiв:

1. J2(λ) для деякого λ ∈ C;
2. J1(λ)⊕ J1(µ) для деяких λ 6= µ ∈ C;
3. J1(λ)⊕ J1(λ) для деякого λ ∈ C.
Ми називатимемо вiдповiднi Ж.Н.Ф. формами першого, другого

та третього типiв. Найпростiшим є дослiдження Ж.Н.Ф. останнього,
третього типу. А саме, справедлива така теорема:

Теорема 6.2. Нехай Ж.Н.Ф. матрицi A є B = J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ · · ·⊕
J1(λ). Тодi A = B.

Теорема 6.2 показує, що Ж.Н.Ф. матрицi є скалярною матрицею
(тобто матрицею вигляду λE) тодi й лише тодi, кола сама матриця
є скалярною. Цей випадок тривiальний. Отже, надалi ми розгляне-
мо алгоритми знаходження Ж.Н.Ф. iнших матриць. Для початку ми
наведемо теорему, що дає класифiкацiйнi ознаки типу Ж.Н.Ф. фiксо-
ваної матрицi.

Теорема 6.3. 1. Матриця A ∈ Mat2×2(C) має Ж.Н.Ф. першого
типу тодi й тiльки тодi, коли χA(λ) має єдиний корiнь µ i
матриця A не є скалярною.

2. Матриця A ∈ Mat2×2(C) має Ж.Н.Ф. другого типу тодi й
тiльки тодi, коли χA(λ) має два рiзнi коренi.

3. Матриця A ∈ Mat2×2(C) має Ж.Н.Ф. третього типу тодi й
тiльки тодi, коли вона скалярна.
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6.2 Алгоритми зведення до Ж.Н.Ф. матрицi 2× 2

Теорема 6.3 дає ефективний алгоритм для iдентифiкацiї типу жорда-
нової форми матрицi A. Далi ми пропонуємо Вашiй увазi алгоритми
знаходження вiдповiдних матриць переходу.

Алгоритм 6.1. Знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. ма-
трицi A першого типу.

Для знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. матрицi A пер-
шого типу, власним числом якої є λ, необхiдно:

• Обчислити власний вектор v1, як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з ма-
трицею A− λE.

• Обчислити другий базисний вектор v2, як деякий розв’язок не-
однорiдної С.Л.Р., матрицею якої є A− λE, а стовпчик вiльних
членiв збiгається з v1.

• Жордановою формою A буде J2(λ). Для запису матрицi S, ви-
пишiть у стовпчик спочатку координати вектора v1, а потiм —
координати вектора v2.

Алгоритм 6.2. Знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. ма-
трицi A другого типу.

Для знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. матрицi A дру-
гого типу, власними числами якої є λ та µ, необхiдно:

• Обчислити власний вектор v1 з власним числом λ, як Ф.С.Р.
однорiдної С.Л.Р. з матрицею A− λE.

• Обчислити власний вектор v2 з власним числом µ, як Ф.С.Р.
однорiдної С.Л.Р. з матрицею A− µE.

• Жордановою формою A буде J1(λ)⊕J1(µ). Для запису матрицi S
випишiть у стовпчик спочатку координати вектора v1, а потiм —
координати вектора v2.

6.3 Приклади

Приклад 6.1. Звести до Ж.Н.Ф. матрицю

A =
(

4 4
−1 0

)
.

Доведення. Спочатку визначимо тип Ж.Н.Ф. Оскiльки матриця A
не є скалярною, це не буде третiй тип. Знайдемо характеристичний
многочлен:

χA(λ) = det
(

4− λ 4
−1 −λ

)
= −(4−λ) ·λ+4 = λ2− 4λ+4 = (λ− 2)2.
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Маємо одне власне число 2 кратностi 2. Оскiльки A не скалярна,
вона має Ж.Н.Ф. першого типу. Спочатку знайдемо власний вектор:

(
2 4
−1 −2

)
7→ ( 1 2 ) .

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x2
вiльною змiнною:

{
x1 = −2x2
x2 = x2

,
(

x1
x2

)
=

( −2
1

)
x2.

Отже,
v1 =

( −2
1

)
.

Для знаходження вектора v2 потрiбно розв’зати таку неоднорiдну
С.Л.Р.: (

2 4
−1 −2

∣∣∣ −2
1

)
7→ ( 1 2 | −1 ) .

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x2
вiльною змiнною:

{
x1 = −2x2 − 1
x2 = x2

,
(

x1
x2

)
=

( −1
0

)
+

( −2
1

)
x2.

Отже, вектор v2 можна вибрати, наприклад, таким чином:

v2 =
( −1

0

)
.

Остаточно знаходимо Ж.Н.Ф. B матрицi A та матрицю переходу S:

B =
(

2 1
0 2

)
, S =

( −2 1
1 0

)
.

Приклад 6.2. Звести до Ж.Н.Ф. матрицю

A =
(

1 3
2 2

)
.

Доведення. Спочатку визначимо тип Ж.Н.Ф. Оскiльки матриця A
не є скалярною, це не буде третiй тип. Знайдемо характеристичний
многочлен:

χA(λ) = det
(

1− λ 3
2 2− λ

)
=

= (1− λ)(2− λ)− 6 = λ2 − 3λ− 4 = (λ + 1)(λ− 4).
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Маємо два власнi числа: −1 та 4. Отже, A має Ж.Н.Ф. другого
типу. Спочатку знайдемо власний вектор з власним числом −1:

(
2 3
2 3

)
7→ ( 2 3 ) .

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x2
вiльною змiнною:

{
x1 = (−3/2)x2
x2 = x2

,
(

x1
x2

)
=

( −3
2

)
x2/2.

Отже,
v1 =

( −3
2

)
.

Тепер знайдемо власний вектор з власним числом 4:
( −3 3

2 −2

)
7→ ( 1 −1 ) .

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x2
вiльною змiнною:

{
x1 = x2
x2 = x2

,
(

x1
x2

)
=

(
1
1

)
x2.

Отже,
v2 =

(
1
1

)
.

Остаточно знаходимо Ж.Н.Ф. B матрицi A та матрицю переходу S:

B =
( −1 0

0 4

)
, S =

( −3 1
2 1

)
.

6.4 Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 6.1. Зведiть до Ж.Н.Ф. матрицi
(

5 2
−2 1

)
,

(
6 3
−12 −6

)
,

(
8 2
−8 0

)
,

(
2 6
1 3

)
,

(
1 2
2 4

)
,

(
0 1
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
3 2
−1 0

)
,

(
6 4
2 4

)
,

( −1 −1
1 −3

)
.
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7 Жорданова форма матриць 3× 3

7.1 Класифiкацiя жорданових матриць розмiру 3× 3

Класифiкацiя жорданових форм для комплексних матриць розмiру
3×3 суттєво складнiша за попереднiй випадок матриць розмiру 2×2.
Проте її цiлком можна осягнути. Справдi, кiлькiсть клiтин Жорда-
на, з яких має складатись подiбна матриця, не може перевищувати 3.
Якщо клiтинЖордана 3, тодi всi вони мають розмiр 1×1 i жорданова
форма є дiагональною. Власнi числа в наших клiтинах можуть бути
якими завгодно, що дає рiвно три рiзнi випадки. Якщо клiтин Жор-
дана 2, тодi одна з них має розмiр 1×1, а iнша — 2×2. Зауваживши,
що власнi числа можуть бути однаковими i рiзними, матимемо ще
два випадки. Якщо ж клiтина Жордана єдина, то жорданова форма
має вигляд J3(λ). Попереднi мiркування можна зiбрати в наступну
теорему:
Теорема 7.1. Нехай A ∈ Mat3×3(C). Тодi Ж.Н.Ф. матрицi A має
один з наступних виглядiв:
1. J3(λ) для деякого λ ∈ C;
2. J2(λ)⊕ J1(λ) для деякого λ ∈ C;
3. J2(λ)⊕ J1(µ) для деяких λ 6= µ ∈ C;
4. J1(λ)⊕ J1(µ)⊕ J1(ν) для деяких λ 6= µ 6= ν ∈ C;
5. J1(λ)⊕ J1(µ)⊕ J1(µ) для деяких λ 6= µ ∈ C;
6. J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(λ) для деякого λ ∈ C.
Ми називатимемо вiдповiднi форми Ж.Н.Ф. формами першого,

другого. . . шостого типiв. Найпростiшим є дослiдженняЖ.Н.Ф. остан-
нього, шостого типу. З теореми 6.2 випливає, що Ж.Н.Ф. шостого ти-
пу мають скалярнi матрицi й лише вони. Надалi ми зосередимо свою
увагу на знаходженнi Ж.Н.Ф. iнших матриць. Для початку наведе-
мо теорему, що дає класифiкацiйнi ознаки типу Ж.Н.Ф. фiксованої
матрицi.
Теорема 7.2. 1. Матриця A ∈ Mat3×3(C) має Ж.Н.Ф. першого

типу тодi й тiльки тодi, коли χA(λ) має єдиний корiнь µ i
матриця A− µE має дефект 1.

2. Матриця A ∈ Mat3×3(C) має Ж.Н.Ф. другого типу тодi й
тiльки тодi, коли χA(λ) має єдиний корiнь µ i матриця A−µE
має дефект 2.

3. Матриця A ∈ Mat3×3(C) має Ж.Н.Ф. третього типу тодi й
тiльки тодi, коли χA(λ) має два рiзнi коренi ν 6= µ, з яких µ
має кратнiсть 2, причому матриця A− µE має дефект 1.
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4. Матриця A ∈ Mat3×3(C) має Ж.Н.Ф. четвертого типу тодi й
тiльки тодi, коли χA(λ) має три рiзнi коренi.

5. Матриця A ∈ Mat3×3(C) має Ж.Н.Ф. п’ятого типу тодi й
тiльки тодi, коли χA(λ) має два рiзнi коренi ν 6= µ, з яких
µ має кратнiсть 2, причому матриця A− µE має дефект 2.

6. Матриця A ∈ Mat3×3(C) має Ж.Н.Ф. шостого типу тодi й
тiльки тодi, коли вона скалярна.

7.2 Алгоритми зведення до Ж.Н.Ф. матрицi 3× 3

Теорема 6.3 дає ефективний алгоритм для iдентифiкацiї типуЖорда-
нової форми матрицi A. Далi ми пропонуємо Вашiй увазi алгоритми
знаходження вiдповiдних матриць переходу.
Алгоритм 7.1. Знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. ма-
трицi A першого типу.

Для знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. матрицi A пер-
шого типу, власним числом якої є λ, необхiдно:
• Обчислити власний вектор v1 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з ма-
трицею A− λE.

• Обчислити другий базисний вектор v2 як деякий розв’язок нео-
днорiдної С.Л.Р., матрицею якої є A − λE, а стовпчик вiльних
членiв збiгається з v1.

• Обчислити третiй базисний вектор v3 як деякий розв’язок нео-
днорiдної С.Л.Р., матрицею якої є A − λE, а стовпчик вiльних
членiв збiгається з v2.

• Жордановою формою A буде J3(λ). Для запису матрицi S випи-
шiть у стовпчик спочатку координати вектора v1, потiм — коор-
динати вектора v2, i нарештi, координати вектора v3.

Алгоритм 7.2. Знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. ма-
трицi A другого типу.

Для знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. матрицi A дру-
гого типу, власним числом якої є λ, необхiдно:
• Обчислити власнi вектори v̂1 та v̂2 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з
матрицею A− λE.

• За вектор v3 вибрати довiльний ненульовий вектор з C3, який
не є власним вектором матрицi A, тобто не є лiнiйною комбiна-
цiєю векторiв v̂1 та v̂2. Наприклад, матриця A− λE обов’язково
ненульова. Нехай її i-й стовпчик не дорiвнює нулю. Тодi за v3
можна взяти вектор, i-та координата якого дорiвнює 1, а iншi
координати нульовi.
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• Покласти v2 = (A− λE)v3.

• Вибрати v1 з векторiв v̂1 та v̂2 так, щоб вiн був лiнiйно незале-
жним з v2.

• Жордановою формою A буде J1(λ) ⊕ J2(λ) (порядок клiтин ва-
жливий, саме з ним буде узгоджено матрицю переходу). Для
запису матрицi S випишiть у стовпчик спочатку координати ве-
ктора v1, потiм — координати вектора v2, i нарештi, координати
вектора v3.

Алгоритм 7.3. Знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. ма-
трицi A третього типу.

Для знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. матрицi A тре-
тього типу, власними числами якої є λ кратностi 2 та µ, необхiдно:
• Обчислити власний вектор v1 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з ма-
трицею A− µE.

• Обчислити власний вектор v2 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з ма-
трицею A− λE.

• Обчислити третiй базисний вектор v3 як деякий розв’язок нео-
днорiдної С.Л.Р., матрицею якої є A − λE, а стовпчик вiльних
членiв збiгається з v2.

• Жордановою формою A буде J1(µ) ⊕ J2(λ) (порядок клiтин ва-
жливий, саме з ним буде узгоджено матрицю переходу). Для
запису матрицi S випишiть у стовпчик спочатку координати ве-
ктора v1, потiм — координати вектора v2, i нарештi, координати
вектора v3.

Алгоритм 7.4. Знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. ма-
трицi A четвертого типу.

Для знаходження матрицi переходу дляЖ.Н.Ф. матрицi A четвер-
того типу, власними числами якої є λ, µ та ν, необхiдно:
• Обчислити власний вектор v1 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з ма-
трицею A− λE.

• Обчислити власний вектор v2 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з ма-
трицею A− µE.

• Обчислити власний вектор v3 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з ма-
трицею A− νE.

• Жордановою формою A буде J1(λ)⊕ J1(µ)⊕ J1(ν) (порядок клi-
тин важливий, саме з ним буде узгоджено матрицю переходу).
Для запису матрицi S випишiть у стовпчик спочатку координати
вектора v1, потiм — координати вектора v2, i нарештi, координа-
ти вектора v3.
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Алгоритм 7.5. Знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. ма-
трицi A п’ятого типу.

Для знаходження матрицi переходу дляЖ.Н.Ф. матрицi A п’ятого
типу, власними числами якої є λ кратностi 2 та µ, необхiдно:

• Обчислити власний вектор v1 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з ма-
трицею A− µE.

• Обчислити власнi вектори v2 та v3 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з
матрицею A− λE.

• Жордановою формою A буде J1(µ)⊕J1(λ)⊕J1(λ) (порядок клi-
тин важливий, саме з ним буде узгоджено матрицю переходу).
Для запису матрицi S випишiть у стовпчик спочатку координати
вектора v1, потiм — координати вектора v2, i нарештi, координа-
ти вектора v3.

7.3 Приклади

Приклад 7.1. Зведiть до Ж.Н.Ф. матрицю

A =

(
3 1 1
−4 −1 2
0 0 1

)
.

Доведення. Спочатку визначимо тип Ж.Н.Ф. Це вже не так просто,
як у випадку матриць 2×2. Отже, спершу обчислюємо характеристи-
чний многочлен (зауваживши, що наша матриця блочно-трикутна):

χA(λ) = det

(
3− λ 1 1
−4 −1− λ 2
0 0 1− λ

)
=

= ((3− λ)(−1− λ) + 4)(1− λ) = (λ2 − 2λ + 1)(1− λ) = −(λ− 1)3.

Маємо одне власне число 1 кратностi 3. Цього ще недостатньо для
визначення типу. Отже, обчислимо дефект матрицi A− E:

A− E =

(
2 1 1
−4 −2 2
0 0 0

)
.

Цiлком очевидно, що ця матриця має ранг 2, тобто її дефект дорiвнює
1. Отже, матриця A має Ж.Н.Ф. першого типу.
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Спробуємо знайти матрицю переходу, використовуючи наведений
вище алгоритм 7.1. Спочатку знайдемо власний вектор:

A− E =

(
2 1 1
−4 −2 2
0 0 0

)
7→

(
2 1 1
−4 −2 2

)

{[2] + 2 ∗ [1]} 7→
(

2 1 1
0 0 4

)
{(1/4) ∗ [2]} 7→

(
2 1 1
0 0 1

)

{[1] + (−1) ∗ [2]} 7→
(

2 1 0
0 0 1

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
вiльною змiнною:

{ x1 = x1
x2 = −2x1
x3 = 0

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
−2
0

)
x1.

Отже,

v1 =

(
1
−2
0

)
.

Для знаходження вектора v2 потрiбно розв’язати таку неоднорiдну
С.Л.Р.:

(
2 1 1
−4 −2 2
0 0 0

∣∣∣∣∣
1
−2
0

)
7→

(
2 1 1
−4 −2 2

∣∣∣ 1
−2

)

{[2] + 2 ∗ [1]} 7→
(

2 1 1
0 0 4

∣∣∣ 1
0

)
{(1/4) ∗ [2]} 7→

7→
(

2 1 1
0 0 1

∣∣∣ 1
0

)
{[1] + (−1) ∗ [2]} 7→

(
2 1 0
0 0 1

∣∣∣ 1
0

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
вiльною змiнною:

{ x1 = x1
x2 = 1− 2x1
x3 = 0

,

( x1
x2
x3

)
=

(
0
1
0

)
+

(
1
−2
0

)
x1.

Отже, вектор v2 можна вибрати, наприклад, таким чином:

v2 =

(
0
1
0

)
.
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Нарештi, для знаходження вектора v3 потрiбно розв’язати таку
неоднорiдну С.Л.Р.:

(
2 1 1
−4 −2 2
0 0 0

∣∣∣∣∣
0
1
0

)
7→

(
2 1 1
−4 −2 2

∣∣∣ 0
1

)

{[2] + 2 ∗ [1]} 7→
(

2 1 1
0 0 4

∣∣∣ 0
1

)
{(1/4) ∗ [2]} 7→

7→
(

2 1 1
0 0 1

∣∣∣ 0
1/4

)
{[1] + (−1) ∗ [2]} 7→

7→
(

2 1 0
0 0 1

∣∣∣ −1/4
1/4

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
вiльною змiнною:{

x1 = x1
x2 = −1/4− 2x1
x3 = 1/4

,

( x1
x2
x3

)
=

(
0

−1/4
1/4

)
+

(
1
−2
0

)
x1.

Отже, вектор v3 можна вибрати, наприклад, таким чином:

v3 =

(
0

−1/4
1/4

)
.

Остаточно знаходимо Ж.Н.Ф. B матрицi A та матрицю переходу
S:

B =

(
1 1 0
0 1 1
0 0 1

)
, S =

(
1 0 0
−2 1 −1/4
0 0 1/4

)
.

Приклад 7.2. Зведiть до Ж.Н.Ф. матрицю

A =

(
4 −1 0
1 2 0
1 −1 3

)
.

Доведення. Спочатку визначимо тип Ж.Н.Ф. Для цього обчислю-
ємо характеристичний многочлен (зауваживши, що наша матриця
блочно-трикутна):

χA(λ) = det

(
4− λ −1 0

1 2− λ 0
1 −1 3− λ

)
=

= ((4− λ)(2− λ) + 1)(3− λ) = (λ2 − 6λ + 9)(3− λ) = −(λ− 3)3.
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Маємо власне число 3 кратностi 3. Для визначення типу треба
обчислити дефект матрицi A− 3E:

A− 3E =

(
1 −1 0
1 −1 0
1 −1 0

)
.

Цiлком очевидно, що ця матриця має ранг 1, тобто її дефект дорiвнює
2. Отже, матриця A має Ж.Н.Ф. другого типу.

Спробуємо знайти матрицю переходу, використовуючи описаний
вище алгоритм 7.2. Спочатку знайдемо власнi вектори:

A− 3E =

(
1 −1 0
1 −1 0
1 −1 0

)
7→ ( 1 −1 0 ) .

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x2 та
x3 вiльними змiнними:

{ x1 = x2
x2 = x2
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
1
0

)
x2 +

(
0
0
1

)
x3.

Отже,

v̂1 =

(
1
1
0

)
, v̂2 =

(
0
0
1

)
.

Зауважимо, що перший рядок матрицi A− 3E ненульовий, отже,
можна вибрати

v3 =

(
1
0
0

)
.

Тепер подiємо на v3 матрицею A− 3E, обчислюючи v2:

v2 = (A− 3E)v3 =

(
1
1
1

)
.

Легко бачити, що обидва знайденi нами вектори v̂1 та v̂2 лiнiйно не-
залежнi з v2. Отже, як v1 можна вибрати будь-який з них, наприклад

v1 = v̂2 =

(
0
0
1

)
.

Остаточно знаходимо Ж.Н.Ф. B матрицi A та матрицю переходу
S:

B =

(
3 0 0
0 3 1
0 0 3

)
, S =

(
0 1 1
0 1 0
1 1 0

)
.
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Приклад 7.3. Зведiть до Ж.Н.Ф. матрицю

A =

( −2 1 3
−4 3 −2
0 0 −1

)
.

Доведення. Спочатку визначимо тип Ж.Н.Ф. Для цього обчислю-
ємо характеристичний многочлен (зауваживши, що наша матриця
блочно-трикутна):

χA(λ) = det

( −2− λ 1 3
−4 3− λ −2
0 0 −1− λ

)
=

= ((−2− λ)(3− λ) + 4)(−1− λ) = (λ2 − λ− 2)(−1− λ) =

= (2− λ)(−1− λ)2 = −(λ− 2)(λ + 1)2.

Маємо власне число −1 кратностi 2 та власне число 2 кратностi 1.
Для визначення типу обчислимо дефект матрицi A + E:

A + E =

( −1 1 3
−4 4 −2
0 0 0

)
.

Цiлком очевидно, що ця матриця має ранг 2, тобто її дефект дорiвнює
1. Отже, матриця A має Ж.Н.Ф. третього типу.

Спробуємо знайти матрицю переходу, використовуючи описаний
вище алгоритм 7.3. Спочатку знайдемо власний вектор з власним
числом 2:

A− 2E =

( −4 1 3
−4 1 −2
0 0 −3

)
{[2] + (−1) ∗ [1]} 7→

( −4 1 3
0 0 −5
0 0 −3

)
7→

{(−1/3) ∗ [3]} 7→
( −4 1 3

0 0 −5
0 0 1

)
{[1] + (−3) ∗ [3]}{[2] + 5 ∗ [3]} 7→

7→
( −4 1 0

0 0 0
0 0 1

)
7→

( −4 1 0
0 0 1

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
вiльною змiнною:

{ x1 = x1
x2 = 4x1
x3 = 0

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
4
0

)
x1.
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Отже,

v1 =

(
1
4
0

)
.

Тепер знайдемо власний вектор з власним числом −1:

A + E =

( −1 1 3
−4 4 −2
0 0 0

)
7→

( −1 1 3
−4 4 −2

)

{[2] + (−4) ∗ [1]} 7→
( −1 1 3

0 0 −14

)
{(−1/14) ∗ [2]} 7→

7→
( −1 1 3

0 0 1

)
{[1] + (−3) ∗ [2]} 7→

( −1 1 0
0 0 1

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
вiльною змiнною:

{ x1 = x1
x2 = x1
x3 = 0

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
1
0

)
x1.

Отже,

v2 =

(
1
1
0

)
.

Для знаходження вектора v3 потрiбно розв’язати таку неоднорiдну
С.Л.Р.:

( −1 1 3
−4 4 −2
0 0 0

∣∣∣∣∣
1
1
0

)
7→

( −1 1 3
−4 4 −2

∣∣∣ 1
1

)

{[2] + (−4) ∗ [1]} 7→
( −1 1 3

0 0 −14

∣∣∣ 1
−3

)
{(−1/14) ∗ [2]} 7→

7→
( −1 1 3

0 0 1

∣∣∣ 1
3/14

)
{[1] + (−3) ∗ [2]} 7→

7→
( −1 1 0

0 0 1

∣∣∣ 5/14
3/14

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
вiльною змiнною:

{
x1 = x1
x2 = x1 + 5/14
x3 = 3/14

,

( x1
x2
x3

)
=

(
0

5/14
3/14

)
+

(
1
1
0

)
x1.
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Отже, вектор v2 можна вибрати, наприклад таким чином:

v3 =

(
0

5/14
3/14

)
.

Остаточно знаходимо Ж.Н.Ф. B матрицi A та матрицю переходу
S:

B =

(
2 0 0
0 −1 1
0 0 −1

)
, S =

(
1 1 0
4 1 5/14
0 0 3/14

)
.

Приклад 7.4. Зведiть до Ж.Н.Ф. матрицю

A =

(
1 1 0
5 −3 0
2 −1 3

)
.

Доведення. Спочатку визначимо тип Ж.Н.Ф. Для цього обчислю-
ємо характеристичний многочлен (зауваживши, що наша матриця
блочно-трикутна):

χA(λ) = det

(
1− λ 1 0

5 −3− λ 0
2 −1 3− λ

)
=

= ((1− λ)(−3− λ)− 5)(3− λ) = (λ2 + 2λ− 8)(3− λ) =

= (2− λ)(−4− λ)(3− λ) =

= −(λ− 2)(λ + 4)(λ− 3).

Маємо власнi числа 2, −4 та 3. Отже, матриця A є матрицею че-
твертого типу.

Знайдемо матрицю переходу, використовуючи алгоритм 7.4. Спо-
чатку знайдемо власний вектор з власним числом 2:

A− 2E =

( −1 1 0
5 −5 0
2 −1 1

)
7→

( −1 1 0
2 −1 1

)
{[2] + 2 ∗ [1]} 7→

( −1 1 0
0 1 1

)
{−1 ∗ [1]} 7→

(
1 −1 0
0 1 1

)

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x2
вiльною змiнною:

{ x1 = x2
x2 = x2
x3 = −x2

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
1
−1

)
x2.

62



Отже,

v1 =

(
1
1
−1

)
.

Тепер знайдемо власний вектор з власним числом −4:

A + 4E =

(
5 1 0
5 1 0
2 −1 7

)
7→

(
5 1 0
2 −1 7

)
{[2] + 1 ∗ [1]} 7→

7→
(

5 1 0
7 0 7

)
{(1/7) ∗ [2]} 7→

(
5 1 0
1 0 1

)

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
вiльною змiнною:

{ x1 = x1
x2 = −5x1
x3 = −x1

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
−5
−1

)
x1.

Отже,

v2 =

(
1
−5
−1

)
.

Нарештi, знаходимо власний вектор з власним числом 3:

A− 3E =

( −2 1 0
5 −6 0
2 −1 0

)
7→

( −2 1 0
5 −6 0

)
{[2] + 6 ∗ [1]} 7→

7→
( −2 1 0
−7 0 0

)
{(−1/7) ∗ [2]} 7→

( −2 1 0
1 0 0

)
{[1] + 2 ∗ [2]} 7→
7→

(
0 1 0
1 0 0

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x3
вiльною змiнною:

{ x1 = 0
x2 = 0
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
0
0
1

)
x1.

Отже,

v3 =

(
0
0
1

)
.
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Остаточно знаходимо Ж.Н.Ф. B матрицi A та матрицю переходу
S:

B =

(
2 0 0
0 −4 0
0 0 3

)
, S =

(
1 1 0
1 −5 0
−1 1 1

)
.

Приклад 7.5. Зведiть до Ж.Н.Ф. матрицю

A =

(
6 1 1
1 6 1
0 0 5

)
.

Доведення. Спочатку визначимо тип Ж.Н.Ф. Для цього обчислю-
ємо характеристичний многочлен (зауваживши, що наша матриця
блочно-трикутна):

χA(λ) = det

(
6− λ 1 1

1 6− λ 1
0 0 5− λ

)
=

= ((6− λ)(6− λ)− 1)(5− λ) = (λ2 − 12λ + 35)(5− λ) =

= (7− λ)(5− λ)(5− λ) = −(λ− 7)(λ− 5)2.

Маємо власне числа 5 кратностi 2 та власне число 7 кратностi 1.
Для визначення типу знайдемо дефект матрицi A− 5E:

A− 5E =

(
1 1 1
1 1 1
0 0 0

)
.

Ранг цiєї матрицi дорiвнює 1, отже, її дефект дорiвнює 2. Це означає,
що матриця A є матрицею п’ятого типу.

Знайдемо матрицю переходу, використовуючи алгоритм 7.5. Спо-
чатку знайдемо власний вектор з власним числом 7:

A− 7E =

( −1 1 1
1 −1 1
0 0 −2

)
{[2] + 1 ∗ [1]} 7→

7→
( −1 1 0

0 0 2
0 0 2

)
7→

( −1 1 0
0 0 2

)

{(1/2) ∗ [2]} 7→
( −1 1 0

0 0 1

)

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
вiльною змiнною:

{ x1 = x1
x2 = x1
x3 = 0

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
1
0

)
x1.
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Отже,

v1 =

(
1
1
0

)
.

Тепер знайдемо власнi вектори з власним числом 5:

A− 5E =

(
1 1 1
1 1 1
0 0 0

)
7→ ( 1 1 1 )

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x2 та
x3 вiльними змiнними:

{ x1 = −x2 − x3
x2 = x2
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

( −1
1
0

)
x2 +

( −1
0
1

)
x3.

Отже,

v2 =

( −1
1
0

)
, v3 =

( −1
0
1

)
.

Остаточно знаходимо Ж.Н.Ф. B матрицi A та матрицю переходу
S:

B =

(
7 0 0
0 5 0
0 0 5

)
, S =

(
1 −1 −1
1 1 0
0 0 1

)
.

7.4 Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 7.1. Зведiть до Ж.Н.Ф. матрицi
(

2 1 2
0 2 5
0 0 2

)
,

(
7 2 0
−8 −1 0
1 2 3

)
,

(
3 2 2
−2 1 −2
0 0 1

)
,

(
0 2 5
2 3 10
−1 −2 −6

)
,

(
4 1 0
−1 3 0
5 −1 2

)
,

(
3 2 −1
2 3 4
0 0 5

)
,

(
4 5 0
2 7 0
2 1 −3

)
,

(
1 1 1
2 0 5
0 0 4

)
,

(
3 −1 −1
−1 3 −1
−1 −1 3

)
,

(
3 1 1
1 3 1
0 0 2

)
,

(
3 2 −3
4 10 −12
3 6 −7

)
,

(
1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7

)
.
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8 Жорданова форма матриць 4× 4

8.1 Класифiкацiя жорданових матриць розмiру 4× 4

Класифiкацiя жорданових форм для комплексних матриць розмiру
4 × 4 значно бiльша навiть за випадок 3 × 3 матриць. Проте спро-
буємо осягнути i її. Справдi, кiлькiсть клiтин Жордана, з яких має
складатись подiбна матриця, не може перевищувати 4. Якщо клiтин
Жордана 4, тодi усi вони мають розмiр 1 × 1 i жорданова форма є
дiагональною. Власнi числа в наших клiтинах можуть бути якими
завгодно, що дає п’ять рiзних випадкiв. Якщо клiтин Жордана 3, то
одна з них має розмiр 2× 2, а iншi — 1× 1. Зауваживши, що власнi
числа можуть бути якими завгодно, матимемо ще чотири випадки.
Якщо клiтин Жордана 2, тодi вони обидвi мають розмiр 2 × 2, або
одна з них має розмiр 3 × 3, а iншi — 1 × 1. Це дає ще чотири ви-
падки. Нарештi, якщо клiтина Жордана єдина, то жорданова форма
має вигляд J4(λ). Попереднi мiркування можна зiбрати в наступну
теорему:

Теорема 8.1. Нехай A ∈ Mat3×3(C). Тодi Ж.Н.Ф. матрицi A має
один з наступних виглядiв:

1. J4(λ) для деякого λ ∈ C;
2. J3(λ)⊕ J1(λ) для деякого λ ∈ C;
3. J3(λ)⊕ J1(µ) для деяких λ 6= µ ∈ C;
4. J2(λ)⊕ J2(λ) для деякого λ ∈ C;
5. J2(λ)⊕ J2(µ) для деяких λ 6= µ ∈ C;
6. J2(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(λ) для деякого λ ∈ C;
7. J2(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(µ) для деяких λ 6= µ ∈ C;
8. J2(λ)⊕ J1(µ)⊕ J1(µ) для деяких λ 6= µ ∈ C;
9. J2(λ)⊕ J1(µ)⊕ J1(ν) для деяких λ 6= µ 6= ν ∈ C;
10. J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(λ) для деякого λ ∈ C.
11. J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(µ) для деяких λ 6= µ ∈ C;
12. J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(µ)⊕ J1(µ) для деяких λ 6= µ ∈ C;
13. J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(µ)⊕ J1(ν) для деяких λ 6= µ 6= ν ∈ C;
14. J1(λ)⊕ J1(µ)⊕ J1(ν)⊕ J1(κ) для деяких λ 6= µ 6= ν 6= κ ∈ C.

66



Ми називатимемо вiдповiднi форми Ж.Н.Ф. формами першого,
другого. . . , чотирнадцятого типiв. Найпростiшим є дослiдженняЖ.Н.Ф.
десятого типу. З теореми 6.2 одразу випливає, що подiбнуЖ.Н.Ф. ма-
ють скалярнi матрицi i лише вони. Надалi ми зосередимо свою увагу
на знаходження Ж.Н.Ф. iнших матриць. Крiм того, Ж.Н.Ф. дiагона-
лiзовних матриць можна знайти, використовуючи алгоритм 4.3. Для
початку ми наведемо теорему, що дає класифiкацiйнi ознаки типу
Ж.Н.Ф. фiксованої матрицi.

Теорема 8.2. 1. Матриця A ∈ Mat4×4(C) має Ж.Н.Ф. першого
типу тодi i тiльки тодi, коли χA(λ) має єдиний корiнь µ i
матриця A− µE має дефект 1.

2. Матриця A ∈ Mat4×4(C) має Ж.Н.Ф. другого типу тодi i тiль-
ки тодi, коли χA(λ) має єдиний корiнь µ, матриця A−µE має
дефект 2 та матриця (A− µE)2 ненульова.

3. Матриця A ∈ Mat4×4(C) має Ж.Н.Ф. третього типу тодi i
тiльки тодi, коли χA(λ) має два рiзнi коренi ν 6= µ, з яких µ
має кратнiсть 3, причому матриця A− µE має дефект 1.

4. Матриця A ∈ Mat4×4(C) має Ж.Н.Ф. четвертого типу тодi i
тiльки тодi, коли χA(λ) має єдиний корiнь µ, матриця A−µE
має дефект 2 та матриця (A− µE)2 нульова.

5. Матриця A ∈ Mat4×4(C) має Ж.Н.Ф. п’ятого типу тодi i
тiльки тодi, коли χA(λ) має два рiзнi коренi ν 6= µ, обидва кра-
тностi 2, причому матрицi A−µE та A− νE мають дефект
1.

6. Матриця A ∈ Mat4×4(C) має Ж.Н.Ф. шостого типу тодi i
тiльки тодi, коли χA(λ) має єдиний корiнь µ i матриця A−µE
має дефект 3.

7. Матриця A ∈ Mat4×4(C) має Ж.Н.Ф. сьомого типу тодi i
тiльки тодi, коли χA(λ) має два рiзнi коренi ν 6= µ, з яких
µ має кратнiсть 3, причому матриця A− µE має дефект 2.

8. Матриця A ∈ Mat4×4(C) має Ж.Н.Ф. восьмого типу тодi i
тiльки тодi, коли χA(λ) має два рiзнi коренi ν 6= µ, обидва кра-
тностi 2, причому матриця A− µE має дефект 1, а матриця
A− νE має дефект 2.

9. Матриця A ∈ Mat4×4(C) має Ж.Н.Ф. дев’ятого типу тодi i
тiльки тодi, коли χA(λ) має три рiзнi коренi µ 6= ν 6= κ, з
яких µ має кратнiсть 2, причому матриця A−µE має дефект
1.
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10. Матриця A ∈ Mat4×4(C) має Ж.Н.Ф. десятого типу тодi i
тiльки тодi, коли вона скалярна.

11. Матриця A ∈ Mat4×4(C) має Ж.Н.Ф. одинадцятого типу тодi
i тiльки тодi, коли χA(λ) має два рiзнi коренi ν 6= µ, з яких µ
має кратнiсть 3, причому матриця A− µE має дефект 3.

12. Матриця A ∈ Mat4×4(C) має Ж.Н.Ф. дванадцятого типу тодi
i тiльки тодi, коли χA(λ) має два рiзнi коренi ν 6= µ, обидва
кратностi 2, причому матрицi A− µE та A− νE мають де-
фект 2.

13. Матриця A ∈ Mat4×4(C) має Ж.Н.Ф. тринадцятого типу тодi
i тiльки тодi, коли χA(λ) має три рiзнi коренi µ 6= ν 6= κ, з
яких µ має кратнiсть 2, причому матриця A−µE має дефект
2.

14. Матриця A ∈ Mat4×4(C) має Ж.Н.Ф. чотирнадцятого типу
тодi i тiльки тодi, коли χA(λ) має чотири рiзнi коренi.

8.2 Алгоритми зведення до Ж.Н.Ф. матрицi 4× 4

Теорема 6.3 дає ефективний алгоритм для iдентифiкацiї типу жорда-
нової форми матрицi A. Далi ми пропонуємо Вашiй увазi алгоритми
знаходження матриць переходу для недiагоналiзовних жорданових
форм. У випадку дiагоналiзовних матриць (типи з десятого по чо-
тирнидцятий) можна звертатись до алгоритму 4.3.

Алгоритм 8.1. Знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. ма-
трицi A першого типу.

Для знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. матрицi A пер-
шого типу, власним числом якої є λ, необхiдно:

• Обчислити власний вектор v1 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з ма-
трицею A− λE.

• Обчислити другий базисний вектор v2 як деякий розв’язок нео-
днорiдної С.Л.Р., матрицею якої є A − λE, а стовпчик вiльних
членiв збiгається з v1.

• Обчислити третiй базисний вектор v3 як деякий розв’язок нео-
днорiдної С.Л.Р., матрицею якої є A − λE, а стовпчик вiльних
членiв збiгається з v2.

• Обчислити третiй базисний вектор v4 як деякий розв’язок нео-
днорiдної С.Л.Р., матрицею якої є A − λE, а стовпчик вiльних
членiв збiгається з v3.
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• Жордановою формою A буде J4(λ). Для запису матрицi S ви-
пишiть у стовпчик спочатку координати вектора v1, потiм — ко-
ординати вектора v2, далi — координати вектора v3 i нарештi —
координати вектора v4.

Алгоритм 8.2. Знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. ма-
трицi A другого типу.

Для знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. матрицi A дру-
гого типу, власним числом якої є λ, необхiдно:
• Обчислити власнi вектори v̂1 та v̂2 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з
матрицею A− λE.

• Для кожного базисного вектора ei (одиничка на i-му мiсцi) по-
будувати ланцюжок (A−λE)jei. Вибрати таке i, для якого (A−
λE)ei та (A−λE)2ei ненульовi. Покласти v4 = ei, v3 = (A−λE)ei

та v2 = (A− λE)2ei.

• Вибрати v1 з векторiв v̂1 та v̂2 так, щоб вiн був лiнiйно незале-
жним з v2.

• Жордановою формою A буде J1(λ) ⊕ J3(λ) (порядок клiтин ва-
жливий, саме з ним буде узгоджено матрицю переходу). Для
запису матрицi S випишiть у стовпчик спочатку координати ве-
ктора v1, потiм — координати вектора v2, далi — координати
вектора v3 i, нарештi, координати вектора v4.

Алгоритм 8.3. Знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. ма-
трицi A третього типу.

Для знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. матрицi A тре-
тього типу, власними числами якої є λ кратностi 3 та µ, необхiдно:
• Обчислити власний вектор v1 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з ма-
трицею A− µE.

• Обчислити власний вектор v2 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з ма-
трицею A− λE.

• Обчислити третiй базисний вектор v3 як деякий розв’язок нео-
днорiдної С.Л.Р., матрицею якої є A − λE, а стовпчик вiльних
членiв збiгається з v2.

• Обчислити останнiй базисний вектор v4 як деякий розв’язок не-
однорiдної С.Л.Р., матрицею якої є A− λE, а стовпчик вiльних
членiв збiгається з v3.

• Жордановою формою A буде J1(µ) ⊕ J3(λ) (порядок клiтин ва-
жливий, саме з ним буде узгоджено матрицю переходу). Для
запису матрицi S випишiть у стовпчик спочатку координати ве-
ктора v1, потiм — координати вектора v2, далi — координати
вектора v3 i, нарештi, координати вектора v4.
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Алгоритм 8.4. Знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. ма-
трицi A четвертого типу.

Для знаходження матрицi переходу дляЖ.Н.Ф. матрицi A четвер-
того типу, власним числом якої є λ, необхiдно:

• Для кожного базисного вектора ei (одиничка на i-му мiсцi) побу-
дувати ланцюжок (A−λE)jei. Вибрати такi два рiзнi i1 та i2 для
яких (A− λE)ei1 та (A− λE)ei2 ненульовi та лiнiйно незалежнi.

• Покласти v4 = ei1, v3 = (A− λE)v4, v2 = ei2 та v1 = (A− λE)v2.

• Жордановою формою A буде J2(λ)⊕ J2(λ). Для запису матрицi
S випишiть у стовпчик спочатку координати вектора v1, потiм —
координати вектора v2, далi — координати вектора v3 i, нарештi,
координати вектора v4.

Алгоритм 8.5. Знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. ма-
трицi A п’ятого типу.

Для знаходження матрицi переходу дляЖ.Н.Ф. матрицi A п’ятого
типу, власними числами якої є λ та µ кратностi 2, необхiдно:

• Обчислити власний вектор v1 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з ма-
трицею A− µE.

• Обчислити другий базисний вектор v2 як деякий розв’язок нео-
днорiдної С.Л.Р., матрицею якої є A − µE, а стовпчик вiльних
членiв збiгається з v1.

• Обчислити власний вектор v3 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з ма-
трицею A− λE.

• Обчислити останнiй базисний вектор v4 як деякий розв’язок не-
однорiдної С.Л.Р., матрицею якої є A− λE, а стовпчик вiльних
членiв збiгається з v3.

• Жордановою формою A буде J2(µ) ⊕ J2(λ) (порядок клiтин ва-
жливий, саме з ним буде узгоджено матрицю переходу). Для
запису матрицi S випишiть у стовпчик спочатку координати ве-
ктора v1, потiм — координати вектора v2, далi — координати
вектора v3 i, нарештi, координати вектора v4.

Алгоритм 8.6. Знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. ма-
трицi A шостого типу.

Для знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. матрицi A шосто-
го типу, власним числом якої є λ, необхiдно:

• Обчислити власнi вектори v̂1, v̂2 та v̂3 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р.
з матрицею A− λE.
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• Покласти v4 = ei, де i вибрано так, що i-й стовпчик матрицi
A− λE ненульовий.

• Покласти v3 = (A− λE)v4.

• Вибрати v1 та v2 з векторiв v̂1, v̂2 та v̂3 так, щоб вони були лiнiйно
незалежними з v3.

• Жордановою формою A буде J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J2(λ) (порядок клi-
тин важливий, саме з ним буде узгоджено матрицю переходу).
Для запису матрицi S випишiть у стовпчик спочатку координати
вектора v1, потiм — координати вектора v2, далi — координати
вектора v3 i, нарештi, координати вектора v4.

Алгоритм 8.7. Знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. ма-
трицi A сьомого типу.

Для знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. матрицi A сьомо-
го типу, власними числами якої є λ кратностi 3 та µ, необхiдно:
• Обчислити власний вектор v1 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з ма-
трицею A− µE.

• Обчислити власнi вектори v̂2 та v̂3 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з
матрицею A− λE.

• Пiднести матрицю A− λE до квадрату B = (A− λE)2.

• Обчислити Ф.С.Р. w1, w2, w3 однорiдною С.Л.Р. з матрицею B.

• Знайти wi, для якого (A− λE)wi 6= 0.

• Покласти v4 = wi, де wi знайдено вище.

• Покласти v3 = (A− λE)v4.

• Вибрати v2 з векторiв v̂2 та v̂3 так, щоб вiн був лiнiйно незале-
жними з v3.

• Жордановою формою A буде J1(µ)⊕J1(λ)⊕J2(λ) (порядок клi-
тин важливий, саме з ним буде узгоджено матрицю переходу).
Для запису матрицi S випишiть у стовпчик спочатку координати
вектора v1, потiм — координати вектора v2, далi — координати
вектора v3 i, нарештi, координати вектора v4.

Алгоритм 8.8. Знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. ма-
трицi A восьмого типу.

Для знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. матрицi A во-
сьмого типу, власними числами якої є λ та µ кратностi 2, необхiдно:
• Обчислити власнi вектори v1 та v2 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з
матрицею A− µE.
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• Обчислити власний вектор v3 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з ма-
трицею A− λE.

• Обчислити останнiй базисний вектор v4 як деякий розв’язок не-
однорiдної С.Л.Р., матрицею якої є A− λE, а стовпчик вiльних
членiв збiгається з v3.

• Жордановою формою A буде J1(µ)⊕J1(µ)⊕J2(λ) (порядок клi-
тин важливий, саме з ним буде узгоджено матрицю переходу).
Для запису матрицi S випишiть у стовпчик спочатку координати
вектора v1, потiм — координати вектора v2, далi — координати
вектора v3 i, нарештi, координати вектора v4.

Алгоритм 8.9. Знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. ма-
трицi A дев’ятого типу.

Для знаходження матрицi переходу для Ж.Н.Ф. матрицi A дев’я-
того типу, власними числами якої є λ, µ та ν, серед яких λ кратностi
2, необхiдно:

• Обчислити власний вектор v1 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з ма-
трицею A− µE.

• Обчислити власний вектор v2 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з ма-
трицею A− νE.

• Обчислити власний вектор v3 як Ф.С.Р. однорiдної С.Л.Р. з ма-
трицею A− λE.

• Обчислити останнiй базисний вектор v4 як деякий розв’язок не-
однорiдної С.Л.Р., матрицею якої є A− λE, а стовпчик вiльних
членiв збiгається з v3.

• Жордановою формою A буде J1(µ)⊕ J1(ν)⊕ J2(λ) (порядок клi-
тин важливий, саме з ним буде узгоджено матрицю переходу).
Для запису матрицi S випишiть у стовпчик спочатку координати
вектора v1, потiм — координати вектора v2, далi — координати
вектора v3 i, нарештi, координати вектора v4.

8.3 Приклади

Приклад 8.1. Зведiть до Ж.Н.Ф. матрицю

A =




1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1


 .
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Доведення. Спочатку визначимо тип Ж.Н.Ф. Для цього обчислює-
мо характеристичний многочлен (зваживши на те, що наша матриця
трикутна):

χA(λ) = det




1− λ 1 1 1
0 1− λ 1 1
0 0 1− λ 1
0 0 0 1− λ


 = (1− λ)4.

Маємо одне власне число 1 кратностi 4. Цього ще недостатньо для
визначення типу. Отже, обчислимо дефект матрицi A− E:

A− E =




0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0


 .

Зрозумiло, що ця матриця має ранг 3, тобто її дефект дорiвнює 1.
Отже, матриця A має Ж.Н.Ф. першого типу.

Спробуємо знайти матрицю переходу, використовуючи описаний
вище алгоритм 8.1. Спочатку знайдемо власний вектор:

A− E =




0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0


 7→

(
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

)

{[2] + (−1) ∗ [3]}{[1] + (−1) ∗ [3]} 7→
(

0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)

{[1] + (−1) ∗ [2]} 7→7→
(

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
вiльною змiнною:





x1 = x1
x2 = 0
x3 = 0
x4 = 0

,




x1
x2
x3
x4


 =




1
0
0
0


 x1.

Отже,

v1 =




1
0
0
0


 .
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Для знаходження вектора v2 потрiбно розв’язати таку неоднорiдну
С.Л.Р.:




0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣

1
0
0
0


 7→

(
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
1
0
0

)

{[2] + (−1) ∗ [3]}{[1] + (−1) ∗ [3]} 7→
(

0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
1
0
0

)

{[1] + (−1) ∗ [2]} 7→
(

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
1
0
0

)

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
вiльною змiнною:




x1 = x1
x2 = 1
x3 = 0
x4 = 0

,




x1
x2
x3
x4


 =




0
1
0
0


 +




1
0
0
0


 x1.

Отже, вектор v2 можна вибрати, наприклад, таким чином:

v2 =




0
1
0
0


 .

Для знаходження вектора v3 потрiбно розв’язати таку неоднорiдну
С.Л.Р.:




0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
1
0
0


 7→

(
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
0
1
0

)

{[2] + (−1) ∗ [3]}{[1] + (−1) ∗ [3]} 7→
(

0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
0
1
0

)

{[1] + (−1) ∗ [2]} 7→
(

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
−1
1
0

)

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
вiльною змiнною:




x1 = x1
x2 = −1
x3 = 1
x4 = 0

,




x1
x2
x3
x4


 =




0
−1
1
0


 +




1
0
0
0


 x1.
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Отже, вектор v3 можна вибрати, наприклад, таким чином:

v3 =




0
−1
1
0


 .

Нарештi, для знаходження вектора v4 потрiбно розв’язати таку
неоднорiдну С.Л.Р.:




0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
−1
1
0


 7→

(
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
0
−1
1

)

{[2] + (−1) ∗ [3]}{[1] + (−1) ∗ [3]} 7→
(

0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
−1
−2
1

)

{[1] + (−1) ∗ [2]} 7→
(

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
1
−2
1

)

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
вiльною змiнною:




x1 = x1
x2 = 1
x3 = −2
x4 = 1

,




x1
x2
x3
x4


 =




0
1
−2
1


 +




1
0
0
0


 x1.

Отже, вектор v4 можна вибрати, наприклад, таким чином:

v4 =




0
1
−2
1


 .

Остаточно знаходимо Ж.Н.Ф. B матрицi A та матрицю переходу
S:

B =




1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1


 , S =




1 0 0 0
0 1 −1 1
0 0 1 −2
0 0 0 1


 .

Приклад 8.2. Зведiть до Ж.Н.Ф. матрицю

A =




4 1 1 1
−4 0 1 1
0 0 3 1
0 0 −1 1


 .
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Доведення. Спочатку визначимо тип Ж.Н.Ф. Для цього обчислює-
мо характеристичний многочлен (зваживши на те, що наша матриця
блочно-трикутна):

χA(λ) = det




4− λ 1 1 1
−4 −λ 1 1
0 0 3− λ 1
0 0 −1 1− λ


 =

= (−λ(4− λ) + 4)((3− λ)(1− λ) + 1) = (λ2 − 4λ + 4)2 = (λ− 2)4.

Маємо власне число 2 кратностi 4. Для визначення типу треба
обчислити дефект матрицi A− 2E:

A− 2E =




2 1 1 1
−4 −2 1 1
0 0 1 1
0 0 −1 −1


 7→

(
2 1 1 1
−4 −2 1 1
0 0 1 1

)

{[1] + (−1) ∗ [3]}{[2] + (−1) ∗ [3]} 7→
(

2 1 0 0
−4 −2 0 0
0 0 1 1

)
7→

7→
(

2 1 0 0
0 0 1 1

)
.

Ця матриця має ранг 2, тобто її дефект дорiвнює 4−2 = 2. Пiднесемо
матрицю A− 2E до квадрату:

(A− 2E)2 =




2 1 1 1
−4 −2 1 1
0 0 1 1
0 0 −1 −1




2

=




0 0 3 3
0 0 −6 −6
0 0 0 0
0 0 0 0


 6= 0.

Отже, матриця A має Ж.Н.Ф. другого типу.
Знайдемо матрицю переходу, використовуючи алгоритм 8.2. Спо-

чатку знайдемо власнi вектори:

A− 2E =




2 1 1 1
−4 −2 1 1
0 0 1 1
0 0 −1 −1


 7→

(
2 1 0 0
0 0 1 1

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1 та
x4 вiльними змiнними:





x1 = x1
x2 = −2x1
x3 = −x4
x4 = x4

,




x1
x2
x3
x4


 =




1
−2
0
0


 x1 +




0
0
−1
1


 x4.
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Отже,

v̂1 =




1
−2
0
0


 , v̂2 =




0
0
−1
1


 .

Тепер нам треба дiяти матрицею A − 2E на базиснi вектори ei,
причому треба шукати таке i, щоб якомога довше ми не отримали
нуль. Давайте почнемо з останнього e4, оскiльки четвертий рядок
матрицi A− 2E “найбiльш вiдмiнний вiд нуля”. Це нiчого не означає,
проте можна сподiватись, що так ми швидше досягнемо успiху.

(A− 2E)e4 =




2 1 1 1
−4 −2 1 1
0 0 1 1
0 0 −1 −1







0
0
0
1


 =




1
1
1
−1


 = w.

Далi:

(A− 2E)w =




2 1 1 1
−4 −2 1 1
0 0 1 1
0 0 −1 −1







1
1
1
−1


 =




3
−6
0
0


 = u.

Ми отримали, що u 6= 0. Отже, ми можемо покласти

v4 = e4 =




0
0
0
1


 , v3 = w =




1
1
1
−1


 , v2 = u =




3
−6
0
0


 .

Тепер ми бачимо, що вектор v̂2 лiнiйно незалежний з v2. Отже, як v1
можна вибрати v̂2:

v1 = v̂2 =




0
0
−1
1


 .

Остаточно, знаходимо Ж.Н.Ф. B матрицi A та матрицю переходу
S:

B =




2 0 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2


 , S =




0 3 1 0
0 −6 1 0
−1 0 1 0
1 0 −1 1


 .

Приклад 8.3. Зведiть до Ж.Н.Ф. матрицю

A =




1 2 2 1
5 −2 −1 1
0 0 3 −1
0 0 0 3


 .
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Доведення. Спочатку визначимо тип Ж.Н.Ф. Для цього обчислює-
мо характеристичний многочлен (зваживши на те, що наша матриця
блочно-трикутна):

χA(λ) = det




1− λ 2 2 1
5 −2− λ −1 1
0 0 3− λ −1
0 0 0 3− λ


 =

= ((1−λ)(−2−λ)−10)(3−λ)2 = (λ2+λ−12)(3−λ)2 = (λ+4)(λ−3)3.

Маємо власне число 3 кратностi 3 та власне число −4 кратностi 1.
Цього ще не достатньо для того, щоб визначити тип. Отже, обчислимо
дефект матрицi A− 3E:

A− 3E =



−2 2 2 1
5 −5 −1 1
0 0 0 −1
0 0 0 0


 .

Цiлком очевидно, що ця матриця має ранг 3, тобто, її дефект дорiв-
нює 1. Отже, матриця A має Ж.Н.Ф. третього типу.

Спробуємо знайти матрицю переходу, використовуючи наведений
вище алгоритм 8.3. Спочатку знайдемо власний вектор з власним
числом −4:

A + 4E =




5 2 2 1
5 2 −1 1
0 0 7 −1
0 0 0 7


 {(1/7) ∗ [4]} 7→




5 2 2 1
5 2 −1 1
0 0 7 −1
0 0 0 1




{[1] + (−1) ∗ [4]}{[2] + (−1) ∗ [4]}{[3] + 1 ∗ [4]} 7→



5 2 2 0
5 2 −1 0
0 0 7 0
0 0 0 1




{(1/7) ∗ [3]} 7→



5 2 2 0
5 2 −1 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 {[1] + (−2) ∗ [3]}

{[2] + 1 ∗ [3]} 7→



5 2 0 0
5 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 7→

(
5 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
вiльною змiнною:




x1 = x1
x2 = −5x1/2
x3 = 0
x4 = 0

,




x1
x2
x3
x4


 =




2
−5
0
0


 x1/2.
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Отже,

v1 =




2
−5
0
0


 .

Тепер знайдемо власний вектор з власним числом 3:

A− 3E =



−2 2 2 1
5 −5 −1 1
0 0 0 −1
0 0 0 0


 7→

( −2 2 2 1
5 −5 −1 1
0 0 0 −1

)

{(−1) ∗ [3]} 7→
( −2 2 2 1

5 −5 −1 1
0 0 0 1

)
{[1] + (−1) ∗ [3]}

{[2] + (−1) ∗ [3]} 7→
( −2 2 2 0

5 −5 −1 0
0 0 0 1

)

{(−1) ∗ [2]} 7→
( −2 2 2 0
−5 5 1 0
0 0 0 1

)

{[1] + (−2) ∗ [2]} 7→
(

8 −8 0 0
−5 5 1 0
0 0 0 1

)
{(−1/8) ∗ [1]} 7→

7→
( −1 1 0 0
−5 5 1 0
0 0 0 1

)
{[2] + (−5) ∗ [1]} 7→

( −1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
вiльною змiнною:





x1 = x1
x2 = x1
x3 = 0
x4 = 0

,




x1
x2
x3
x4


 =




1
1
0
0


 x1.

Отже,

v2 =




1
1
0
0


 .

Для знаходження вектора v3 потрiбно розв’язати таку неоднорiдну
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С.Л.Р.:


−2 2 2 1
5 −5 −1 1
0 0 0 −1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣

1
1
0
0


 7→

( −2 2 2 1
5 −5 −1 1
0 0 0 −1

∣∣∣∣∣
1
1
0

)

{(−1) ∗ [3]} 7→
( −2 2 2 1

5 −5 −1 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
1
1
0

)

{[1] + (−1) ∗ [3]}{[2] + (−1) ∗ [3]} 7→
( −2 2 2 0

5 −5 −1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
1
1
0

)

{(−1) ∗ [2]} 7→
( −2 2 2 0
−5 5 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
1
−1
0

)
{[1] + (−2) ∗ [2]} 7→

(
8 −8 0 0
−5 5 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
3
−1
0

)
{(−1/8) ∗ [1]} 7→

( −1 1 0 0
−5 5 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
−3/8
−1
0

)

{[2] + (−5) ∗ [1]} 7→
( −1 1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
−3/8
7/8
0

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
вiльною змiнною:





x1 = x1
x2 = x1 − 3/8
x3 = 7/8
x4 = 0

,




x1
x2
x3
x4


 =




0
−3/8
7/8
0


 +




1
0
0
0


 x1.

Отже, вектор v3 можна вибрати, наприклад, таким чином:

v3 =




0
−3/8
7/8
0


 .

Для знаходження вектора v4 потрiбно розв’язати таку неоднорiдну
С.Л.Р.:



−2 2 2 1
5 −5 −1 1
0 0 0 −1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
−3/8
7/8
0


 7→

7→
( −2 2 2 1

5 −5 −1 1
0 0 0 −1

∣∣∣∣∣
0

−3/8
7/8

)
{(−1) ∗ [3]} 7→

80



( −2 2 2 1
5 −5 −1 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
0

−3/8
−7/8

)
{[1] + (−1) ∗ [3]}{[2] + (−1) ∗ [3]} 7→

( −2 2 2 0
5 −5 −1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
7/8
1/2
−7/8

)
{(−1) ∗ [2]} 7→

( −2 2 2 0
−5 5 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
7/8
−1/2
−7/8

)

{[1] + (−2) ∗ [2]} 7→
(

8 −8 0 0
−5 5 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
15/8
−1/2
−7/8

)

{(−1/8) ∗ [1]} 7→
( −1 1 0 0
−5 5 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
−15/64
−1/2
−7/8

)

{[2] + (−5) ∗ [1]} 7→
( −1 1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
−15/64
43/64
−7/8

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
вiльною змiнною:





x1 = x1
x2 = x1 − 15/64
x3 = 43/64
x4 = −7/8

,




x1
x2
x3
x4


 =




0
−15/64
43/64
−7/8


 +




1
0
0
0


 x1.

Отже, вектор v4 можна вибрати, наприклад, таким чином:

v4 =




0
−15/64
43/64
−7/8


 .

Остаточно знаходимо Ж.Н.Ф. B матрицi A та матрицю переходу
S:

B =



−4 0 0 0
0 3 1 0
0 0 3 1
0 0 0 3


 , S =




2 1 0 0
−5 1 −3/8 −15/64
0 0 7/8 43/64
0 0 0 −7/8


 .

Приклад 8.4. Зведiть до Ж.Н.Ф. матрицю

A =




3 1 1 1
−1 1 −1 −1
0 0 3 1
0 0 −1 1


 .
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Доведення. Спочатку визначимо тип Ж.Н.Ф. Для цього обчислює-
мо характеристичний многочлен (зваживши на те, що наша матриця
блочно-трикутна):

χA(λ) = det




3− λ 1 1 1
−1 1− λ −1 −1
0 0 3− λ 1
0 0 −1 1− λ


 =

= ((3−λ)(1−λ)+1)((3−λ)(1−λ)+1) = (λ2−4λ+4)2 = (λ−2)4.

Маємо власне число 2 кратностi 4. Для визначення типу треба
обчислити дефект матрицi A− 2E:

A− 2E =




1 1 1 1
−1 −1 −1 −1
0 0 1 1
0 0 −1 −1




Ця матриця має ранг 2, тобто її дефект дорiвнює 4−2 = 2. Пiднесемо
матрицю A− 2E до квадрату:

(A− 2E)2 =




1 1 1 1
−1 −1 −1 −1
0 0 1 1
0 0 −1 −1




2

=




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 = 0.

Отже, матриця A має Ж.Н.Ф. четвертого типу.
Згiдно з алгоритмом 8.4 нам треба дiяти матрицею A − 2E на

базиснi вектори ei. Виберемо перший та третiй:

(A− 2E)e1 =




1 1 1 1
−1 −1 −1 −1
0 0 1 1
0 0 −1 −1







1
0
0
0


 =




1
−1
0
0


 = w,

(A− 2E)e3 =




1 1 1 1
−1 −1 −1 −1
0 0 1 1
0 0 −1 −1







0
0
1
0


 =




1
−1
1
−1


 = u.

Ми бачимо, що u та w лiнiйно незалежнi. Отже, можна вибрати:

v1 = w =




1
−1
0
0


 , v2 = e1 =




1
0
0
0


 ,

v3 = u =




1
−1
1
−1


 , v4 = e3 =




0
0
1
0


 .
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Остаточно знаходимо Ж.Н.Ф. B матрицi A та матрицю переходу
S:

B =




2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2


 , S =




1 1 1 0
−1 0 −1 0
0 0 1 1
0 0 −1 0


 .

Приклад 8.5. Зведiть до Ж.Н.Ф. матрицю

A =




3 1 1 2
1 3 3 1
0 0 4 1
0 0 0 2


 .

Доведення. Спочатку визначимо тип Ж.Н.Ф. Для цього обчислює-
мо характеристичний многочлен (зваживши на те, що наша матриця
блочно-трикутна):

χA(λ) = det




3− λ 1 1 2
1 3− λ 3 1
0 0 4− λ 1
0 0 0 2− λ


 =

= ((3− λ)(3− λ)− 1)(4− λ)(2− λ) = (λ2 − 6λ + 8)(4− λ)(2− λ) =

= (λ− 4)2(λ− 2)2.

Маємо власнi числа 4 та 2, обидва кратностi 2. Для визначення
типу Ж.Н.Ф. треба знайти дефекти матриць A− 4E та A− 2E.

A− 4E =



−1 1 1 2
1 −1 3 1
0 0 0 1
0 0 0 −2


 .

Дефект цiєї матрицi, зрозумiло, дорiвнює 4− 3 = 1.

A− 2E =




1 1 1 2
1 1 3 1
0 0 2 1
0 0 0 0


 .

I в цiєї матрицi дефект також дорiвнює 4 − 3 = 1. Отже, ми маємо
справу з Ж.Н.Ф. п’ятого типу.

Спробуємо знайти матрицю переходу, використовуючи наведений
вище алгоритм 8.5. Спочатку знайдемо власний вектор з власним
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числом 4:

A− 4E =



−1 1 1 2
1 −1 3 1
0 0 0 1
0 0 0 −2


 {(−1/2) ∗ [4]} 7→



−1 1 1 2
1 −1 3 1
0 0 0 1
0 0 0 1




7→
( −1 1 1 2

1 −1 3 1
0 0 0 1

)
{[1] + (−2) ∗ [3]}{[2] + (−1) ∗ [3]} 7→

( −1 1 1 0
1 −1 3 0
0 0 0 1

)
{[1] + 1 ∗ [2]} 7→

(
0 0 4 0
1 −1 3 0
0 0 0 1

)

{(1/4) ∗ [1]} 7→
(

0 0 1 0
1 −1 3 0
0 0 0 1

)
{[2] + (−3) ∗ [1]} 7→

(
0 0 1 0
1 −1 0 0
0 0 0 1

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x2
вiльною змiнною:





x1 = x2
x2 = x2
x3 = 0
x4 = 0

,




x1
x2
x3
x4


 =




1
1
0
0


 x2.

Отже,

v1 =




1
1
0
0


 .

Для знаходження вектора v2 потрiбно розв’язати таку неоднорiдну
С.Л.Р.:



−1 1 1 2
1 −1 3 1
0 0 0 1
0 0 0 −2

∣∣∣∣∣∣

1
1
0
0


 {(−1/2) ∗ [4]} 7→

7→


−1 1 1 2
1 −1 3 1
0 0 0 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣

1
1
0
0


 7→

( −1 1 1 2
1 −1 3 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
1
1
0

)
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{[1] + (−2) ∗ [3]}{[1] + (−1) ∗ [3]} 7→
( −1 1 1 0

1 −1 3 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
1
1
0

)

{[1] + 1 ∗ [2]} 7→
(

0 0 4 0
1 −1 3 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
2
1
0

)

{(1/4) ∗ [1]} 7→
(

0 0 1 0
1 −1 3 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
1/2
1
0

)

{[2] + (−3) ∗ [1]} 7→
(

0 0 1 0
1 −1 0 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
1/2
−1/2

0

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x2
вiльною змiнною:




x1 = −1/2 + x2
x2 = x2
x3 = 1/2
x4 = 0

,




x1
x2
x3
x4


 =



−1/2

0
1/2
0


 +




1
1
0
0


 x2.

Отже,

v2 =



−1/2

0
1/2
0


 .

Тепер знайдемо власний вектор з власним числом 2:

A− 2E =




1 1 1 2
1 1 3 1
0 0 2 1
0 0 0 0


 7→

(
1 1 1 2
1 1 3 1
0 0 2 1

)
{[2] + (−1) ∗ [1]} 7→

7→
(

1 1 1 2
0 0 2 −1
0 0 2 1

)
7→ . . . 7→

(
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x2
вiльною змiнною:




x1 = −x2
x2 = x2
x3 = 0
x4 = 0

,




x1
x2
x3
x4


 =



−1
1
0
0


 x2.

Отже,

v3 =



−1
1
0
0


 .
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Для знаходження вектора v4 потрiбно розв’язати таку неоднорiдну
С.Л.Р.:




1 1 1 2
1 1 3 1
0 0 2 1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣

−1
1
0
0


 7→

(
1 1 1 2
1 1 3 1
0 0 2 1

∣∣∣∣∣
−1
1
0

)

{[2] + (−1) ∗ [1]} 7→
(

1 1 1 2
0 0 2 −1
0 0 2 1

∣∣∣∣∣
−1
2
0

)
{[3] + 1 ∗ [4]} 7→

7→
(

1 1 1 2
0 0 4 0
0 0 2 1

∣∣∣∣∣
−1
2
0

)
{(1/4) ∗ [2]} 7→

(
1 1 1 2
0 0 1 0
0 0 2 1

∣∣∣∣∣
−1
1/2
0

)

{[1] + (−1) ∗ [2]}{[3] + (−2) ∗ [2]} 7→
(

1 1 0 2
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
−3/2
1/2
−1

)

{[1] + (−2) ∗ [3]} 7→
(

1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
1/2
1/2
−1

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x2
вiльною змiнною:




x1 = 1/2− x2
x2 = x2
x3 = 1/2
x4 = −1

,




x1
x2
x3
x4


 =




1/2
0

1/2
−1


 +



−1
1
0
0


 x2.

Отже, вектор v4 можна вибрати, наприклад, таким чином:

v4 =




1/2
0

1/2
−1


 .

Остаточно знаходимо Ж.Н.Ф. B матрицi A та матрицю переходу
S:

B =




4 1 0 0
0 4 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2


 , S =




1 −1/2 −1 1/2
1 0 1 0
0 1/2 0 1/2
0 0 0 −1


 .

Приклад 8.6. Зведiть до Ж.Н.Ф. матрицю

A =



−1 0 1 1
0 −1 −1 −1
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 .
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Доведення. Спочатку визначимо тип Ж.Н.Ф. Для цього обчислює-
мо характеристичний многочлен (зваживши на те, що наша матриця
трикутна):

χA(λ) = det



−1− λ 0 1 1

0 −1− λ −1 −1
0 0 −1− λ 0
0 0 0 −1− λ


 = (λ + 1)4.

Маємо власне число −1 кратностi 4. Для визначення типу треба
обчислити дефект матрицi A + E:

A + E =




0 0 1 1
0 0 −1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0


 .

Отримана матриця має ранг 1, тобто її дефект дорiвнює 4 − 1 = 3.
Отже, матриця A має Ж.Н.Ф. шостого типу.

Згiдно з алгоритмом 8.6 спочатку ми обчислюємо власнi вектори:

A + E =




0 0 1 1
0 0 −1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0


 7→ ( 0 0 1 1 ) .

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1,
x2 та x3 вiльними змiнними:





x1 = x1
x2 = x2
x3 = x3
x4 = −x3

,




x1
x2
x3
x4


 =




1
0
0
0


 x1 +




0
1
0
0


 x2 +




0
0
1
−1


 x3.

Отже, можна покласти

v̂1 =




1
0
0
0


 , v̂2 =




0
1
0
0


 , v̂3 =




0
0
1
−1


 .

Далi ми зауважуємо, що третiй рядок матрицi A + E ненульовий.
Отже, покладемо

v4 = e3 =




0
0
1
0


 , v3 =




0 0 1 1
0 0 −1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0







0
0
1
0


 =




1
−1
0
0


 .

Оскiльки набiр v̂1, v̂3 та v3 є лiнiйно незалежним, ми можемо по-
класти v1 = v̂1, v2 = v̂3.

87



Остаточно, знаходимо Ж.Н.Ф. B матрицi A та матрицю переходу
S:

B =



−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1


 , S =




1 0 1 0
0 0 −1 0
0 1 0 1
0 −1 0 0


 .

Приклад 8.7. Зведiть до Ж.Н.Ф. матрицю

A =




2 1 1 1
1 2 1 1
0 0 1 −1
0 0 0 1


 .

Доведення. Спочатку визначимо тип Ж.Н.Ф. Для цього обчислює-
мо характеристичний многочлен (зваживши на те, що наша матриця
блочно-трикутна):

χA(λ) = det




2− λ 1 1 1
1 2− λ 1 1
0 0 1− λ −1
0 0 0 1− λ


 =

= ((2− λ)(2− λ)− 1)(1− λ)(1− λ) =

= (λ2 − 4λ + 3)(1− λ)(1− λ) = (λ− 3)(λ− 1)3.

Маємо власнi числа 1 та 3, перше з яких кратностi 2. Для визна-
чення типу Ж.Н.Ф. треба знайти дефект матрицi A− E:

A− E =




1 1 1 1
1 1 1 1
0 0 0 −1
0 0 0 0


 .

Дефект цiєї матрицi, зрозумiло, дорiвнює 4− 2 = 2. Отже, ми маємо
справу з Ж.Н.Ф. сьомого типу.

Спробуємо знайти матрицю переходу, використовуючи наведений
вище алгоритм 8.7. Спочатку знайдемо власний вектор з власним
числом 3:

A− 3E =



−1 1 1 1
1 −1 1 1
0 0 −2 −1
0 0 0 −2


 .

Для даної системи ненульовий розв’язок дуже легко пiдiбрати, на-
приклад

v1 =




1
1
0
0


 .
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Тепер знайдемо власнi вектори з власним числом 1:

A− E =




1 1 1 1
1 1 1 1
0 0 0 −1
0 0 0 0


 7→

(
1 1 1 1
0 0 0 −1

)
{(−1) ∗ [2]} 7→

7→
(

1 1 1 1
0 0 0 1

)
{[1] + (−1) ∗ [2]} 7→

(
1 1 1 0
0 0 0 1

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1 та
x2 вiльними змiнними:





x1 = x1
x2 = x2
x3 = −x1 − x2
x4 = 0

,




x1
x2
x3
x4


 =




1
0
−1
0


 x1 +




0
1
−1
0


 x2.

Отже,

v̂2 =




1
0
−1
0


 , v̂3 =




0
1
−1
0


 .

Тепер нам треба пiднести матрицю A− E до квадрата:

(A− E)2 =




1 1 1 1
1 1 1 1
0 0 0 −1
0 0 0 0




2

=




2 2 2 1
2 2 2 1
0 0 0 0
0 0 0 0


 .

Розв’язуємо вiдповiдну однорiдну С.Л.Р.:



2 2 2 1
2 2 2 1
0 0 0 0
0 0 0 0


 7→ ( 2 2 2 1 ) .

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1,
x2 та x3 вiльними змiнними:





x1 = x1
x2 = x2
x3 = x3
x4 = −2x1 − 2x2 − 2x3

,




x1
x2
x3
x4


 =




1
0
0
−2


 x1 +




0
1
0
−2


 x2 +




0
0
1
−2


 x3.
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Отже,

ṽ2 =




1
0
0
−2


 , ṽ3 =




0
1
0
−2


 , ṽ3 =




0
0
1
−2


 .

Зараз нам треба дiяти матрицею A−E на отриманi вектори, поки
не отримаємо ненульовий вектор:

(A− E)ṽ2 =




1 1 1 1
1 1 1 1
0 0 0 −1
0 0 0 0







1
0
0
−2


 =



−1
−1
2
0


 6= 0.

Тепер ми можемо покласти

v4 = ṽ2 =




1
0
0
−2


 , v3 = (A− E)v4 =



−1
−1
2
0


 .

Залишилось вибрати v2. Ми помiтимо, що обидва v̂2 та v̂3 лiнiйно
незалежнi з v3, отже, як v2 можна взяти будь-який з них, наприклад
v2 = v̂2.

Остаточно знаходимо Ж.Н.Ф. B матрицi A та матрицю переходу
S:

B =




3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1


 , S =




1 1 −1 1
1 0 −1 0
0 −1 2 0
0 0 0 −2


 .

Приклад 8.8. Зведiть до Ж.Н.Ф. матрицю

A =




3 2 2 2
2 3 2 2
0 0 1 1
0 0 0 5


 .

Доведення. Спочатку визначимо тип Ж.Н.Ф. Для цього обчислює-
мо характеристичний многочлен (зваживши на те, що наша матриця
блочно-трикутна):

χA(λ) = det




3− λ 2 2 2
2 3− λ 2 2
0 0 1− λ 1
0 0 0 5− λ


 =

= ((3− λ)(3− λ)− 4)(1− λ)(5− λ) = (λ2 − 6λ + 5)(1− λ)(5− λ) =

= (λ− 1)2(λ− 5)2.
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Маємо власнi числа 1 та 5, обидва кратностi 2. Для визначення
типу Ж.Н.Ф. треба знайти дефекти матриць A− E та A− 5E.

A− E =




2 2 2 2
2 2 2 2
0 0 0 1
0 0 0 4


 .

Дефект цiєї матрицi, зрозумiло, дорiвнює 4− 2 = 2.

A− 5E =



−2 2 2 2
2 −2 2 2
0 0 −4 1
0 0 0 0


 .

Дефект цiєї матрицi, очевидно, дорiвнює 4− 3 = 1. Отже, ми маємо
справу з Ж.Н.Ф. восьмого типу.

Спробуємо знайти матрицю переходу, використовуючи наведений
вище алгоритм 8.8. Спочатку знайдемо власнi вектори з власним чи-
слом 1:

A− E =




2 2 2 2
2 2 2 2
0 0 0 1
0 0 0 4


 7→

(
2 2 2 2
0 0 0 1

)
{[1] + (−2) ∗ [2]} 7→

7→
(

2 2 2 0
0 0 0 1

)
{(1/2) ∗ [1]} 7→

(
1 1 1 0
0 0 0 1

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1 та
x2 вiльними змiнними:





x1 = x1
x2 = x2
x3 = −x1 − x2
x4 = 0

,




x1
x2
x3
x4


 =




1
0
−1
0


 x1 +




0
1
−1
0


 x2.

Отже,

v1 =




1
0
−1
0


 , v2 =




0
1
−1
0


 .
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Тепер знайдемо власний вектор з власним числом 5:

A− 5E =



−2 2 2 2
2 −2 2 2
0 0 −4 1
0 0 0 0


 7→

( −2 2 2 2
2 −2 2 2
0 0 −4 1

)

{[2] + 1 ∗ [1]} 7→
( −2 2 2 2

0 0 4 4
0 0 −4 1

)
{(1/2) ∗ [1]}

{(1/4) ∗ [2]} 7→
( −1 1 1 1

0 0 1 1
0 0 −4 1

)
{[1] + (−1) ∗ [2]}

{[3] + (−1) ∗ [2]} 7→
( −1 1 0 0

0 0 1 1
0 0 −5 0

)
{(−1/5) ∗ [3]} 7→

7→
( −1 1 0 0

0 0 1 1
0 0 1 0

)
{[2] + (−1) ∗ [3]} 7→

( −1 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
вiльною змiнною:





x1 = x1
x2 = x1
x3 = 0
x4 = 0

,




x1
x2
x3
x4


 =




1
1
0
0


 x1.

Отже,

v3 =




1
1
0
0


 .

Для знаходження вектора v4 потрiбно розв’язати таку неоднорiдну
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С.Л.Р.:


−2 2 2 2
2 −2 2 2
0 0 −4 1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣

1
1
0
0


 7→

( −2 2 2 2
2 −2 2 2
0 0 −4 1

∣∣∣∣∣
1
1
0

)

{[1] + (−2) ∗ [3]}{[2] + (−2) ∗ [3]} 7→
( −2 2 10 0

2 −2 10 0
0 0 −4 1

∣∣∣∣∣
1
1
0

)

{[2] + 1 ∗ [1]} 7→
( −2 2 10 0

0 0 20 0
0 0 −4 1

∣∣∣∣∣
1
2
0

)
{(1/20) ∗ [2]}

7→
( −2 2 10 0

0 0 1 0
0 0 −4 1

∣∣∣∣∣
1

1/10
0

)
{[1] + (−10) ∗ [2]}{[3] + 4 ∗ [2]}

7→
( −2 2 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
0

1/10
2/5

)
{(−1/2) ∗ [1]} 7→

( −1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
0

1/10
2/5

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
вiльною змiнною:





x1 = x1
x2 = x1
x3 = 1/10
x4 = 2/5

,




x1
x2
x3
x4


 =




0
0

1/10
2/5


 +




1
1
0
0


 x1.

Отже, вектор v4 можна вибрати, наприклад, таким чином:

v4 =




0
0

1/10
2/5


 .

Остаточно знаходимо Ж.Н.Ф. B матрицi A та матрицю переходу
S:

B =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 5 1
0 0 0 5


 , S =




1 0 1 0
0 1 1 0
−1 −1 0 1/10
0 0 0 2/5


 .

Приклад 8.9. Зведiть до Ж.Н.Ф. матрицю

A =




1 2 1 2
2 4 2 1
0 0 1 2
0 0 0 5


 .
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Доведення. Спочатку визначимо тип Ж.Н.Ф. Для цього обчислює-
мо характеристичний многочлен (зваживши на те, що наша матриця
блочно-трикутна):

χA(λ) = det




1− λ 2 1 2
2 4− λ 2 1
0 0 1− λ 2
0 0 0 3− λ


 =

= ((1− λ)(4− λ)− 4)(1− λ)(5− λ) = (λ2 − 5λ)(1− λ)(3− λ) =

= λ(λ− 1)(λ− 5)2.

Маємо власнi числа 0, 1 та 5, останнє з яких має кратнiть 2. Для
визначення типу Ж.Н.Ф. треба знайти дефект матрицi A− E:

A− 5E =



−4 2 1 2
2 −1 2 1
0 0 −4 2
0 0 0 0


 .

Легко бачити, що дефект цiєї матрицi дорiвнює 4 − 3 = 1. Отже,
матриця A має Ж.Н.Ф. дев’ятого типу.

Спробуємо знайти матрицю переходу, використовуючи наведений
вище алгоритм 8.9. Спочатку знайдемо власний вектор з власним
числом 0:

A =




1 2 1 2
2 4 2 1
0 0 1 2
0 0 0 5


 .

Розв’язок цiєї системи легко пiдбирається, наприклад,

v1 =




2
−1
0
0


 .
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Тепер знайдемо власний вектор з власним числом 1:

A− E =




0 2 1 2
2 3 2 1
0 0 0 2
0 0 0 4


 {(1/2) ∗ [3]} 7→

(
0 2 1 2
2 3 2 1
0 0 0 1

)

{[1] + (−2) ∗ [3]}{[2] + (−1) ∗ [3]} 7→
(

0 2 1 0
2 3 2 0
0 0 0 1

)

{[2] + (−2) ∗ [1]} 7→
(

0 2 1 0
2 −1 0 0
0 0 0 1

)
{[1] + 2 ∗ [2]} 7→

7→
(

4 0 1 0
2 −1 0 0
0 0 0 1

)
{(−1) ∗ [2]} 7→

(
4 0 1 0
−2 1 0 0
0 0 0 1

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
вiльною змiнною:





x1 = x1
x2 = 2x1
x3 = −4x1
x4 = 0

,




x1
x2
x3
x4


 =




1
2
−4
0


 x1.

Отже,

v2 =




1
2
−4
0


 .

Тепер знайдемо власний вектор з власним числом 5:

A− 5E =



−4 2 1 2
2 −1 2 1
0 0 −4 2
0 0 0 0


 7→

( −4 2 1 2
2 −1 2 1
0 0 −4 2

)

{(1/2) ∗ [3]} 7→
( −4 2 1 2

2 −1 2 1
0 0 −2 1

)
{[1] + (−2) ∗ [3]}{[2] + (−1) ∗ [3]}

7→
( −4 2 5 0

2 −1 4 0
0 0 −2 1

)
{[1] + 2 ∗ [2]} 7→

(
0 0 13 0
2 −1 4 0
0 0 −2 1

)
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{(1/13) ∗ [1]} 7→
(

0 0 1 0
2 −1 4 0
0 0 −2 1

)
{[2] + (−4) ∗ [1]}{[3] + 2 ∗ [1]}

7→
(

0 0 1 0
2 −1 0 0
0 0 0 1

)
7→

(
0 0 1 0
−2 1 0 0
0 0 0 1

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
вiльною змiнною:





x1 = x1
x2 = 2x1
x3 = 0
x4 = 0

,




x1
x2
x3
x4


 =




1
2
0
0


 x1.

Отже,

v3 =




1
2
0
0


 .

Для знаходження вектора v4 потрiбно розв’язати таку неоднорiдну
С.Л.Р.:



−4 2 1 2
2 −1 2 1
0 0 −4 2
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣

1
2
0
0


 7→

( −4 2 1 2
2 −1 2 1
0 0 −4 2

∣∣∣∣∣
1
2
0

)
{(1/2) ∗ [3]}

7→
( −4 2 1 2

2 −1 2 1
0 0 −2 1

∣∣∣∣∣
1
2
0

)
{[1] + (−2) ∗ [3]}{[2] + (−1) ∗ [3]}

7→
( −4 2 5 0

2 −1 4 0
0 0 −2 1

∣∣∣∣∣
1
2
0

)
{[1] + 2 ∗ [2]} 7→

(
0 0 13 0
2 −1 4 0
0 0 −2 1

∣∣∣∣∣
5
2
0

)
7→

(
0 0 1 0
2 −1 4 0
0 0 −2 1

∣∣∣∣∣
5/13

2
0

)

{[2] + (−4) ∗ [1]}{[3] + 2 ∗ [1]} 7→
(

0 0 1 0
2 −1 0 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
5/13
6/13
10/13

)

{(−1) ∗ [2]} 7→
(

0 0 1 0
−2 1 0 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣
5/13
−6/13
10/13

)
.

Записуємо вiдповiдну систему та її векторну форму, вибираючи x1
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вiльною змiнною:




x1 = x1
x2 = 2x1 − 6/13
x3 = 5/13
x4 = 10/13

,




x1
x2
x3
x4


 =




0
−6/13
5/13
10/13


 +




1
2
0
0


 x1.

Отже, вектор v4 можна вибрати, наприклад, таким чином:

v4 =




0
−6/13
5/13
10/13


 .

Остаточно знаходимо Ж.Н.Ф. B матрицi A та матрицю переходу
S:

B =




0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 5 1
0 0 0 5


 , S =




2 1 1 0
−1 2 2 −6/13
0 −4 0 5/13
0 0 0 10/13


 .

8.4 Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 8.1. Зведiть до Ж.Н.Ф. матрицi



1 4 3 2
0 1 4 3
0 0 1 4
0 0 0 1


 ,




5 1 1 −1
−4 1 1 −1
0 0 3 2
0 0 0 3


 ,




8 2 2 2
−8 0 2 2
0 0 6 2
0 0 −2 2


 ,




1 2 3 −1
0 2 1 2
0 0 1 3
0 0 0 1


 ,




1 −3 0 3
−2 −6 0 13
0 −3 1 3
−1 −4 0 8


 ,




3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1


 ,




3 −4 0 2
4 −5 −2 4
0 0 3 −2
0 0 2 −1


 ,




3 −1 1 −7
9 −3 −7 1
0 0 4 −8
0 0 2 −4


 ,




5 3 6 6
3 5 6 6
0 0 2 3
0 0 0 2


 ,




4 1 0 0
1 4 0 0
1 1 3 0
1 1 2 3


 ,




1 2 1 2
1 2 3 4
0 0 1 2
0 0 1 2


 ,




4 1 4 2
4 1 2 3
0 0 3 1
0 0 1 3


 .
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9 Мiнiмальний многочлен матрицi

9.1 Теоретичнi вiдомостi

Жорданова нормальна форма дозволяє досить легко розв’язувати
значну кiлькiсть задач, пов’язаних з властивостями матриць. У цьому
роздiлi розберемо властивостi так званого мiнiмального многочлена
матрицi.

Означення 9.1. Нехай A ∈ Matn×n(K). Многочлен 0 6= f(x) ∈ K[x]
називається мiнiмальним многочленом матрицi A, якщо виконую-
ться наступнi умови:

1. f(A) = 0;

2. f(x) унiтарний, тобто його старший коефiцiєнт дорiвнює 1.

3. Для довiльного многочлена g(x) ∈ K[x], степiнь якого менша
за степiнь f(x), виконується g(A) 6= 0.

Основнi властивостi мiнiмального многочлена матрицi A, який, як
правило, позначається mA(x), зiбрано в наступнiй теоремi:

Теорема 9.1. 1. Мiнiмальний многочлен iснує i єдиний.

2. Для довiльної невиродженої матрицi S ∈ Matn×n(K) справе-
дливо mA(x) = mS−1AS(x).

3. mA(x)|χA(x).

4. mA(x) є дiльником довiльного ненульового многочлена g(x) ∈
K[x], для якого g(A) = 0.

5. Матриця A є дiагоналiзовною тодi i тiльки тодi, коли mA(x)
розкладається в K(x) на лiнiйнi множники i не має кратних
коренiв.

6. Для K = C коренями mA(x) є власнi числа матрицi A i лише
вони.

7. Для K = C та для власного числа λ матрицi A кратнiсть λ як
кореня mA(x) дорiвнює найбiльшому розмiру клiтини Жордана
з власним числом λ, що зустрiчається в Ж.Н.Ф. матрицi A.

Остання з властивостей, описаних в наведенiй вище теоремi, дає
ефективний алгоритм знаходження мiнiмального многочлена матри-
цi, про який пiде мова далi.

98



9.2 Основнi типи задач

Iснує один природний тип задач з цiєї тематики. Проте, ми розiб’ємо
його на два рiзнi пiдтипи:

1. Знайдiть мiнiмальний многочлен матрицi A, що задана в звичай-
ному виглядi.

2. Знайти мiнiмальний многочлен матрицi A, що задана своєюЖ.Н.Ф.

Коректнiсть постановки останньої задачi забезпечується другим
пунктом наведеної вище теореми 9.1.

9.3 Алгоритми розв’язання основних типiв задач

Алгоритм 9.1. Знаходження мiнiмального многочлена квадратної
матрицi A, що задана у звичайному виглядi.

Для знаходження мiнiмального многочлена матрицi A, що задана
у звичайному виглядi, необхiдно:

• Знайти Ж.Н.Ф. матрицi A, використовуючи алгоритм 5.1.

• Для кожного власного числа λ знайти максимальну розмiрнiсть
kλ клiтинЖордана з цим власним числом, що входять доЖ.Н.Ф.
матрицi A.

• Записати мiнiмальний многочлен матрицi, як добуток множни-
кiв (x− λ)kλ за всiма власними числами λ матрицi A.

Алгоритм 9.2. Знаходження мiнiмального многочлена квадратної
матрицi A, що задана своєю Ж.Н.Ф.

Для знаходження мiнiмального многочлена матрицi A, що задана
своєю Ж.Н.Ф., необхiдно:

• Для кожного власного числа λ знайти максимальну розмiрнiсть
kλ клiтинЖордана з цим власним числом, що входять доЖ.Н.Ф.
матрицi A.

• Записати мiнiмальний многочлен матрицi, як добуток множни-
кiв (x− λ)kλ за всiма власними числами λ матрицi A.

9.4 Приклади

Приклад 9.1. Знайдiть мiнiмальний многочлен матрицi

A =

(
3 −1 −1
0 2 0
1 1 1

)
.
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Доведення. Спочатку знаходимо характеристичний многочлен матри-
цi A:

χA(λ) = det

(
3− λ −1 −1

0 2− λ 0
1 1 1− λ

)
= (2− λ)((3− λ)(1− λ) + 1) =

= (2− λ)(λ2 − 4λ + 4) = −(λ− 2)2(λ + 2).

Отже, ми маємо два власнi числа: λ1 = 2 кратностi 2 та λ2 = −2
кратностi 1. Для знаходженняЖ.Н.Ф. матрицi A потрiбно визначити
дефект матрицi A− 2E:

A− 2E =

(
1 −1 −1
0 0 0
1 1 −1

)
7→

(
1 −1 −1
1 1 −1

)

{[2] + (−1) ∗ [1]} 7→
(

1 −1 −1
0 2 0

)
.

Ранг останньої матрицi дорiвнює 2, отже, її дефект дорiвнює 3−2 = 1.
Маємо одну клiтину Жордана з власним числом 2. Отже, Ж.Н.Ф.
матрицi A має вигляд J1(−2)⊕ J2(2).

Далi для кожного власного числа треба знайти максимальний роз-
мiр клiтини Жордана з цим власним числом, що входить до обчисле-
ної Ж.Н.Ф. матрицi A. Для −2 це, очевидно, 1. Для 2 це, зрозумiло,
2. Отже,

mA(x) = (x + 2)(x− 2)2.

Приклад 9.2. Знайдiть мiнiмальний многочлен матрицi

A = J2(3)⊕ J3(3)⊕ J2(2)⊕ J3(−1)⊕ J3(3).

Доведення. Матриця задана своєю Ж.Н.Ф. Отже, для розв’язання
задачi нам просто необхiдно для кожного власного числа знайти ма-
ксимальний розмiр клiтини Жордана з цим власним числом, що вхо-
дить до Ж.Н.Ф. матрицi A. Ми маємо три власнi числа: −1, 2 та
3. Вiдповiднi максимальнi степенi дорiвнюють: k−1 = 3, k2 = 2 та
k3 = 3. Отже,

mA(x) = (x + 1)3(x− 2)2(x− 3)3.

Приклад 9.3. Знайдiть мiнiмальний многочлен матрицi

A = J5(1)⊕ J5(−2)⊕ Jk(1)⊕ J3(−2)⊕ J4(2).
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Доведення. Матриця задана своєю Ж.Н.Ф. Отже, для розв’язання
задачi нам просто необхiдно для кожного власного числа знайти ма-
ксимальний розмiр клiтини Жордана з цим власним числом, що вхо-
дить до Ж.Н.Ф. матрицi A. Ми маємо три власнi числа: −2, 1 та 2.
Для власних числел −2 та 2 вiдповiднi максимальнi степенi дорiвню-
ють: k−2 = 5 та k2 = 4. Для власного числа 1 результат залежить
вiд k. При k ≤ 5 маємо k1 = 5. При k > 5 маємо k1 = k. Це можна
записати в такому компактному виклядi: k1 = max(5, k). Отже,

mA(x) = (x + 2)5(x− 1)max(5,k)(x− 2)4.

9.5 Задачi теоретичного характеру

Приклад 9.4. Про матрицю A вiдомо, що A2 = E. Доведiть, що
A дiагоналiзовна.
Доведення. За умовою, матриця A анулюється многочленом x2−1 =
(x− 1)(x + 1), який не має кратних коренiв. Оскiльки mA(x) є дiль-
ником x2 − 1, згiдно з четвертiм пунктом теореми 9.1 ми отримуємо,
що mA(x) також не має кратних коренiв. Згiдно з п’ятiм пунктом
згадуваної теореми матриця A є дiагоналiзовною.
Приклад 9.5. Про матрицi A та B вiдомо, що χA(λ) = χB(λ) та
mA(x) = mB(x). Чи можна стверджувати, що цi матрицi мають
однакову Ж.Н.Ф.?
Доведення. Взагалi кажучи, нi. Контрприклад найменшого мажли-
вого розмiру ось такий:

A =




1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1


 , B =




1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 .

Легко перевiрити, що χA(λ) = χB(λ) = (λ− 1)4 та mA(x) = mB(x) =
(x − 1)2. Проте A = J2(1) ⊕ J2(1) а B = J2(1) ⊕ J1(1) ⊕ J1(1), що
означає, що Ж.Н.Ф. цих матриць рiзнi.
Зауваження. Варто зауважити, що твердження задачi справе-
дливе для матриць розмiру 1 × 1, 2 × 2 та 3 × 3. Перевiрка цього
дуже проста i ми її опускаємо.
Приклад 9.6. Доведiть, що для довiльної матрицi A ∈ Matn×n(C)
iснує k ∈ N таке, що χA(x)|(mA(x))k.
Доведення. Згiдно з шостiм пунктом теореми 9.1 коренi mA(x) та
χA(x) збiгаються (без урахування кратностi). Звiдси випливає, що
χA(x)|(mA(x))deg χA(x).
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9.6 Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 9.1. Знайдiть мiнiмальнi многочлени матриць:
(

4 −2 2
−2 7 5
−6 6 −4

)
,

(
1 2 1
2 1 2
3 3 3

)
,




1 1 2 1
2 2 1 2
0 0 3 3
0 0 −3 −3


 ,




2 1 2 1
2 1 2 2
0 0 2 1
0 0 3 0


 ,




1 2 −1 1
2 1 2 2
0 0 5 −2
0 0 −2 5


 .

Задача 9.2. Знайдiть мiнiмальнi многочлени матриць:

• J2(1)⊕ J3(4)⊕ J5(1);

• J4(2)⊕ J2(2)⊕ J4(2)⊕ J3(2);

• J1(1)⊕ J2(−2)⊕ J3(3)⊕ J4(−4);

• J2(−1)⊕ J1(−1)⊕ J3(2)⊕ J4(−2).

Задача 9.3. Знайдiть мiнiмальнi многочлени матриць:

• J4(2)⊕ Jk(4)⊕ J3(6);

• Jk(−2)⊕ J2(−2)⊕ J3(−2)⊕ J3(−2);

• J3(1)⊕ Jk(1)⊕ J2(4)⊕ Jm(4);

• J2(−1)⊕ J3(1)⊕ J5(−1)⊕ Jk(1).

Задача 9.4. Доведiть, що iдемпотентна матриця (тобто матри-
ця A, що задовольняє рiвнняння A2 = A) є дiагоналiзовною.

Задача 9.5. Доведiть, що мiнiмальний многочлен будь-якої квад-
ратної блочно-дiагональної матрицi дорiвнює найменшому спiльно-
му кратному мiнiмальних многочленiв її дiагональних блокiв.

Задача 9.6. Нехай лiнiйний оператор, матрицею якого є матри-
ця A, має нетривiальний iнварiантний пiдпростiр. Доведiть, що
мiнiмальний многочлен матрицi обмеження оператора A на цей
iнварiантний пiдпростiр дiлить mA(x).
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10 Iнварiантнi пiдпростори

10.1 Теоретичнi вiдомостi

Ж.Н.Ф. матрицi дає дуже потужний iнструмент для вивчення та зна-
ходження iнварiантних пiдпросторiв матрицi у випадку K = C. Про-
тягом цiєї глави ми вважатимемо K = C. Нагадаємо означення:
Означення 10.1. Iнварiантрним пiдпростором квадратної матри-
цi A ∈ Matn×n(K) називається такий пiдпростiр U ⊂ Kn, що Av ∈
U для довiльного v ∈ U .

Цiлком очевидно, що довiльна матриця має iнварiантними пiдпро-
сторами нульовий пiдпростiр та весь простiр Kn. Цi пiдпростори на-
зиваються тривiальними. Надалi пiд iнварiантним пiдпростором ми
розумiтимемо нетривiальний iнварiантний пiдпростiр (тобто вiдмiн-
ний вiд 0 та Kn). Основнi вiдомостi про iнварiантнi пiдпростори зi-
брано в наступнi теоремi:
Теорема 10.1. 1. Кiлькiсть iнварiантних пiдпросторiв матрицi

A є скiнченною тодi та лише тодi, коли в Ж.Н.Ф. матрицi A
кожному власному числу вiдповiдає єдина клiтина Жордана.
Iншими словами, коли χA(x) = mA(x).

2. Кожен власний пiдпростiр матрицi A є прямою сумою своїх
перетинiв з кореневими пiдпросторами матрицi A.

10.2 Основнi типи задач

Можна видiлити один природний тип задач з цiєї тематики:

1. Знайти усi iнварiантнi пiдпростори матрицi A.

Змiстовною та придатною до розв’язання ця задача стає у двох
випадках: коли матриця A дiагоналiзовна, або коли матриця A має
скiнченну кiлькiсть iнварiантних пiдпросторiв. Нижче ми наведемо
алгоритми розв’язання задач саме в цих випадках. Нiчого iншого на
практичних заняттях не зустрiчається.

10.3 Алгоритми розв’язання основних типiв задач

Алгоритм 10.1. Знаходженя усiх iнварiантних пiдпросторiв дiа-
гоналiзовної матрицi A:

Для знаходження усiх iнварiантних пiдпросторiв дiагоналiзовної
матрицi A необхiдно:

• Звести матрицю A до дiагонального вигляду (наприклад, ви-
користовуючи алгоритм 4.3). Зафiксувати вектори v1, v2, . . . , vn
власного базису.
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• Iнварiантний пiдпростiр виписується за таким правилом: В ко-
жному з V (λ,A) вибирається деякий пiдпростiр, i утворюється
пряма сума. Зокрема, якщо матриця A має всi рiзнi власнi числа
(простий спектр), то власний пiдпростiр A однозначно задається
пiдмножиною векторiв з v1, v2, . . . , vn (порожня пiдмножина вiд-
повiдає 0, а весь набiр — Kn). У цьому випадку матимемо 2n

iнварiантних пiдпросторiв.

Алгоритм 10.2. Знаходження усiх iнварiантних пiдпросторiв ма-
трицi A, для якої χA(λ) = mA(λ):

Для знаходження усiх iнварiантних пiдпросторiв матрицi A, для
якої χA(λ) = mA(λ), необхiдно:

• Звести матрицю A до Ж.Н.Ф. (наприклад, використовуючи ал-
горитм 5.2). Зафiксувати вектори v1, v2, . . . , vn власного базису.

• Iнварiантний пiдпростiр виписується за таким правилом: Для ко-
жної клiтини Жордана, що входить в Ж.Н.Ф. матрицi A, i якiй
вiдповiдає ланцюжок vi, vi+1, . . . , vi+l базисних векторiв, вибира-
ються декiлька початкових базисних векторiв, починаючи з вла-
сного вектора. Об’єднання по всiх клiтинах Жордана дає базис
iнварiантного пiдпростору. Зокрема, якщо розмiри клiтин Жор-

дана k1, k2, . . . , ks, матимемо
s∏

i=1

(ki + 1) власних пiдпросторiв.

10.4 Приклади

Приклад 10.1. Знайдiть усi пiдпростори, що iнварiантнi вiдносно
матрицi

A =

(
4 −2 2
2 0 2
−1 1 1

)
.

Доведення. Спочатку зводимо A до Ж.Н.Ф. Для цього спершу ми
обчислюємо характеристичний многочлен нашої матрицi:

χA(λ) = det

(
4− λ −2 2

2 −λ 2
−1 1 1− λ

)
=

= (4− λ)(−λ)(1− λ) + 4 + 4− 2λ−
− 2(4− λ) + 4(1− λ) = −λ3 + 5λ2 − 8λ + 4 = −(λ− 2)2(λ− 1).

Маємо власне число λ1 = 2 кратностi 2 та власне число λ2 = 1 кра-
тностi 1. Для обчислення типу Ж.Н.Ф. нашої матрицi треба знайти
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дефект матрицi A− 2E:

A− 2E =

(
2 −2 2
2 −2 2
−1 1 −1

)
7→ ( −1 1 −1 ) .

Маємо, що дефект матрицi A−2E дорiвнює 2. Отже, матриця A має
Ж.Н.Ф. J1(1)⊕ J1(2)⊕ J1(2) i є дiагоналiзовною.

Знаходимо власний вектор з власним числом 1:

A−E =

(
3 −2 2
2 −1 2
−1 1 0

)
{[2] + 1 ∗ [3]}{[1] + 2 ∗ [3]} 7→

(
1 0 2
1 0 2
−1 1 0

)

7→
(

1 0 2
−1 1 0

)
{[2] + 1 ∗ [1]} 7→

(
1 0 2
0 1 2

)
.

Вибираємо x3 вiльною змiнною:
{ x1 = −2x3

x2 = −2x3
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

( −2
−2
1

)
x3.

Отже, ми можемо вибрати

v1 =

( −2
−2
1

)
.

Знаходимо власнi вектори з власним числом 2:

A− 2 =

(
2 −2 2
2 −2 2
−1 1 −1

)
7→ ( −1 1 −1 ) .

Вибираємо x1 та x3 вiльними змiнними:
{ x1 = x1

x2 = x1 + x3
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
1
0

)
x2 +

(
0
1
1

)
x3.

Отже, ми можемо вибрати

v2 =

(
1
1
0

)
, v3 =

(
0
1
1

)
.

Маємо Ж.Н.Ф. B матрицi A та матрицю переходу S:

B =

(
1 0 0
0 2 0
0 0 2

)
, S =

( −2 1 0
−2 1 1
1 0 1

)
.
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Матриця A є дiагоналiзовною, проте має власне число 2 кратностi
бiльше за одиницю. За алгоритмом 10.1 виписуємо усi iнварiантнi
пiдпростори матрицi A: 0; C3; Cv1; Cv2; C(av2 +v3), a ∈ C; Cv2⊕Cv3;
Cv1 ⊕ Cv2; Cv1 ⊕ C(av2 + v3), a ∈ C.

Приклад 10.2. Знайдiть усi пiдпростори, що iнварiантнi вiдносно
матрицi

A =

(
1 2 3
0 2 3
0 0 3

)
.

Доведення. Спочатку зводимо A до Ж.Н.Ф. Для цього обчислюємо
характеристичний многочлен:

χA(λ) = det

(
1− λ 2 3

0 2− λ 3
0 0 3− λ

)
= (1− λ)(2− λ)(3− λ).

Маємо власнi числа λ1 = 1, λ2 = 2 та λ3 = 3 кратностi 1.
Знаходимо власний вектор з власним числом 1:

A− E =

(
0 2 3
0 1 3
0 0 2

)

Розв’язок цiєї системи, що має ранг 1, очевидний:
( x1

x2
x3

)
=

(
1
0
0

)
x1.

Отже, ми можемо вибрати

v1 =

(
1
0
0

)
.

Знаходимо власний вектор з власним числом 2:

A− 2E =

( −1 2 3
0 0 3
0 0 1

)
7→

( −1 2 3
0 0 1

)

{[1] + (−3) ∗ [2]} 7→
( −1 2 0

0 0 1

)
{(−1) ∗ [1]} 7→

(
1 −2 0
0 0 1

)
.

Вибираємо x2 вiльною змiнною:
{ x1 = 2x2

x2 = x2
x3 = 0

,

( x1
x2
x3

)
=

(
2
1
0

)
x2.
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Отже, ми можемо вибрати

v2 =

(
2
1
0

)
.

Знаходимо власний вектор з власним числом 3:

A− 3E =

( −2 2 3
0 −1 3
0 0 0

)
7→

( −2 2 3
0 −1 3

)
{[1] + 2 ∗ [2]} 7→

7→
( −2 0 9

0 −1 3

)
{(−1/2) ∗ [1]}{(−1) ∗ [2]} 7→

(
1 0 9/2
0 1 −3

)
.

Вибираємо x3 вiльною змiнною:
{

x1 = −9/2x3
x2 = 3x3
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

( −9
6
2

)
x3/2.

Отже, ми можемо вибрати

v3 =

( −9
6
2

)
.

Маємо Ж.Н.Ф. B матрицi A та матрицю переходу S:

B =

(
1 0 0
0 2 0
0 0 3

)
, S =

(
1 1 −9
0 2 −6
0 0 2

)
.

Матриця A дiагоналiзовна i має простий спектр. Отже, ми матиме-
мо рiвно 8 iнварiантних пiдпросторiв: 0; C3; Cv1; Cv2; Cv3, Cv2⊕Cv3;
Cv1 ⊕ Cv2; Cv1 ⊕ Cv3.

Приклад 10.3. Знайдiть усi пiдпростори, що iнварiантнi вiдносно
матрицi

A =

(
1 1 1
0 1 1
0 0 2

)
.

Доведення. Спочатку зводимо A до Ж.Н.Ф. Для цього обчислюємо
характеристичний многочлен:

χA(λ) = det

(
1− λ 1 1

0 1− λ 1
0 0 2− λ

)
= (1− λ)2(2− λ).
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Маємо власне число λ1 = 1 кратностi 2 та власне число λ2 = 2 кра-
тностi 1.

Знаходимо власний вектор з власним числом 2:

A− 2E =

( −1 1 1
0 −1 1
0 0 0

)
7→

( −1 1 1
0 −1 1

)
{[1] + 1 ∗ [2]} 7→

7→
( −1 0 2

0 −1 1

)
{(−1) ∗ [1]}{(−1) ∗ [2]} 7→

(
1 0 −2
0 1 −1

)
.

Вибираємо x3 вiльною змiнною:
{

x1 = 2x3
x2 = x3
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
2
1
1

)
x3.

Отже, ми можемо вибрати

v1 =

(
2
1
1

)
.

Знаходимо власний вектор з власним числом 1:

A− E =

(
0 1 1
0 0 1
0 0 1

)

Розв’язок цiєї ситеми очевидний. Можна вибрати, наприклад,

v2 =

(
1
0
0

)
.

Знаходимо останнiй базисний вектор:
(

0 1 1
0 0 1
0 0 1

∣∣∣∣∣
1
0
0

)
.

Розв’язок цiєї ситеми також очевидний. Можна вибрати, наприклад,

v3 =

(
0
1
0

)
.

Кожному власному числу матрицi A вiдповiдає рiвно одна клiтина
Жордана. Отже, за допомогою алгоритму 10.2 виписуємо всi iнварi-
антнi пiдпростори: 0; C3; Cv1; Cv2; Cv2 ⊕ Cv3; Cv1 ⊕ Cv2.
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10.5 Задачi теоретичного характеру

Приклад 10.4. Доведiть, що довiльна комплексна матриця розмi-
ру n× n має iнварiантний пiдпростiр розмiру n− 1.
Доведення. Зведемо A до Ж.Н.Ф. Нехай v1, v2, . . . , vn — вiдповiдний
Жорданiв базис. З вигляду Ж.Н.Ф. легко отримуємо, що пiдпростiр,
породжений векторами v1, v2, . . . , vn−1 є iнварiантним вiдносно A.
Приклад 10.5. Для матриць A та B з Matn×n(C) справедлива рiв-
нiсть A2 = B2 = E. Доведiть, що в Cn iснує одно- або двовимiрний
пiдпростiр, iнварiантний вiдносно A та B одночасно.
Доведення. Спочатку варто зауважити, що обидвi матрицi мають
анулюючий многочлен x2 − 1, який не має кратних коренiв. Коре-
нями цього многочлена є числа ±1. Отже, матрицi A та B дiагоналi-
зовнi, крiм того, єдиними ненульовими власними пiдпросторами цих
матриць можуть бути лише пiдпростори V (1, A), V (−1, A), V (1, B)
та V (−1, B). Далi, з дiагоналiзовностi матриць одразу випливає, що

Kn = V (1, A)⊕ V (−1, A), Kn = V (1, B)⊕ V (−1, B).

Нехай m1 позначає максимум серед розмiрностей власних пiдпросто-
рiв V (1, A) та V (−1, A), а m2 позначає максимум серед розмiрностей
пiдпросторiв V (1, B) та V (−1, B). Якщо m1 +m2 > n, тодi вiдповiднi
пiдпростори максимальних розмiрностей перетинаються i ми легко
можемо знайти в цьому перетинi одновимiрний пiдпростiр, iнварiан-
тний вiдносно A та B одночасно. Отже, припустимо, що m1+m2 ≤ n.
Звiдси випливає, що n — парне, а розмiрностi усiх власних пiдпро-
сторiв дорiвнюють n/2.

Розглянемо матрицi AB та BA. За умов задачi виконується рiв-
нiсть (AB)(BA) = AB2A = AEA = A2 = E. Аналогiчно (BA)(AB) =
E. Отже, (AB) (BA) = (BA) (AB). Згiдно з прикладом 3.8 iснує
вектор v 6= 0, що є власним одночасно до матриць AB та BA. Роз-
глянемо пiдпростiр U , породжений векторами v, Av та Bv. Оскiльки
A(Av) = A2v = Ev = v, A(Bv) = (AB)v = λv, B(Bv) = v та
B(A)v = λ′v, пiдпростiр U iнварiантний вiдносно A та B. Якщо вiн
має розмiрнiсть меншу за 3, доведення закiнчено. Якщо нi, тодi його
розмiрнiсть рiвна 3, що є непарним числом. Отже, згiдно з першою ча-
стиною доведення U мiстить одновимiрний пiдпростiр, iнварiантний
вiдносно A та B одночасно.

10.6 Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 10.1. Знайдiть усi пiдпростори, що iнварiантнi вiдносно
матриць

(
2 2 1
0 1 2
0 0 −1

)
,

(
2 1 1
1 2 1
1 1 2

)
,

(
2 1 1
0 2 2
0 0 1

)
,




2 1 1 1
1 2 1 2
0 0 2 2
0 0 1 1


 .
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Задача 10.2. Знайдiть усi iнварiантнi пiдпростори для Jk(λ).

Задача 10.3. Доведiть, що Cn не можна розкласти в пряму суму
пiдпросторiв, iнварiантних до матрицi A, якщо A має єдину iнва-
рiантну пряму.

110



11 Функцiї вiд матриць

11.1 Теоретичнi вiдомостi

Жорданова нормальна форма матрицi дає дуже сильне технiчне зна-
ряддя для обчислення функцiй вiд матрицi. Функцiя вiд матрицi
визначається дуже просто: спочатку очевидним чином визначається
многочлен вiд матрицi, далi функцiя розкладається в ряд Тейлора
(розглядаються тiльки такi функцiї), пiсля чого функцiєю вiд ма-
трицi вважається границя часткових сум ряду Тейлора (якi є много-
членами), якщо така iснує в топологiї покоординатної збiжностi. Для
простоти ми вважатимемо K = C.

Основна властивiсть Ж.Н.Ф. стосовно обчислення функцiй вiд ма-
триць описана в наступнiй теоремi:

Теорема 11.1. Нехай A ∈ Matn×n(C) та f(x) така функцiя, для
якої iснує f(A). Тодi

1. Для довiльної оборотної матрицi S виконується рiвнiсть

f(SAS−1) = Sf(A)S−1.

2. Якщо A = Jk(λ), тодi

f(Jk(λ)) =




f(λ)
f ′(λ)

1!
f ′′(λ)

2!
. . .

f (k−1)(λ)
(k − 1)!

0 f(λ)
f ′(λ)

1!
. . .

f (k−2)(λ)
(k − 2)!

0 0 f(λ) . . .
f (k−3)(λ)
(k − 3)!

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . .
f ′(λ)

1!
0 0 0 . . . f(λ)




.

З наведеної вище теореми легко випливає алгоритм знаходження
функцiй вiд довiльних матриць, що буде наведений нижче:

11.2 Основнi типи задач

Так само, як i в попереднiй частинi, можна видiлити один природний
тип задач з цiєї тематики: Обчислити задану функцiю f вiд заданої
матрицi A.
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11.3 Алгоритми розв’язання основних типiв задач

Алгоритм 11.1. Обчислення заданої функцiї f вiд заданої матрицi
A:

Для того, щоб обчислити задану функцiю f вiд заданої матрицi
A, необхiдно:

• Звести матрицю A до Ж.Н.Ф. B та знайти матрицю переходу S
(використовуючи, наприклад, алгоритм 5.3).

• Обчислити f(B), використовуючи формулу з другої частини те-
ореми 11.1.

• Обчислити f(A) за формулою f(A) = Sf(B)S−1.

11.4 Приклади

Приклад 11.1. Обчислiть exp(A), де

A =
(

1 2
2 4

)
.

Доведення. Використаємо алгоритм 11.1. Спершу нам треба звести
задану матрицю A до Ж.Н.Ф. Обчислюємо характеристичний мно-
гочлен:

χA(λ) = det
(

1− λ 2
2 4− λ

)
= (1−λ)(4−λ)−4 = λ2−5λ = λ(λ−5).

Маємо два власнi числа: λ1 = 0 та λ2 = 5, обидва кратностi 1. Отже,
Ж.Н.Ф. матрицi A матиме вигляд:

B =
(

0 0
0 5

)
.

Знаходимо власний вектор з власним числом 0:

A =
(

1 2
2 4

)
7→ ( 1 2 ) .

Вибираємо x2 вiльною змiнною:
{

x1 = −2x2
x2 = x2

,
(

x1
x2

)
=

( −2
1

)
x2.

Отже, можна вибрати
v1 =

( −2
1

)
.
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Знаходимо власний вектор з власним числом 5:

A− 5E =
( −4 2

2 −1

)
7→ ( −2 1 ) .

Вибираємо x1 вiльною змiнною:
{

x1 = x1
x2 = 2x1

,
(

x1
x2

)
=

(
1
2

)
x1.

Отже, можна вибрати
v2 =

(
1
2

)
.

Матриця переходу матиме вигляд:

S =
( −2 1

1 2

)
.

Для обчислень нам ще буде потрiбна матриця S−1:
( −2 1

1 2

∣∣∣ 1 0
0 1

)
{[1]↔[2]} 7→

(
1 2
−2 1

∣∣∣ 0 1
1 0

)
{[2] + 2 ∗ [1]} 7→

7→
(

1 2
0 5

∣∣∣ 0 1
1 2

)
{(1/5) ∗ [2]} 7→

(
1 2
0 1

∣∣∣ 0 1
1/5 2/5

)

{[1] + (−2) ∗ [2]} 7→
(

1 0
0 1

∣∣∣ −2/5 1/5
1/5 2/5

)
.

Отже,

S−1 =

(
−2/5 1/5
1/5 2/5

)
.

Спочатку обчислюємо exp(B):

exp(B) = exp
(

0 0
0 5

)
=

(
1 0
0 e5

)
.

Тепер можна знайти i exp(A):

exp(A) = S
(

1 0
0 e5

)
S−1 =

( −2 1
1 2

)(
1 0
0 e5

)(
−2/5 1/5
1/5 2/5

)
=

=

(
−2 e5

1 2e5

)(
−2/5 1/5
1/5 2/5

)
=

(
(4 + e5)/5 (−2 + 2e5)/5

(−2 + 2e5)/5 (1 + 4e5)/5

)
.
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Приклад 11.2. Обчислiть exp(A), де

A =

(
2 1 1
1 2 −1
0 0 1

)
.

Доведення. Використаємо алгоритм 11.1. Спершу нам треба звести
задану матрицю A до Ж.Н.Ф. Обчислюємо характеристичний мно-
гочлен:

χA(λ) = det

(
2− λ 1 1

1 2− λ −1
0 0 1− λ

)
=

= ((2−λ)(2−λ)−1)(1−λ) = (λ2−4λ+3)(1−λ) = −(λ−1)2(λ−3).

Маємо два власнi числа: λ1 = 1 кратностi 2 та λ2 = 3 кратностi 1.
Для визначення типу Ж.Н.Ф. потрiбно знайти дефект матрицi A−E:

A− E =

(
1 1 1
1 1 −1
0 0 0

)
.

Очевидно, що ранг цiєї матрицi дорiвнює 2, тобто її дефект дорiвнює
3− 2 = 1. Отже, Ж.Н.Ф. B матрицi A матиме вигляд:

B =

(
3 0 0
0 1 1
0 0 1

)
.

Знаходимо власний вектор з власним числом 3:

A− 3E =

( −1 1 1
1 −1 −1
0 0 −2

)
.

Розв’язок цiєї однорiдної С.Л.Р. легко вгадується, наприклад,

v1 =

(
1
1
0

)
.

Знаходимо власний вектор з власним числом 1:

A− 1E =

(
1 1 1
1 1 −1
0 0 0

)
.

Розв’язок цiєї однорiдної С.Л.Р. також легко вгадується, наприклад,

v2 =

(
1
−1
0

)
.
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Знаходимо останнiй базисний вектор v3. Для цього розв’язуємо та-
ку неоднорiдну С.Л.Р.:

(
1 1 1
1 1 −1
0 0 0

∣∣∣∣∣
1
−1
0

)
.

Розв’язок цiєї системи теж дуже просто вгадати, наприклад,

v3 =

(
0
0
1

)
.

Отже, матриця переходу матиме вигляд:

S =

(
1 1 0
1 −1 0
0 0 1

)
.

Для обчислень нам ще буде потрiбна матриця S−1:
(

1 1 0
1 −1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
{[2] + (−1) ∗ [1]} 7→

7→
(

1 1 0
0 −2 0
0 0 1

∣∣∣∣∣
1 0 0
−1 1 0
0 0 1

)
7→

(
1 1 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣
1 0 0

1/2 −1/2 0
0 0 1

)

{[1] + (−1) ∗ [2]} 7→
(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣
1/2 1/2 0
1/2 −1/2 0
0 0 1

)
.

Отже,

S−1 =

(
1/2 1/2 0
1/2 −1/2 0
0 0 1

)
.

Спочатку обчислюємо exp(B):

exp(B) = exp

(
3 0 0
0 1 1
0 0 1

)
=

(
e3 0 0
0 e e
0 0 e

)
.
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Нагадаємо, що (exp x)′ = exp x. Тепер можна знайти i exp(A):

exp(A) = S exp(B)S−1 = S

(
e3 0 0
0 e e
0 0 e

)
S−1 =

(
1 1 0
1 −1 0
0 0 1

)
·

·
(

e3 0 0
0 e e
0 0 e

)(
1/2 1/2 0
1/2 −1/2 0
0 0 1

)
=

(
e3 e e
e3 −e −e
0 0 e

)
·

·
(

1/2 1/2 0
1/2 −1/2 0
0 0 1

)
=

(
(e3 + e)/2 (e3 − e)/2 e
(e3 − e)/2 (e3 + e)/2 −e

0 0 e

)
.

Приклад 11.3. Обчислiть A100, де

A =
(

0 2
−3 5

)
.

Доведення. Зводимо матрицю A до Ж.Н.Ф. Обчислюємо характери-
стичний многочлен:

χA(λ) = det
( −λ 2
−3 5− λ

)
= −λ(5−λ)+6 = λ2−5λ+6 = (λ−2)(λ−3).

Маємо два власнi числа λ1 = 2 та λ2 = 3, обидва кратностi 1. Отже,
Ж.Н.Ф. матрицi A матиме вигляд:

B =
(

2 0
0 3

)
.

Знаходимо власний вектор з власним числом 2:

A− 2E =
( −2 2
−3 3

)
7→ ( 1 −1 ) .

Вибираємо x2 вiльною змiнною:
{

x1 = x2
x2 = x2

,
(

x1
x2

)
=

(
1
1

)
x2.

Отже, можна вибрати
v1 =

(
1
1

)
.

Знаходимо власний вектор з власним числом 3:

A− 3E =
( −3 2
−3 2

)
7→ ( −3/2 1 ) .
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Вибираємо x1 вiльною змiнною:
{

x1 = x1
x2 = 3x1/2

,
(

x1
x2

)
=

(
2
3

)
x1/2.

Отже, можна вибрати
v2 =

(
2
3

)
.

Матриця переходу матиме вигляд:

S =
(

1 2
1 3

)
.

Для обчислень нам ще буде потрiбна матриця S−1:
(

1 2
1 3

∣∣∣ 1 0
0 1

)
{[2] + (−1) ∗ [1]} 7→

(
1 2
0 1

∣∣∣ 1 0
−1 1

)

{[1] + (−2) ∗ [2]} 7→
(

1 0
0 1

∣∣∣ 3 −2
−1 1

)
.

Отже,
S−1 =

(
3 −2
−1 1

)
.

Спочатку обчислюємо B100:

B100 =
(

2 0
0 3

)100
=

(
2100 0
0 3100

)
.

Тепер можна знайти i A100:

A100 = S

(
2100 0
0 3100

)
S−1 =

(
1 2
1 3

)(
2100 0
0 3100

) (
3 −2
−1 1

)
=

=

(
2100 2 · 3100

2100 3101

) (
3 −2
−1 1

)
=

=

(
3 · 2100 − 2 · 3100 −2101 + 2 · 3100

3 · 2100 − 3101 −2101 + 3101

)
.

Приклад 11.4. Обчислiть sin A, де

A =
(

π − 1 1
−1 π + 1

)
.
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Доведення. Зводимо матрицю A до Ж.Н.Ф. Обчислюємо характери-
стичний многочлен:

χA(λ) = det
(

π − 1− λ 1
−1 π + 1− λ

)
= (λ− π)2.

Маємо власне число λ1 = π кратностi 2. Очевидно, що матриця A−
πE ненульова. Отже, Ж.Н.Ф. матрицi A матиме вигляд:

B =
(

π 1
0 π

)
.

Знаходимо власний вектор з власним числом π:

A− πE =
( −1 1
−1 1

)
7→ ( 1 −1 ) .

Вибираємо x2 вiльною змiнною:
{

x1 = x2
x2 = x2

,
(

x1
x2

)
=

(
1
1

)
x2.

Отже, можна вибрати
v1 =

(
1
1

)
.

Знаходимо вектор v2:
( −1 1
−1 1

∣∣∣ 1
1

)
7→ ( −1 1 | 1 )

Вибираємо x1 вiльною змiнною:
{

x1 = x1
x2 = x1 + 1 ,

(
x1
x2

)
=

(
0
1

)
+

(
1
1

)
x2.

Отже, можна вибрати
v2 =

(
0
1

)
.

Матриця переходу матиме вигляд:

S =
(

1 0
1 1

)
.

Для обчислень нам ще буде потрiбна матриця S−1:
(

1 0
1 1

∣∣∣ 1 0
0 1

)
{[2] + (−1) ∗ [1]} 7→

(
1 0
0 1

∣∣∣ 1 0
−1 1

)

Отже,
S−1 =

(
1 0
−1 1

)
.
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Спочатку обчислюємо sin B (нагадаємо, що sin′ x = cos x):

sin B = sin
(

π 1
0 π

)
=

(
0 −1
0 0

)
.

Тепер можна знайти i sin A:

exp(A) = S
(

0 −1
0 0

)
S−1 =

(
1 0
1 1

)(
0 −1
0 0

)(
1 0
−1 1

)
=

=
(

0 −1
0 −1

)(
1 0
−1 1

)
=

(
1 −1
1 −1

)
.

11.5 Задачi теоретичного характеру

Приклад 11.5. Знайдiть визначник матрицi exp(A).

Доведення. Нехай B позначає Ж.Н.Ф. матрицi A, а λi, 1 ≤ i ≤ n по-
значають власнi числа матрицi A з урахуванням кратностi. Зрозумi-

ло, що det A =
n∏

i=1

λi та det exp(A) =
n∏

i=1

exp(λi). Звiдси det exp(A) =

exp(
n∑

i=1

λi). Але сума всiх власних чисел матрицi A дорiвнює слiду

s(A) матрицi A, тобто сумi її дiагональних елементiв. Отже, робимо
висновок, що det exp(A) = exp(s(A)).

Приклад 11.6. Доведiть матричну тригонометричну тотожнiсть
sin 2A = 2 sin A cos A.
Доведення. Твердження цiєї задачi легко випливає з наступного бiльш
загального зауваження: Якщо для матрицi A визначено функцiї f(x)
та g(x), то для A визначено функцiю h(x) = f(x)g(x), причому
h(A) = f(A)g(A).

Легко зрозумiти, що згiдно з теоремою 11.1 сформульоване твер-
дження досить довести для клiтини Жордана Jk(λ). Використавши
формулу з другої частини теореми для лiвої та правої частин рiв-
ностi h(A) = f(A)g(A) та прирiвнявши вiдповiднi коефiцiєнти цих
матриць, ми отримаємо вiдому формулу Лейбнiца обчислення похi-
дної добутку:

(f(x)g(x))(n)

n!
=

n∑
i=0

f (k)(x)

k!

g(n−k)(x)

(n− k)!
.

Отже, необхiдне твердження випливає з правила Лейбнiца.
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11.6 Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 11.1. Обчислiть exp(A), де

A =
(

2 1
1 2

)
.

Задача 11.2. Обчислiть exp(A), де

A =
(

1 1
−1 −1

)
.

Задача 11.3. Обчислiть exp(A), де

A =
(

4 −2
6 −3

)
.

Задача 11.4. Обчислiть A333, де

A =
(

1 2
2 1

)
.

Задача 11.5. Обчислiть A200, де

A =
(

2 1
−4 −2

)
.

Задача 11.6. Обчислiть A150, де

A =
(

1 + i 1
−1 −1 + i

)
.

Задача 11.7. Обчислiть
√

A, де

A =
(

6 2
3 7

)
.

Задача 11.8. Обчислiть ln A, де

A =

(
4 −15 6
1 −4 2
1 −5 3

)
.

Задача 11.9. Обчислiть exp(A), де

A =

(
4 2 −5
6 4 −9
5 3 −7

)
.
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Задача 11.10. Матрицi A та B подiбнi, причому B = T−1AT для
деякої невиродженої матрицi T . Вiдомо, що f(A) iснує. Доведiть,
що f(B) iснує та f(B) = T−1f(A)T .

Задача 11.11. Доведiть, що матриця exp(A) iснує для довiльної
матрицi A. Крiм того, доведiть, що матриця exp(A) завжди є не-
виродженою.

Задача 11.12. Вiдомо, що f(A) та g(A) iснують та h(x) = f(x) +
g(x). Доведiть, що h(A) iснує та h(A) = f(A) + g(A).

Задача 11.13. Доведiть, що функцiю f(x) = 1/x можна рахувати
вiд усiх невироджених матриць, i, крiм того, f(A) = A−1.

Задача 11.14. Нехай функцiя f(x) визначена на множинi власних
чисел матрицi A (спектр матрицi). Припустимо, що iснує мно-
гочлен, значення якого на згадуваному спектрi збiгаються зi зна-
ченнями функцiї f . Доведiть, що таких многочленiв нескiнченно
багато, крiм того, серед них є один та тiльки один, що має сте-
пiнь, меншу за степiнь мiнiмального многочлена матрицi A (цей
многочлен називається iнтерполяцiйним многочленом Лагранжа -
Сiльвестра функцiї f(x)).

Задача 11.15. Нехай функцiя f(x) має сенс при x = A. Доведiть,
що визначник матрицi f(A) задовольняє рiвнiсть

det f(A) = f(λ1)f(λ2) . . . f(λn),

де {λi} — власнi числа A з урахуванням кратностi.
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