Тема 14. Жорданова форма матриці. Побудова жорданового базису

14.1 Інваріантні підпростори

Означення. Підпростір W простору V, в якому діє оператор 
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, називається інваріантним відносно цього оператора, якщо для будь-якого хW вектор 
[image: image3.wmf]A

x

також належить W. 

Таким чином, оператор 
[image: image4.wmf]A

 відображає W в W, і обмеживши область визначення оператора 
[image: image5.wmf]A

 підпростором W, ми одержимо оператор з W в W. Надалі, замість того, щоб казати про обмеження оператора 
[image: image6.wmf]A

 на W, будемо казати коротше: оператор 
[image: image7.wmf]A

 на W.

Нехай e1, …, ek   - базис інваріантного підпростору W, а  e1, …, ek ,ek+1, …, en  - базис V, що містить базис W.  Тоді для векторів 
[image: image8.wmf]A
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 координати , починаючи з (k+1)-ої, дорівнюють 0, отже в в вибраному базисі оператору 
[image: image11.wmf]A

 відповідає матриця 
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Матриця 
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 є,  очевидно, матрицею оператору 
[image: image14.wmf]A

 на W.

 Твердження 1. Характеристичний поліном оператора 
[image: image15.wmf]A

, який діє в просторі V, ділиться на характеристичний поліном оператора 
[image: image16.wmf]A

 на інваріантному підпросторі W.
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Дов. . 

За теоремою про визначник східчастої матриці

, що і доводить твердження.

Матриця оператора спрощується ще більше, якщо V розкладається в пряму суму двох або більше інваріантних підпросторів. Тоді за базис V можно взяти об’єднання базисів прямих доданків, і оператор 
[image: image17.wmf]A

 буде пертворювати базис кожного з підпросторів Wi за допомогою матриці обмеження оператора 
[image: image18.wmf]A

 на Wi. Таким чином, матриця А виявиться блочно-діагональною:
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Тут A1, A2, …, Am -матриці оператора 
[image: image20.wmf]A

 на інваріантних 

доданках W1, W2, …, Wm, а нулями позначено нульові матриці відповідних розмірів. 


Отже, для спрощення матриці оператора треба намагатися, наскількі це можливо, 

розкласти простір V в пряму суму інваріантних підпросторів.

14.1.2 Циклічний підпростір та мінімальний анулятор вектора.

Нехай в просторі V діє оператор 
[image: image21.wmf]A

. Для деякого вектора x з простору V побудуємо найменший інваріантний підпростір, що містить цей вектор.Для цього розглянемо сукупність векторів x, 
[image: image22.wmf]A

x, …, 
[image: image23.wmf]A

k-1x, продовжуючи її, доки в перший раз не виникне лінійна залежність, тобто x, 
[image: image24.wmf]A

x, …, 
[image: image25.wmf]A

k-1x - лінійно незалежна сукупність векторів, а x, 
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x, …, 
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k-1x, 
[image: image28.wmf]A

kx - лінійно залежна. Тоді вектор 
[image: image29.wmf]A

kx є лінійною комбінацією попередніх:


[image: image30.wmf]A

kx= - a1x - a2 
[image: image31.wmf]A

x - …- ak
[image: image32.wmf]A

k-1x.  
( Ми свідомо взяли коефіцієнти лінійної комбінації зі знаком мінус.)

Простір W, натягнений на вектори x, 
[image: image33.wmf]A

x, …, 
[image: image34.wmf]A

k-1x є інвариантним. 

(Завдання 1. Довести це)

Якщо U - деякий інваріантний підпростір, який містить вектор x, то він містить і вектори x, 
[image: image35.wmf]A

x, …, 
[image: image36.wmf]A

k-1x,  отже 
[image: image37.wmf]U

W

É

. Таким чином, W є мінімальним інвариантним підпростором, що містить вектор x. 

Означення 1. Мінімальний інваріантний підпростір, який містить вектор x, називається циклічним підпростором, породженим вектором х.

Рівність 
[image: image38.wmf]A

kx= - a1x - a2 
[image: image39.wmf]A

x - …- ak
[image: image40.wmf]A

k-1x можна записати у вигляді: f(
[image: image41.wmf]A

)x=0,  де f(t)=tk+aktk-1+…+a2t + a1.

Означення 2. Поліноми F(t), які мають властивість F(
[image: image42.wmf]A

)x=0, називаються ануляторами вектора х. 
Твердження 2. f(t)=tk+aktk-1+…+a2t + a1 є анулятором найменшого степеня серед ненульових ануляторів вектора х. 

(Завдання 2. Довести)

Внаслідок тв.2 поліном f(t)=tk+aktk-1+…+a2t + a1 називається мінімальним анулятором вектора х. 
Твердження 3. Будь-який анулятор ділиться на мінімальний анулятор.
Дов. Нехай F(t) - деякий анулятор вектора x  і f(t) -  мінімальний анулятор вектора x. Поділимо F(t) на f(t) :
F(t)= q(t) f(t) + r(t) , де степінь r(t) менше степеня  f(t) . Тоді 
F(
[image: image43.wmf]A

)=q(
[image: image44.wmf]A

) f(
[image: image45.wmf]A

) + r(
[image: image46.wmf]A

)  та   F(
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)x=q(
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) f(
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)x + r(
[image: image50.wmf]A

)x, звідки, враховуючи , що F(
[image: image51.wmf]A

)=0 та    f(
[image: image52.wmf]A

)x=0, одержуємо r(
[image: image53.wmf]A

)x=0. Оскільки f(t)  - анулятор найменшого степеня,  то   r(t)=0.
14.1.3. Матриця оператора на циклічному підпросторі  та її характеристичний поліном.

Нехай в просторі V діє оператор 
[image: image54.wmf]A

. Позначимо через W циклічний підпростір, породжений вектором x з простору V. Нехай f(t)=tk+aktk-1+…+a2t + a1 є мінімальним анулятором вектора х. За базис W виберемо вектори x, 
[image: image55.wmf]A

x, …, 
[image: image56.wmf]A

k-1x. При дії оператора 
[image: image57.wmf]A

 вони перетворюються відповідно на  
[image: image58.wmf]A

x, …, 
[image: image59.wmf]A

k-1x, 
[image: image60.wmf]A

kx, де 
[image: image61.wmf]A

kx= - a1x - a2 
[image: image62.wmf]A

x - …- ak
[image: image63.wmf]A

k-1x. Отже, матриця оператора 
[image: image64.wmf]A

 в цьому базисі дорівнює

 
[image: image65.wmf]0
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Матриця такого вигляду називається супроводжуючою для поліному f(t).
Твердження 4. Характеристичний поліном  оператора 
[image: image66.wmf]A

на циклічному просторі, породженому вектором х, дорівнює мінімальному анулятору вектора х. 

 Іншими словами, треба довести, що характеристичний поліном матриці, яка супроводжує поліном f(t) , дорівнює цьому поліному. Для цього достатньо обчислити відповідний визначник. 

 З Тв.1 та Тв.4. випливає, що характеристичний поліном оператора 
[image: image67.wmf]A

 (на всьому просторі) ділиться на мінімальний анулятор будь-якого вектора. Отже, характеристичний поліном оператора анулює всі вектори простору V, тобто є нульовим  оператором. Цим ми довели 

Теорему Гамільтона-Келі.  Кожен оператор 
[image: image68.wmf]A

  є коренем свого характеристичного полінома, тобто якщо f(t)= 
[image: image69.wmf])
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, то f(
[image: image70.wmf]A

)=0.

14.1.5. Мінімальний поліном оператора.

Означення 3. Мінімальним поліномом оператора 
[image: image71.wmf]A

, який діє в просторі V, називається поліном найменшого степеня, що анулює всі вектори простору V, тобто такий поліном g(t) найменшого степеня, що g(
[image: image72.wmf]A

)=0 .

 Застосовуючи звичайне ділення з остачею, легко переконатися, що якщо F(
[image: image73.wmf]A

)=0, то F(t) ділиться на мінімальний поліном . Таким чином мінімальний поліном є дільником характеристичного.

Твердження 5. Мінімальний поліном оператора 
[image: image74.wmf]A

, який діє в просторі V,  є найменшим спільним кратним мінімальних ануляторів векторів базиса. 

Дов. Дійсно, мінімальний поліном є кратним для всіх таких ануляторів і будь-яке кратне ануляторів векторів базиса анулює базисні векктори, а з ними і всі вектори простору.

 Останнє твердження можна узагальнити.  Якщо простір Vє сума ( не обов’язково пряма) інваріантних підпросторів W1, W2, …, Wk, то мінімальний поліном оператора 
[image: image75.wmf]A

 на V дорівнює найменшому спільному кратному мінімальних поліномів оператора 
[image: image76.wmf]A

на підпросторах W1, W2, …, Wk. Дійсно, мінімальний поліном 
[image: image77.wmf]A

 на V ділиться на мінімальний поліном 
[image: image78.wmf]A

 на Wi, тобто є кратним всіх мінмімальних поліномів підпросторів W1, W2, …, Wk. Разом з тим будь-яке кратне  цих поліномів , зокрема найменше спільне кратне, анулює всі підпростори W1, W2, …, Wk ті їх суму V .

14.1.6. Розклад простору з оператором в пряму суму примарних підпросторів.

Означення 4. Простір, в якому діє оператор, називається примарним, якщо мінімальний поліном оператора  є степенем незвідного полінома над основним полем. 

Наша мета - показати, що простір можна розкласти в пряму суму інваріантних примарних підпросторів. З цією метою доведемо кілька допоміжних тверджень. В їх формулюваннях скрізь буде вважатися, що вектори належать тому простору, в якому діє оператор 
[image: image79.wmf]A

.

Твердження 6. Якщо вектор х анулюється двома взаємно простими поліномами, то він дорівнює нулю. 

Дов. Мінімальний анулятор  такого вектора х є дільником пари взаємно простих поліномів, отже він дорівнює 1. Якщо
[image: image80.wmf]f
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 - тотожній оператор анулює тільки нульовий вектор. Отже, х=0.

Твердження 7. Якщо вектор z анулюється поліномом g(t)=g1(t) g2(t) , який розкладається в добуток двох взаємно простих поліномів g1(t) та  g2(t), то вектор можна подати у вигдяді суми двох векторів, один з яких анулюється полномом g1(t), а другий - поліномом g2(t). 

Дов. В силу взаємної простоти g1 та g2  існують поліноми  u та  v, такі, що  ug1+vg2=1. 

Тоді 
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z  анулюється поліномом g1(t), оскільки 
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 Аналогічно, вектор 
[image: image86.wmf]z
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 анулюється поліномом g2(t).

Наслідок. Якщо вектор z анулюється поліномом g(t)=g1(t)g2(t)…gk(t)  при попопарно взаємно простих g1(t), g2(t), …,gk(t), то z можна подати у вигляді суми k векторів, які анулюються поліномами g1(t), g2(t), …, gk(t) відповідно.

Наслідок доводиться застосуванням методу математичної індукції на базі Тв.6. 

Твердження 8. Нехай мінімальний поліном оператора 
[image: image87.wmf]A

 розкладається в добуток g(t)=g1(t)g2(t)…gk(t) попарно взаємно простих поліномів. Тоді простір однозначно розкладається в пряму суму інваріантних підпросторів W1, W2,…,Wk, на яких оператор 
[image: image88.wmf]A

 має мінімальні поліноми g1(t), g2(t), …, gk(t).

Теорема 1. Простір,  в якому діє оператор, розкладається в пряму суму примарних підпросторів. 

Досить застосувати Тв.7 до канонічного розкладу 
[image: image89.wmf]g
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 мінімального поліному g на канонічні множники.

Теорема 2. Примарний простір розкладається в пряму суму циклічних примарних підпросторів. Примарний циклічний підпростір не розкладається в пряму суму власних інваріантних підпросторів.
Твердження 9. Інваріантні підпростори циклічного простору U з характеристичним поліномом 
[image: image90.wmf]j

m

 вичерпуються підпросторами 
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U

, 
[image: image92.wmf]j

2

U

, …,
[image: image93.wmf]j

m

U

-

1

, які утворюють спадний ланцюжок:


[image: image94.wmf]U

U

U

U

U

m

m

É

É

É

É

É

=

-

j

j

j

j

2

1

0

.

.

.

.

14.1.7. Деякі наслідки.

Твердження 10. Характеристичний поліном оператора на примарному просторі є степінню відповідного незвідного полінома з показником, що дорівнює сумі показників в мінімальних поліномах для циклічних доданків. 

 Мінімальний поліном оператора на примарному просторі є степінню відповідного незвідного полінома з показником, що дорівнює максимальному показнику в мінімальних поліномах для циклічних доданків.

Дов. Дійсно, характеристичний поліном на прямій сумі примарних підпросторів дорівнює добутку характеристичних поліномів на цих підпросторах. Примарний підпростір розкладається в пряму суму циклічних підпросторів, і на кожному з циклічних підпросторів характеристичний поліном дорівнює мінімальному. Мінімальний поліном оператора на кожному циклічному доданку є степінь незвідного полінома, а саме того, степенем якого є мінімальний поліном примарного простору. Мінімальним поліномом на примарному підпросторі є степінь цього незвідного полінома, а показник степеня дорівнює максимальному з показників степеня циклічних доданків, на які розкладається даний примарний підпростір.

Наслідок . Характеристичний поліном та мінімальний поліном оператора розкладаються на однакові лінійні  множники, різними можкть бути лише їх кратності.
Твердження 11. Коренями мінімального анулючого многочлена оператора 
[image: image95.wmf]A

 є власні значення матриці А, яка відповідає оператору 
[image: image96.wmf]A

. 

Дов. (див. Л.С.Понтрягин. «Алгебра», стор. 109, п. F)
T14.2. Канонічна форма матриці оператора. 

Як ми бачили, для спрощення матриці оператора доцільно розкласти простір в пряму суму інваріантних підпросторів та взяти за базис об’єднання базисів прямих доданків. Тоді матриця набуде блочно-діагонального вигляду з блоками, що дорівнюють матрицям обмежень оператора на прямі доданки. За прямі доданки беремо примарні циклічні підпростори. Якщо в примарному циклічному просторі з мінімальним поліномом 
[image: image97.wmf]j
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, де 
[image: image98.wmf]j

 - незвідний поліном степеня k, взяти за базис вектори v, 
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, де v - вектор, що породжує цей підпростір, ми одержимо  в якості матриці оператора матрицю, що супроводжує поліном  
[image: image102.wmf]j

m

. Якщо це зробити в кожному примарному циклічному доданку, матриця оператора набуде блочно-діагонального виду. Блоки,  які стоять на головній діагоналі, є  матрицями, що супроводжують мінімальні поліноми примарних циклічних доданків.  Таку форму матриці називають грубою канонічною  формою або формою Фробеніуса. 

Канонічна матриця Жордана.

Якщо в примарному циклічному просторі виберемо базис дещо іншим чином, а саме
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то в цьому базисі матриця оператора 
[image: image111.wmf]A

 складається з діагональних блоків, кожен з яких дорівнює матриці, що супроводжує поліном 
[image: image112.wmf]j

 (а не  мінімальний 
[image: image113.wmf]j

m

). Блоки  «пов’язані» між собою одиницями, що розташовані знизу і ліворуч від сусідніх блоків.

Нехай характеристичний многочлен розпадається на лінійні множники. Тоді мінімальні поліноми примарних циклічних доданків мають вигляд 
[image: image114.wmf](
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.  Супроводжуюча матриця для полінома 
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  є матрицею першого порядку, яка складається з одного елемента (
[image: image116.wmf]l

)

. Одноелеметні блоки  «пов’язані» між собою одиницями, що розташовані знизу і ліворуч від сусідніх блоків, а канонічна матриця на примарному циклічному просторі має вигляд :
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Така матриця називається канонічним блоком Жордана. Матриця оператора на всьому просторі  набуде вигляд блочно-діагональної матриці, що складається з блоків Жордана. Така матриця називається канонічною матрицею Жордана. 

Діагональні елементи канонічних блоків є коренями характеристичног полінома. Кожен корінь може входити в декілька блоків. Зрозуміло, що кратність кореня характеристичного полінома дорівнює сумі порядків блоків Жордана з цим коренем на діагоналі. Зокрема, якщо характеристичний многочлен не має кратних коренів, то порядки всіх блоків Жордана дорівнюють 1, а канонічна матриця набуває діагональний вид, де на головній діагоналі стоять корені характеристичного полінома. 

Якщо оператор 
[image: image118.wmf]A

у вибраному таким чином базисі має матрицю Жордана J, а в деякому іншому базисі - матрицю  А, то кажуть, що матриця J   є нормальною Жордановою формою матриці А . 

Озн. Базис, в якому оператор задається жордановою матрицею, називається жордановим базисом.

Оператори в векторних просторах над полем комплексних чисел.

Відома

Основна теорема алгебри:

Над полем комплексних чисел будь-який поліном має принаймні один корінь. 

Як наслідок одержуємо, що кожен поліном над полем комплексних чисел розкладається в добуток лінійних множників. Отже, має місце 

Теорема 3. Над полем комплексних чисел кожна матриця перетвореннями подібності може бути зведеною до канонічної форми Жордана. 

Побудова жорданового базису для циклічного примарного підпростору..

Для спрощення викладок розглянемо лінійний оператор з єдиним власним занченням 
[image: image119.wmf]l

 (тобто весь простір V є примарним). 

Побудуємо жорданів базис для примарного циклічного підпростору. Мінімальний анулюючий многочлен оператора 
[image: image120.wmf]A

 на цьому підпросторі співпадає з характеристичним і має вигляд 
[image: image121.wmf](
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Нехай v1 - вектор, що задовільняє умовам 
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Покладемо 
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. Послідовність векторів v1, v2, …, vj  будемо називати жордановою. З співвідношень (1) випливає, що 
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Далі, 
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Якщо тепер  W - векторний підпростір , натягнений на  жорданів базис v1, v2, …, vj, то матриця  А, що відповідає відображенню  
[image: image137.wmf]A

 на просторі W,  має вигляд:


[image: image138.wmf]
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Побудова жорданового базису для не  циклічного примарного підпростору.. 

Щоб опписати процедуру вибору жорданового базису для  не циклічного примарного підпростору, розглянемо  поняття відносної лінійної залежності

Означення 5. Нехай V- вектоорний простір, W - його підпростір.  Система векторів u1, u2, …, ur назівається лінійно залежною відносно підпростору W, якщо існують такі константи 
[image: image140.wmf]g
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, не всі рівні 0, що
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 належить W. В протилежному випадку система векторів u1, u2, …, ur  називається лінійно незалежною відносно  W.

Означення 6. Лінійно незалежна система векторів u1, u2, …, ur називається базисом простору V відносно W, якщо для кожного вектора v простору V можна знайти  такі константи 
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 належить підпростору W. 

 Базис простору V відносно W завжди  існує, оскільки будь-яку лінійно незалежну відносно W систему векторів можна доповнити до  базису простору V відносно W.

Побудуємо жорданів базис для примарного  не циклічного підпростору.  Нехай мінімальний анулюючий многочлен оператора 
[image: image144.wmf]A

 на цьому підпросторі має вигляд 
[image: image145.wmf](
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. Через Si позначимо множину всіх векторів v, що задовільняють умові  
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Довести: Si є векторним підпростором. 

Мають місце включення : 
[image: image148.wmf]V
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Позначимо через В1 скінчену сукупність векторів простору Sk, що утворює його базис відносно Sk-1. Доведедемо, що вектори HB1, що входять в підпростір Sk-1, лінійно незалежні відносно підпростору Sk-2. Нехай e1, e2, …, er - сукупність всіх  векторів , що входять  в B1. Припустимо, що має місце співвідношення: 
[image: image149.wmf]g

g

g

1

1

2

2

2

He

He

He

S

r

r

k

+

+

+

Î

-

.

.

.


Тоді вектор 
[image: image150.wmf]H
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Це означає, що вектор 
[image: image151.wmf]g
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. Це можливо лише за умови, що всі коефіциєнти 
[image: image152.wmf]g
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Оскільки вектори скінченої сукупності HB1  векторного простору Sk-1 лінійно незалежні відносно Sk-2, скінчену сукупність HB1 можна доповнити до базиса B2  простору Sk-1 відносно простору Sk-2,.Так само встановлюється, що вектори скінченої сукупності HB2 векторного простору Sk-2  лінійно незалежні відносно підпростору Sk-3, отже сукупність  HB2 можна доповнити до базису B3 підпростору Sk-2 відносно підпростору Sk-3. Продовжуючи таким чином далі, ми дійдемо до базису Bk в просторі S1  відносно підпростору S0=0. Отже, Bk є звичайним базисом в просторі S1. 

Довести, що сукупність векторів, які належать до всіх базисів B1, B2, …, Bk,  утворює базис В простору V.

Розіб’ємо множину векторів В на жорданові серії, що не перетинаються. Для цього виділимо в В підмножину В’ всіх векторів, що виконуватимуть роль початкових векторів жорданових серій. До множини В’ віднесемо всі вектьри сукіпності В1, потім всі вектори сукупності В2, що не належать до її частини HB1, потім всі вектори сукупності В3, що не належать до її частини НВ2. Продовжуючи цей процес, ми дійдемо до векторів сукупності Вk, з якої включимо до В’ ті вектори, що не належать до НВk-1.

Виберемо початковий вектор v1нашої жорданової серії з сукупності Вi, так, щоб v1 не належав НBi-1. Вибраний вектор v1 належить підпростору Sk-I+1 та не належить  Sk-i.. Отже, 
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. Таким чином, ми маємо послідовність векторів 
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 v1, v2, …, vk-i+1 




(2)

 утворюють жорданову серію довжини k-i+1.
Жорданові серії типу (2)  вичерпують всю сукупність В, не перетинаються між собою та утворюють жорданів базис примарного простору.

Ми описали спосіб побудови жорданового базису для оператора А в примарному підпросторі, що відповідає власному значенню 
[image: image159.wmf]l

.  В загальному випадку  ми повинні розкласти простір V  в пряму суму примарних, і для кожного з примарних підпросторів побудувати жорданів базис як описано вище, а далі, за базисом визначаємо відповідну жорданову форму.

Другий спосіб побудови жорданового базису  полягає в тому, що ми спочатку знаходимо жорданову форму, до якої зводиться дана матриця, а потім шукаємо матрицю переходу до відповідного жорднового базису. Отже, нехай маємо включення 
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, де через  Si позначено множину всіх векторів v, що задовільняють умові 
[image: image161.wmf]H
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. Будемо казати, що вектор v має висоту i, якщо
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. Нехай розмірність простору Si дорівнює di : dim Si=di.Це є розмірність простору розв’язків рівняння Ніх=0. Відносний базис Вk-i+1  підпростору Si відносно Si-1 складається di-di-1 векторів, і всі ці вектори мають висоту i. Кожен з цих векторів може бути початковим  жорданової серії довжини  і, якщо він не належить множині. HSi+1 , відносний базис Вk-i+1 як об’єднання множини НВk-і та деякої множини векторів, які є початковими векторами жорданових серій довжини і. Легко бачити, що число таких векторів дорівнює (di-di-1) - ri, де ri - - кількість векторів в сукупності HSi+1.  За доведеним ця кількість дорівнює кількості векторів в відносному базисі підпростору Si+1 відносно Si, тобто ri =dі+1-di
 Підставляючи в попередню формулу, одержуємо, що кількість жорданових серій довжини і ( а отже і жорданових клітин розмірності і) дорівнює (di-di-1) - ri= -di-1 + 2di-di+1. Знаючи кількість жорднових клітин даної розмірності з даним власним значенням 
[image: image164.wmf]l

, будуємо відповідну жорданову матрицю J. Матриця J визначається неоднозначно в залежності від порядку  жорданових клітин. Матрицю переходу Т шукаємо  з умови : АТ=ТJ.

Додаток

1. Означення. Поліном називається незвідним над полем Р, якщо над цим полем  він не може бути розкладений в добуток  двох поліномів, степень яких не менше 1.

Нагадаємо, що константа 
[image: image165.wmf]a

¹

0

 є поліномом нульового степеня, 0 є поліномом  степеня 
[image: image166.wmf]¥

. Степень добутку многочленів дорівнює сумі степенів доданків.

2. Означення. Поліном називається нормованим, якщо його старший коефіцієнт дорівнює 1. 

3. Означення. Найбільшим спільним дільником многочленів f(t) та g(t)  називається нормований многочлен найбільшого степеня,  який є одночасно дільником f(t) та g(t).

4. Означення. Два поліноми називаються взаємно простими, якщо їх найбільший спільний дільник дорівнює 1. 

Теорема. Якщо поліноми f та g  взаємно прості, то існують такі  поліноми u та v, що uf+vg=1.

Теорема. Будь-який поліном g однозначно розкладається в добуток 
[image: image167.wmf]g
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, де 
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- старший коефіцієнт полінома g, 
[image: image169.wmf]j

i

- нормовані незвідні поліноми.
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