Тема 11. КОМПЛЕКСНІ ЧИСЛА.
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1. Означення  поля.

Розглянемо множину впорядкованих пар (a,b) і введемо на них операції "+" і "*" так, щоб утворилось поле.

Означення 1. Полем називається множина  P математичних об"єктів, на якій визначено дві дії "+" і "*" так що

1) відносно "+" P є комутативною групою,

2) відносно "*" P\{0} є комутативною групою,

3) "+" і "*" пов"язані дистрибутивним законом.

Означення 2.

Множина G з визначеною  на ній бінарною операцією  “*” назівається групою, якщо 

А1)  операція “*” асоціативна, тобто для будь-яких 
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 виконується a*(b*c)=(a*b)*c;

А2) існує нейтральний (одиничний) елемент 
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 для всіх 
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А3)  для кожного елемента 
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 протилежний (обернений) елемент 
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Приклади: 1. Множина дійсних чисел R з заданою на ній операцією додавання “+” утворює групу (R,+).
2. Множина дійсних чисел без нуля 
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 з заданою на ній операцією множення утворює групу (
[image: image10.wmf]}
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3. Множина цілих чисел Z з заданою на ній операцією додавання “+” утворює групу (Z,+).

4. Множина дійсних додатних  чисел без нуля R+ з заданою на ній операцією множення утворює групу  (R+,*) .

5. Множина S самосуміщеннь трикутника утворює групу відносно композиції відображень.
Означення 3. Група (G,*) називається комутативною (або абелевою), якщо 

А4) операція “*” комутативна, тобто для будь-яких 
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Приклади:. Групи (R,+),  (
[image: image13.wmf]}
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, (R+,*)  є комутативними.
Чи буде комутативною група самосуміщень трикутника?

2. Побудова поля комплексних чисел. 

1. Розглянемо множину впорядкованих пар дійсних чисел (a,b) і введемо на них операції "+" і "*" так, щоб утворилось поле.

Замість (a,b) будемо писати  a+ib. Дійсне число a будемо називать  дійсною компонентою,  дійсне число b - уявною компонентою.

АКСІОМИ ПОЛЯ КОМПЛЕКСНИХ ЧИСЕЛ.

AI. 
пари a+ib та  c+id будемо вважати рівними, якщо  a=c, b=d.

AII.
сумою пар  a+ib  та  c+id будемо називати пару (a+c)+i(b+d).
AIII.
добутком пар a+ib та c+id  називається пара (ac-bd)+i(ad+bc), тобто (a+ib)(c+id)=(ac-bd)+i(ad-bc).
AІV.
пару a+i0 будемо ототожнювати з дійсним числом a .

Система аксіом АІ- АVI – несуперечлива. Дійсно, в перших трьох аксіомах мова йде про визначення різних понять, отже їх співставлення не може дати протиріч. Аксіому IV треба співставити з АI -АIII, чи не порушуються звичні закони дії. Узгодженість  АI, АІІ з АVI – очевидна.  За АІІІ маємо 
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[image: image16.wmf]ac
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З аксіом III, IV випливає: якщо m- деяке дійсне число, то m(a+ib)=ma+imb.
Перевіримо, що множина пар з визначеними таким чином діями задовольняє  умови поля:

Г1.
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 (асоціативність додавання)

Г2.  Існує нейтральний елемент відносно додавання, а саме: 0+i0=0.

Г3.  Існує протилежний елемент до  
[image: image18.wmf]ib
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, а саме елемент   ​ ‑(a+ib) = (-a)+i(-b) = ‑a‑ib.

Г4. (a+ib)+(c+id) = (a+c)+i(b+d) = (c+a)+i(d+b) = (c+id)+(a+ib) – (комутативність додавання).

В1'. 
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 (асоціативність множення) - 

B2' Існує нейтральний елемент відносно множення, а саме: 
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B3'  Оберненим елементом до елемента 
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B0'. (a+ib)*(c+id) = (ac-bd)+i(ad+bc) = (ca-db)+i(da+cb) = (c+id)(a+ib) – комутативність множення.

D1. 
[image: image23.wmf])
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 -дистрибутивність множення відносно додавання. 

Означення 4. Множина впорядкованих пар a+ib з  введеними за допомогою аксіом АІ- АVI на них операціїми "+" і "*" утворює поле, яке  будемо називати полем комплексних чисел  і позначати С. 

Спряжені числа.

Означення 5.  Комплексні числа a+ib та a-ib  називаються спряженими. 

Через 
[image: image24.wmf]-

a

 позначаємо спряжене до 
[image: image25.wmf]a

. Числом, спряженим до 
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 є число 
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Дійсні числа і тільки вони є спряженими самі до себе. 

Легко бачити, що сума  взаємноспряжених чисел є число дійсне.
Обчислимо добуток деякого комплексного числа та його спряженого:

(a+ib)*(a‑ib)=(a2+b2)+i*0=a2+b2.

Отже, добуток двох взаємноспряжених комплексних чисел є число дійсне. 

Виведемо формулу для ділення двох комплексних чисел: 
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Правило: Ділення 
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 зручно виконувати, домножуючи чисельник  і знаменник на спряжене до знаменника:
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Геометрично спряжені числа зображуються точками, симетричними відносно дійсної осі. 

Число, спряжене з сумою двох чисел  дорівнює сумі чисел, спряжених з доданками. 

Число, спряжене з добутком  двох чисел  дорівнює добутку чисел, спряжених з множниками. 

Має місце більш загальне твердження:

Якщо число 
[image: image33.wmf]a

 деяким чином зображене через комплексні числа 
[image: image34.wmf]n
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 за допомогою операцій лдодавання, множення, віднімання та ділення,  то, замінюючи в цьому виразі всі числа  
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b

 їх спряженими, одержимо число, спряжене  з 
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. Зокрема, якщо  
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 є дійсним, то воно не зміниться при заміні всіх комплексних 
[image: image38.wmf]k
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 їх спряженими. 

Геометричне зображення

Будь-яке комплексне число
[image: image39.wmf]ib
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 задається двома компонентами 
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, отже воно може бути зображене як точка на площині.

Оскільки додавання комплексних чисел здійснюється покомпонентно, то сума векторів, що зображують комплексні числа, є вектором, який зображує суму    цих чисел.

Аналогічно, оскільки множення  комплексного числа на дійсне  здійснюється покомпонентно, то добуток вектора, що зображує комплексне число,  на дійсне число є вектором, який зображує добуток цих чисел.

Модуль і аргумент комплексного числа.

Означення. Довжина r радіус-вектора точки, що зображує комплексне число z=a+ib, називається модулем числа ( і позначається 
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Властивості: 
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 EMBED Equation.3  [image: image45.wmf]³

0, 
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=0
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z=0.

Означення 6. Величина полярного кута точки, що зображує комплексне число z , називається аргументом цього числа і позначається arg z. При цьому додатнім напрямком відліку аргумента комплексного числа вважаємо напрям від додатньої напівосі проти годинникової стрілки.

Зауваження: arg 0 не визначено.

arg z  визначається не однозначно, а з точністю до 2
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Комплексне число z повністю визначається своїм модулем r та аргументом (.

Якщо задано r та (, то  z=a+ib, де 
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Тригонометричний запис комплексного числа.:
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Приклади: 
1 = 1(cos0+isin0)

-1 = 1(cos(+isin()

  i = 1(cos
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Множення комплексних чисел в тригонометричній формі.

Нехай 
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[image: image63.wmf]Отже,

1) Модуль добутку двох комплексних чисел дорівнює добутку модулів;
2) Аргумент добутку двох комплексних чисел дорівнює сумі аргументів. 

Ці правила поширюються на будь-яку кількість співмножників.

Піднесення комплексного числа до степеня. Формула Муавра.

З правила множення комплксних чисел в тригонометричній формі випливає
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для будь-якого натурального n. - 

При r=1 маємо формулу Муавра:
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Ці формула є справедливими і коли n є цілим від"ємним, або n =0.

Доведення  а) n=0
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б) n<0 
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 m= ‑ n є натуральним числом.
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[image: image69.wmf].
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Видобування кореня n-го степеня.

Нехай (
[image: image70.wmf]¹

0.   Дослідимо корінь n-го степеня з 
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, де n – деяке натуральне число. Шукаємо 
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 EMBED Equation.3  [image: image75.wmf].
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 ‑  арифметичний корінь n-го степеня  з дійсного додатнього числа r , 
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 визначається неоднозначно, в залежності від значення цілого числа k.

Твердження. Існує рівно n різних значень кореня n-го степеня з комплексного числа (
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, які обчислюються за формулою 
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 де k пробігає значення 0, 1, …, n-1.

Показникова функція.

У Ейлера вистачило сміливості і фантазії дати розумне означення показникової функції з основою е:
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Ця формула не доводиться,оскільки  вона є означенням.

Формули Ейлера.

Враховуючи, що 
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 маємо формули Ейлера:
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Натуральний логарифм.

Безпосереднім наслідком формул Ейлера є  показникова форма запису комплексного числа.
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звідки враховуючи 
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Основна теорема алгебри.

Над полем комплексних чисел будь-який многочлен має принаймні один корінь.

Наслідок. Над полем комплексних чисел будь-який многочлен розкладається у добуток лінійних множників.

Наслідок доводиться індукцією за ступенем многочлена. 

Застосування комплексних чисел.

Легко перевірити, що теория визначників, теорія лінійних рівнянь, теорія лінійної залежності векторів і теорія операцій над матрицями без всяких обмежень преноситься на випадок, коли основним полем є поле комплесних чисел. 

Завдання. 

1*. Множина з двох елементів M={a,b} з операцією, заданою таблицею (таблицею Келі)


[image: image89.wmf]o


a
b

a
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b
b
a

утворює групу.  Якій елемент в цій групі є нейтральним?
2*. Побудувати таблицю Келі для групи з трьох елементів.

3*. Множина S самосуміщеннь трикутника утворює групу відносно композиції відображень. Скільки самосуміщень має трикитнік? Побудувати  таблицю, що задає операцію на S. Чи буде комутативною група самосуміщень трикутника?

4. Перевірити, що множення комплексних чисел є асоціативним, тобто . 
[image: image90.wmf]))
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5.  Перевірити, що множення комплексних чисел є дистрибутивним  відносно додавання, тобто:
[image: image91.wmf])
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6. Знайти комплексне число z, що є розв’язком рівняння: (2+3i)z + 5+6i= 7+8i

7. (1+3i)z + 4+6i= 2+8i
8. Знайти корені 5-го степеня з числа 
[image: image92.wmf]i
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 та зобразити їх.  

9. Знайти корені 4-го степеня з числа 
[image: image93.wmf]i
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 та зобразити їх.
10. . Зобразити множину точок, що задовольняють нерівностям:а) 
[image: image94.wmf]2
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11. Зобразити множину точок, що задовольняють нерівності 
[image: image96.wmf]6
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12. Довести тотожність 
[image: image97.wmf])
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. Який геометричний зміст має ця тотожність?

13. Обчислити 

,   

,       


14.  Знайти суму коренів 6-го степеня з 1.

15. * Знайти суму коренів n-го степеня з 1. 

16. *  Довести, що корені n-го степеня з 1 утворюють групу відносно множення ( тобто, добуток двох коренів n-го степеня з 1 знову є коренем n-го степеня з 1, і виконуються відповідні аксіоми).

17. *  Обчислити 
[image: image98.wmf]j
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18. Довести, що 
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19. *  Довести 
[image: image100.wmf]2
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20.  Обчислити 
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Питання, які треба підготувати до наступної лекції

2. Векторний (лінійний) простір: означення, приклади. Арифметичний векторний простір.

3. Лінійни оператори. Матриця оператора. 

4. Євклідів векторний простір, скалярний добуток: означення, властивості, способи задання.
5. Ортонормований базис.
6. Спряжені оператори.
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