Алгебраїчні криві другого порядку.

Алгебраїчною кривою другого порядку наз. крива Г, рівняння якої в декартовій системі координат має вигляд: 
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Теорема 1. Нехай в ПДСК задано рівняння другого порядку виду (1). Тоді  існує декартова система координат, в якій це рівняння приймає один з наступних 9 канонічних видів:
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Доведення.

У відповідності з цим існує сім класів ліній другого порядку :

1) еліпси

3)точки (пари уявних прямих, що перетинаються)

4) гіперболи

5) пари дійсних прямих, що перетинаються

6) параболи

7) пари паралельних прямих

9) прямі

Доведення. Нехай 
[image: image12.wmf]0
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 одночасно. Повернемо систему координат на кут 
[image: image13.wmf]j

: так, щоб зник доданок, який містить x ***
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Підберемо кут 
[image: image16.wmf]j

 так, щоб після повороту коефіцієнт при x1 і y1 дорівнював нулеві. Покажемо, що такий кут існує:
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Якщо A=C, то 
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Якщо A
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C, то 
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Отже, такий кут існує.

Таким чином, рівняння ліній набуває вигляду:
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Твердження 1. Якщо 
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) то за допомогою паралельного переносу початку координат вздовж відповідної осі можна перетворити в нуль доданок з першим степенем x (y).

Доведення 1. Нехай 
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. Виділимо повний квадрат:


[image: image26.wmf]2

2

22

111

1111111

111

2

20

DDD

AxxCyEyF

AAA

æö

æö

ç÷

+++++-=

ç÷

ç÷

èø

èø

.

Отже, заміна 
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 зводить наше рівняння до вигляду
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Якщо 
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 доведення для змінної y1 - аналогічне. Лему доведено.

I. Якщо тепер у рівнянні (2) 
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 то згідно з лемою 1 його можна звести до вигляду:        

[image: image33.wmf]22

12122

0.

AxCyF

++=

                   (2.1)

1) Нехай у (2.1) A1 і C1 одного знаку. Тоді (2.1) 
[image: image34.wmf]Û


1.1) F1 - протилежного знаку.
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Будемо вважати , що a>b (інакше заміна: x2=y3, y2=x3)

Означення 1. Крива другого порядку, яка в деякій ПДСК задається рівнянням (3) при умові 
[image: image38.wmf]ab
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 називається еліпсом, рівняння (3) - канонічним рівнянням еліпса, а відповідна ПДСК - канонічною. 

Зауваження. Якщо a=b, то (3)задає коло.

1.2) Знак F2 співпадає зі знаками A1 і C1.  Тоді (2.1) 
[image: image39.wmf]Û
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рівняння уявного еліпса.

1.3) F2=0. Тоді (2.1) 
[image: image41.wmf]Û
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Рівняння пари уявних прямих, що перетинаються в точці (0,0).

2) Нехай у (2.1) A1 і C1 різних знаків.

2.1) 
[image: image43.wmf]212
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. Тоді (2.1) 
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Означення 2. Крива другого порядку, яка у деякій ПДСК задається рівнянням виду (6) наз. гіперболою, рівняння (6) - канонічним рівнянням гіперболи, а відповідна ПДСК - канонічною. 

2.2) F2=0. Тоді   (2.1) 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image52.wmf]22
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  пара дійсних прямих, які перетинаються.

II. Нехай один з коєфіцієнтів A1 чи C1 дорівнює нулю. Припустимо, що A1=0. Тоді  С2
[image: image53.wmf]¹

0 (інакше рівняння було б першого порядку). Згідно з лемою 1. ми можемо звести рівняння (2) до вигляду :                    
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1). Нехай 
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   і заміна 
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 зводить рівняння до вигляду : 
[image: image60.wmf]2
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де 
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 - вважаємо.

Означення 3. Крива другого порядку, яка у деякій ПДСК задається рівнянням виду (9) наз. параболою, рівняння (9)- канонічним рівнянням параболи, а відповідна система координат - канонічною. 
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2) Нехай тепер D1=0. Тоді 

2.1) Якщо F2 і C1 - протилежних знаків, то (8) 
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  - пара паралельних прямих.

2.2) Якщо F2 і C1 - одного знаку, то  (8) 
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 - пара уявних паралельних прямих.
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2.3) Якщо F2 =0. тоді  (8) 
[image: image72.wmf]Û
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· пара прямих, що співпали.

Еліпс:
Задається канонічним рівнянням 
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 в канонічній системі координат. І з (2) 
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еліпс лежить всередині прямокутника зі сторонами 2a і 2b. Точки перетину еліпса з осями канонічної системи координат наз. вершинами:

(-a,0), (a,0), (-b,0), (b,0).

Віддалі від початку координат до вершин a і b наз. відповідно великою та малою півосями еліпса. З рівняння видно, що якщо т.M(x,y) належить еліпсу, то   (-x,-y) (-x,y) (x,-y) -теж. 
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 існує дві осі і центр симетрії.







Осі симетрії OX і OY наз. головними осями, а O - центром. Точки F1(-c,0) і  F2(c,0) , 
[image: image81.wmf]222
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 наз. фокусами еліпса, а відношення 
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 - цого ексцентриситетом.

Теорема 2. Для того, щоб точка  M(x,y) належала еліпсу 
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 необхідно і достатньо, щоб сума відстаней від неї до обох фокусів еліпса була сталою величиною і дорівнювала 2a .
Доведення. Необхідність. т.M(x,y) належить еліпсу.
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Аналогічно, 
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Таким чином, 
[image: image89.wmf]12

2.

MFMFa

+=


Достатність. 
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Зауваження.  Віддаль від довільної точки еліпса M(x,y) до кожного з фокусів є лінійною функцією абсциси точки : 
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З еліпсом пов'язують дві прямі, які наз. директрисами еліпса. Їх рівняння в канонічній системі координат мають вигляд:
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 і фокус, які лежать по один бік від центру еліпса вважають відповідними один одному.

Теорема 3. Для того, щоб точка M(x,y) належала еліпсу необхідно і достатньо, щоб відношення відстаней від т.М до фокуса і до відповідної директриси було сталою величиною, рівною 
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Доведення. Необхідність.   

т.М належить еліпсу 
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Віддаль від т.М(x,y) до цієї директриси 
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(як було доведено в попередній теоремі).

Отже, 
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Достатність.  M(x,y), 
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