Аналітична геометрія : пряма і площина

1. Рівняння прямої  на площині.

1.1. В декартових координатах кожна пряма визначається рівнянням першого степеня і, навпаки,  кожне рівняння першого степеня визначає пряму. 
1.2. Рівняння виду

 
[image: image1.wmf]0

=

+

+

C

By

Ax
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називається загальним або канонічним рівнянням  прямої на площині. Якщо пряма задана загальним рівнянням, то її кутовий коефіцієнт  визначається за формулою 
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1.3. Нагадаємо, що кутовий коефіцієнт є тангенсом кута нахилу  прямої до осі Ох, а рівняння 
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 називається рівнянням  прямої з кутовим коефіцієнтом.  Вільний член b в цьому рівнянні дорівнює довжині відрізка, що відтинає на осі Оу дана пряма, рахуючи від початку координат.  

1.4. Рівняння 
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 є рівнянням прямої, що проходить через точку 
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  і має кутовий коефіцієнт k. 

1.5. Якщо пряма проходить через точки 
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коефіцієнт визначається за формулою   
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. Рівняння 
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є рівнянням прямої, що проходить через дві точки 
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1.6. Ознакою паралельності двох прямих є рівність їх кутових коефіцієнтів 
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Ознакою перпендикулярності двох прямих  є  обернені за абсолютною величиною та протилежні за знаком кутові коефіцієнти: 
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Завдання. Вивести умови паралельності та перпендикулярності прямих, заданих загальним рівняннямю

1.7. Нормальне рівняння прямої. Нехай на площині хОу задана пряма. Проведем через початок координат перпендикуляр до даної прямої і назвемо його нормаллю . Позначимо через Р точку перетину нормалі з даною прямою і ввиберемо за додатній напрямок нормалі від точки О до точки Р. Якщо 
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 є полярний кут нормалі, р – довжина відрізка 
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то рівняння  даної прямої може бути записано у вигляді
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Рівняння такого виду називається нормальним. Якщо дано загальне рівняння  прямої 
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, то, щоб звести його до нормального виду , треба всі члени цього рівняння домножити на нормуючий множник 
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. Знак нормуючого множника вибираємо протилежним до знаку вільного члена рівняння, що нормується. 

1.8. Відстань від точки до прямої. Нехай дано деяку пряму і довільну точку М; позначимо через d відстань від точки до прямої. Відхиленням 
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 точки М називається число +d, якщо ця точка та початок координат розташовані по різні боки від прямої, та –d, якщо ця точка та початок координат розташовані по один бік від даної прямої ( для точок , що лежать на даній прямій 
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). Якщо задано координати 
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точки М, та нормальне рівняння прямої 
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 точки М обчислюється за формулою: 
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Щоб знайти відстань d  від точки до прямої, достатньо обчислити відхилення  і взяти його модуль:
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2. Пряма і площина в просторі.

2.1.  Проекцією вектора 
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 на вісь u  називається відрізок  
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, де точка 
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 є проекцією на вісь u точки А, а  точка 
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 - проекцією на цю вісь  точки В. 

Проекція вектора 
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 на вісь u позначається 
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Проекція вектора a на вісь u позначається 
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Властивості проекції:

2.1.1. 
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,  де 
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 - кут нахилу вектора до осі u. 

2.1.2. Проекція суми векторів на деяку вісь дорівнює сумі  їх проекцій на цю вісь 
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2.1.2. При множенні вектора на число його проекція  множиться на теж саме число. 
[image: image39.wmf]a

пр

a

пр

u

u

l

l

=


2.1.3. Проекція довільного вектора S={X; Y; Z} на яку-небудь вісь u визначається формулою 
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, де e – одиничний вектор, направлений за віссю u. Якщо дані кути α, β, γ, які вісь u утворює з координатними осями, то е={cosα; cosβ; cosγ} і для обчислення проекції вектора S може використовуватись формула 
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2.1.4. Довжини проекцій вектора на координатні осі називаються його (декартовими) координатами. 

2.2. Якщо 
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 кути, які утворює вектор а з координатними осями, то 
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 називаються напрямляючими косинусами вектора а.  Напрямляючі косинуси є координатами одиничного вектора, який має той самий напрямок, що і вектор а.

Одиничний вектор, який має той самий напрямок, що і вектор а, називається ортом вектора а і позначається 
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Якщо 
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3. Векторний добуток векторів.

Векторним добутком вектора a на вектор b називається вектор, що позначається символами [ab] і визначається наступними трьому умовами:

1) модуль вектора [ab] дорівнює [a]·[b]sinφ, де φ – кут між векторами a і b;

2) вектор [ab] перпендикулярний до кожного з векторів a i b;

3) напрямок вектора [ab] відповідає правилу “правої руки”. Це означає, що якщо вектори a, b і [ab] зведені до загального початку, то вектор 
[ab] має бути спрямованим так, як спрямований середній палець правої руки, великий палець якої спрямований за першим співмножником (тобто за вектором a), а вказівний – за другим (тобто за вектором b).

Векторний добуток залежить від порядку співмножників, а саме: 
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Модуль векторного добутку [ab]  дорівнює площі паралелограма, побудованого на векторах a і b:
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Сам векторний добуток може виражатися формулою 
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Векторний добуток [ab] дорівнює нулю тоді і тільки тоді, коли вектори a і b колінеарні. Зокрема [аа]=0.

Якщо система координатних осей права і вектори a i b задані в цій системі своїми координатами: a={X1; Y1; Z1}, b={X2; Y2; Z2}, то векторний добуток вектора a на вектор b визначається за формулою
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4. Змішаний добуток трьох векторів.

Трійкою векторів називаються три вектори, якщо вказано, який з них вважається першим, який другим і який третім. Трійку векторів записують за порядком нумерації; наприклад, запис a, b, c означає, що вектор a вважається першим, вектор b – другим, с – третім.

Трійка некомпланарних векторів a, b, c називається правою, якщо вектори, що її утворюють, після приведення до загального початку, розташовуються у порядку нумерації аналогічно до того, як розташовуються великий, вказівний та середній пальці правої руки. Якщо вектори a, b, c розташовані аналогічно до того, як розташовані великий, вказівний та середній пальці лівої руки, то трійка цих векторів називається лівою.

Змішаним добутком трьох векторів називається число, яке дорівнює векторному добутку [ab], помноженому скалярно на вектор с, тобто [ab]c.

Справджується тотожність: [ab]c=a[bc]; зважаючи на це для позначення змішаного добутку [ab]c використовується простіший символ: abc. Таким чином, abc=[ab]c, abc=a[bc].

Змішаний добуток abc дорівнює об’єму паралелепіпеда, побудованого на векторах a, b, c, взятому зі знаком плюс, якщо трійка abc права, зі знаком мінус, якщо ця трійка ліва. Якщо вектори a, b, c компланарні (і тільки в цьому випадку), змішаний добуток abc дорівнює нулю; іншими словами, рівність abc=0 є необхідною і достатньою умовою компланарності векторів a, b, c.

Якщо вектори a, b, c задані своїми координатами a={X1; Y1; Z1}, b={X2; Y2; Z2}, с={X3; Y3; Z3}, то мішаний добуток abc визначається формулою
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Нагадаємо, що система координатних осей вважається правою (разом з тим є правою і трійка векторів i, j, k).

5. Загальне рівняння площини. Рівняння площини, що проходить через дану точку і має даний нормальний вектор.

В декартових координатах кожна площина визначається рівнянням першого степеня і кожне рівняння першого степеня визначає площину.

Будь-який (не рівний нулю) вектор, перпендикулярний до даної площини, називається її нормальним вектором. Рівняння
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 визначає площину, яка проходить через точку 
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 і має нормальний вектор 
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Розкриваючи в рівнянні (1) дужки і позначаючи число –Ax0–By0–Cz0 літерою D, представимо його у вигляді 
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. Це рівняння називається загальним рівнянням площини.

6. Нормальне рівняння площини. Відстань від точки до площини.

Нормальним рівнянням площини називається її рівняння, записане у вигляді 
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де cosα, cosβ, cosγ є направляючими косинусами нормалі площини, р – відстань до площини від початку координат. При обчисленні направляючих косинусів нормалі слід вважати, що вона направлена від початку координат до площини (якщо ж площина проходить через початок координат, то вибір додатнього напрямку нормалі не має значення).

Нехай M* - будь-яка точка простору, d – відстань від неї до даної площини. Відхиленням δ точки М* від даної площини називається число +d, якщо точка М* і початок координат лежать по різні боки від даної площини, і число –d, якщо вони лежать по один бік від даної площини (якщо М* лежить на самій площині, то відхилення дорівнює нулю).

Якщо точка М* має координати x*, y*, z*, а площина задана нормальним рівнянням
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то відхилення точки М* від цієї площини подається формулою
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Очевидно d=|δ|.

Загальне рівняння площини 
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 зводиться до нормального вигляду (1) множенням на нормуючий множник, що визначається за формулою
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знак нормуючого множника береться протилежним знаку вільного члена нормованого рівняння.

7. Направляючий вектор прямої. Канонічні рівняння прямої. Параметричні рівняння прямої.

Кожен вектор, що не дорівнює нулю і лежить на даній прямій або на паралельній їй, називається направляючим вектором цієї прямої.

Направляючий вектор довільної прямої в подальшому позначається літерою a, його координати – літерами l, m, n:
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Якщо відома одна точка 
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 прямої і направляючий вектор 
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, то пряма може бути визначена (двома) рівняннями виду:
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(1)

У такому вигляді рівняння прямої називаються канонічними.

Канонічні рівняння прямої, що проходить через дві дані точки 
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, мають вигляд


[image: image71.wmf]1

2

1

1

2

1

1

2

1

z

z

z

z

y

y

y

y

x

x

x

x

-

-

=

-

-

=

-

-




(2)

Позначимо літерою t кожне з рівних відношень у канонічних рівняннях (1); ми отримаємо:
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Звідси
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(3)

Це – параметричне рівняння прямої, що проходить через точку 
[image: image74.wmf](
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 у напрямку вектора 
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. В рівняннях (3) t розглядається як довільно змінюючийся параметр, x, y, z – як функції від t; при зміні t величини x, y, z змінюються так так, що точка 
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 рухається по заданій прямій. 

Якщо параметр t розглядати як змінний час, а рівняння (3) як рівняння руху точки М, то ці рівняння будуть визначати прямолінійний і рівномірний рух точки М. При t=0 точка М співпадає з точкою 
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. Швидкість v точки М постійна і визначається формулою 
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ЗАВДАННЯ З АНАЛІТИЧНОЇ ГЕОМЕТРІЇ ТА АЛГЕБРИ НА ТИЖДЕНЬ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ.

Умови рейтінга: обов’язкові задачі –0.3 б.; додаткові задачі – 1б. 

Обов’язкові задачі.

 1.   Дано рівняння двох сторін паралелограма    8x+3y+1=0,    2x+y-1=0   і рівняння однієї з його діагоналей    3x+2y+3=0.   Визначити координати вершин цього паралелограма.

2.  Скласти рівняння прямих, що проходять через вершини трикутника   A(5;-4),  B(-1;3), C(-3;-2)   паралельно протилежним сторонам.

3.   Визначити кут  (  між  прямими   5x-y+7=0,   3x+2y=0.

4.   Обчислити  відхилення  (  і відстань d від точки до прямої в кожному з таких випадків :  1) A(2;-1),  4x+3y+10=0;        2) B(0;3), 5x-12y-23=0;            3) P(-2,3),  3x-4y-2=0;                           4) Q(1;-2), x-2y-5 =0.
5.   Обчислити відстань d  між паралельними прямими в кожному з таких випадків :     

1)   


3x-4y-10=0,   6x-8y+5=0;

2) 5x-12y+26=0,  5x-12y-13=0;

3) 4x-3y+15=0,   8x-6y+25=0;

4) 24x-10y+39=0,  12x-5y-26=0.

6. Вектори а і в утворюють кут φ=
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 EMBED Equation.3  [image: image80.wmf]. Знаючи, що 
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7. Дано вершини трикутника 
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8. Скласти рівняння площини, яка проходить через точку 
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[image: image89.wmf]}

{

3

;

2

;

1

-

=

n

.

9. ано, що 
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. Визначити, при якому значенні 
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 будуть взаємно перпендикулярними.

10. Вектори а і в утворюють кут φ=
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 EMBED Equation.3  [image: image97.wmf],
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11. Вектори а і в взаємно перпендикулярні; вектор с утворює з ними кути, рівні 
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; знаючи, що 
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12. Вектори а і в утворюють кут φ=
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13. Знайти орт вектора 
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14. Вектор утворює з осями 
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. Який кут він утворює з віссю 
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15. Обчислити направляючі косинуси вектора 
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16. Дано модуль вектора  
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17. Вектори а і в взаємно перпендикулярні. Знаючи, що 
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18.  Звести до нормального виду рівняння наступних площин:

1) 2x – 9у + 6z – 22 = 0;

2) 10x + 2у – 11z + 60 = 0;

3) 6x – 6у – 7z + 33 = 0.

19.  Обчислити відстань площини  15x – 10у + 6z – 190 = 0  від початку координат.

20.  Скласти рівняння площини:

1) що проходить через точку (–2; +7; +3) паралельно площині  x –  4у + 5z – 1 = 0;

 2) що проходить через початок координат і перпендикулярної до двох площин: 

     2x – у + 5z + 3 = 0;  x + 3у – z – 7 = 0;

 3) що проходить через точки L ( 0; 0; +1) і  N ( +3; 0; 0 ) і утворює кут (/3

 з площиною (ху).
21.  Визначити кути, утворені прямими:

         х – 1   =  у + 2  =  z – 5          і              х    =  у – 3  =  z +1       

            3             6            2                           2           9         6
22.  Звести до канонічного виду рівняння прямої   {  2x – 3у – 3z – 9 = 0, 
                                                                           x – 2у + z + 3 = 0.                                                                                   

23.  При якому значенні коефіцієнта  А  площина  Аx + 3у – 5z + 1 = 0  буде паралельна прямій

            х – 1   =  у – 2  =  z    ?                   
               4             3        1                           
24.  Написати рівняння площини, що проходить через точку (+3; +1; –2) і через пряму 

            х – 4   =  у + 3  =   z    .                   
                 5             2         1                          

Додаткові задачі.
1(236К). Дано вершини трикутника A(1;-1),  B(-2;1),  C(3;5).  Скласти рівняння перпендикуляра, опущеного з вершини  A  на медіану, проведену з вершини  B. 

2(296к).   Довести, що якщо три прямі   
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  перетинаються в одній точці, то
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І навпаки, якщо  
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 то три прямі 
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 перетинаються в одній точці. 

3(325К).   Дано паралельні прямі   10x+15y-3=0,   2x+3y+5=0,  2x+3y-9=0.  Переконатись, що перша з них лежить між двома іншими, і обчислити співвідношення, в якому вона ділить відстань між ними.

4(337К).   Скласти рівняння прямої, що проходить через точку  P(-2;3)  на однакових відстанях від точок   A(5,-1)  і  B(3,7).

5(339.1) Скласти рівняння бісектрис кутів, утворених двома прямими    

x-y+5=0,  3x-y-2=0,  що перетинаються. 

6. Дано три вектори : 
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7. (а) Визначити чи компланарні вектори а, в, с, якщо:

8.        
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9. Обчислити об’єм тетраедра, вершини якого розміщені в точках 
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824.  З початку координат опустити перпендикуляр до прямої
          х – 5   =  у – 2  =  z + 1  .                      
             4             3          –2                           
825.  Через точку A( +4; 0; –1 ) провести пряму так, щоб вона перетинала дві дані прямі:

          х – 1   =  у + 3  =  z – 5           і             х    =  у – 2  =  z + 1  .      

             2             4           3                            5         –1          2                          
851.  Знайти точку, що симетрична точці Р ( +4; +3; +10 ) відносно прямої 
            х – 1   =  у – 2  =  z – 3   .      

                  2            4           5                            
854.  Обчислити відстань між прямими:

           х + 3   =  у – 6  =  z – 3           і           х – 4    =  у + 1  =   z + 7  .      

              4           –1           2                            8              –3          3                          
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