Тема 11.  Квадратичні форми
1.Лінійні та білінійні форми. 

1.1 Лінійні та білінійні форми - означення.


Нехай 
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- n-вимірний векторний простір над полем P. 

Означення 1. Функція 
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 ставить у відповідність деякий елемент поля P, називається лінійною формою, якщо для  будь-яких векторів 
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Означення 2. Функція 
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, що кожній парі векторів 
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 ставить у відповідність деякий елемент поля P, називається білінійною формою, якщо вона є лінійною формою відносно кожного з векторів-аргументів 
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Розглянемо деяку білінійну форму 
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. Зафіксуємо в 
[image: image18.wmf]n

V
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Нехай 
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 - запис векторів 
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 у вказаному базисі. Тоді 
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Числа 
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 називаються коефіцієнтами білінійної форми в базисі 
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.  Вони природнім чином утворюють матрицю
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, якщо вважати номер i  за номер рядка, а j – за номер стовпця. 

Якщо  
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[image: image30.wmf]x

, а 
[image: image31.wmf](

)

j

Y

h

=

 - стовпчик координат вектора 
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Означення 3. Якщо функція 
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, то білінійна форма називається симетричною. 

Симетричній білінійній формі відповідає симетрична матриця.
1.2  Зміна матриці білінійної форми при заміні базиса

Виберемо в 
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 у новому базисі, 
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Враховуючи, що 
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Оскільки рівність (7) справджується при всіх значеннях 
[image: image51.wmf]X

та 
[image: image52.wmf]Y

, одержуємо


[image: image53.wmf]AC

C

A

T

=






(8)

2. Квадратичні форми. 

2.1 Означення.

Означення 4. Квадратичною формою називається многочлен від n змінних 
[image: image54.wmf]n
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, в якому повний степінь коженого одночлена дорівнює двом.

Приклад. Числова функція f(x,x) одного векторного аргумента x, яка отримується з білінійної форми f(x,y) при x = y є квадратичною формою від координат 
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В загальному випадку квадратична форма має вигляд: 
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або  
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Квадратичній формі співставляється симетрична матриця 
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яка називається матрицею квадратичної форми. Легко бачити, що матриця А збігається з матрицею симетричної білінійної форми, з якої отримується дана квадратична форма. Позначимо через 
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Ранг матриці квадратичної форми А називаєься рангом відповідної квадратичної форми

2.2  Зміна матриці квадратичної форми при невиродженій заміні змінних.

Розглянемо заміну змінних 
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з невиродженою матрицею 
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Підставляючи замість старих змінних їх вираз через нові, одержимо 
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 - матриця квадратичної форми 
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Зауваження. Формули(9) можна трактувати як результат зміни координат вектора-аргумента 
[image: image71.wmf]x

 при переході до іншого базису з матрицею переходу 
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2.3. Зведення квадратичної форми до суми квадратів

Розглянемо методи вибору такого базиса f = (f1,f2……,f3) в лінійному просторі V, в якому квадратична форма може бути заданою  в наступному канонічному вигляді:

А (x,x) = 
[image: image73.wmf]222
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 Коефіцієнти 
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називаються канонічними коефіцієнтами 

Означення 5. Базис, в якому квадратична форма має канонічний вигляд, називається канонічним. 

Зауваження 1. Канонічний базис визначається неоднозначно. 

Зауваження 2. Кількість відмінних від 0 канонічних коефіцієнтів дорівнює рангу матриці.

 Нагадаємо, що кожному перетворенню базиса відповідає невироджене лінійне перетворення координат  і навпаки.

 Метод Лагранжа.  

Теорема 1. Будь-яка квадратична форма А(х,у), що задана в n-вимірному просторі V, за допомогою невиродженого лінійного перетворення координат може бути приведена до канонічного виду.  

Теорема доводиться методом Лагранжа. Основна ідея цього  методу  полягає в послідовному доповненні квадратного тричлена по кожному аргументу до повного квадрату: 

1). Нехай 
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Зауважимо, що  в першому рядку  записано всі доданки,  що містять  
[image: image78.wmf]1
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Доповнимо вираз у дужках до повного квадрату, і , щоб значення  квадратичної форми 
[image: image81.wmf]f

 не змінилось, віднімемо дописані доданки:
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Позводивши подібні члени, одержимо:
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2). Якщо 
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3). Якщо 
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При цьому одержимо:
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де  жоден доданок крім першого не містить квадратів невідомих,  отже в одержаної форми коефіцієнт при квадраті першої змінної відмінний від 0, і ми можемо застосувати крок 1).

4). Якщо 
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, за допомогою якої одержимо квадратичну форму з коефіцієнтом при квадраті деякої змінної, відмінним від 0.

. Метод Якобі.

Розглянемо кутові мінори  матриці А коефіцієнтів форми А(х,х) в базисі 
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Теорема 2. Нехай мінори 
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 матриці А  коефіцієнтів форми А(х,х)   відмінні від 0. Тоді існує невироджене  перетворення координат, за допомогою якого форму А(х,х) можна привести до канонічного виду. При цьому канонічні коефіцієнти обчислюються за формулами:
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2.6. Закон інерції квадратичних форм.

Означення 6. Нормальним виглядом квадратичної форми називається вигляд:
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Теорема 3. Число доданків з додатніми (від’ємними ) коефіцієнтами в нормальному вигляді квадратичної форми не залежить від  способу зведення її до цього вигляду.

Означення 7. Індексом  інерції  квадратичної форми будемо  називати кількість відмінних від 0 канонічних коефіцієнтів цієї форми, додатнім індексом інерції-число додатніх канонічних коефіцієнтів, від’ємним індексом інерції – число від’ємних  канонічних коефіцієнтів.

Теорему 3 часто формулюють як

Закон інерції квадратичних форм: Індекс інерції квадратичної форми не залежить від  способу зведення її до нормального вигляду

2.7. Класифікація квадратичних форм.

Означення 8 . Квадратична форма А (x,x) називається:

1) додатно (від’ємно) визначеною, якщо

А (x,x)> 0     (А (x,x)<0)

2) знакозмінною, якщо існують вектори х та у такі, що

А(x,x)<0,     А(y,y)>0

3) квазізнаковизначеною, якщо для всіх х
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але існує відмінний від  0  вектор х, для якого
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Необхідна та достатня умова знаковизначеності квадратичної форми.

Для того, щоби квадратична форма A(x,x), що задана у векторному просторі  V, була знаковизначеною, необхідно і достатньо, щоб або додатній індекс інерції p, або від’ємниї індекс інерції q  дорівнював розмірності  n простору V. При цьому, якшо p=n, то форма додатно визначена, якщо q=n, то форма від’ємно визначена.

Необхідна та достатня умова знакозмінності квадратичної форми.

Для того, щоби квадратична форма A(x,x) була знакозмінною, необхідно і достатньо, щоб як додатній, так і від’ємний індекс інерції був відмінним від 0. 

Критерій Сільвестра знаковизначеності квадратичної форми.

Для того, щоб квадратична форма A(x,x), яка задана у векторному просторі  V, була додатно визначеною, необхідно і достатньо, щоб виконувались нерівності:
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Для того, щоби квадратична форма A(x,x), що задана у векторному просторі  V, була від’ємно визначеною, необхідно і достатньо, щоб знаки кутових мінорів чергувались, при чому 
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