Тензорна алгебра

1.  “Тензорна нотація”, правило Ейнштейна.

Розглянемо 
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- комплексний векторний простір. (Надалі всі векторні простори будемо розглядати над полем комплексних чисел 
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, х – вектор; координати х = 
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Для скорочення запису використовуємо правило Ейнштейна. 
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Скалярний добуток векторів 
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 визначається як скалярний добуток 
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Зміна координат при переході до іншого ортонормованого базису:


[image: image15.wmf]i

j

i

j

x

U

x

ˆ

=

,  де  новий базис зображується через старий 
[image: image16.wmf]j

j

i

i

e

U

e

=

ˆ

. U – унітарна матриця переходу, 
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Ізоморфізм лінійних унітарних просторів.
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Антиізоморфізм лінійних унітарних просторів.
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Лінійні оператори


[image: image27.wmf]n

n

V

V

A

®

:



[image: image28.wmf]Ax

x

A

Ay

x

A

y

x

A

n

C

C

C

C

V

n

l

l

=

+

=

+

=

´

´

´

=

)

(

,

)

(

)

(

);

(

...

(



[image: image29.wmf]n

e

e

,...,

1

 - орт. базис. 
[image: image30.wmf]A

 - матриця оператора А в базисі 
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Якщо 
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2. Дуальні простори

Розглянемо n-вимірні комплексні простори 
[image: image38.wmf])

(

n

C

і 
[image: image39.wmf])

(

~

n

C

, вектори яких будемо позначати 
[image: image40.wmf])

(

~

~

,

~

)

(

,

n

C

y

x

i

n

C

y

x

Î

Î


О.1 простори 
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 називаються ДУАЛЬНИМИ, якщо задано антиізоморфізм 
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О.2 Елементи простору 
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З означення антиізоморфізма випливає:


[image: image46.wmf])

(

),

(

n

C

y

n

C

x

Î

Î

"



[image: image47.wmf](

)

11

(|)|

n

C

C

xyxy

jjjj

--

==

%

%%
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Для спрощення запису введемо новий вид скалярного добутку:

Скалярний добуток ковектора на вектор:
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Далі позначатимемо:

Ковектор 
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Вектор х = 
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Тоді скалярний добуток ковектора на вектор зображується як добуток рядка на стовпчик:
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Властивості:
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Дуальний простір можна уявляти як простір лінійних функціоналів 
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. Очевидно, що такі функції можна додавати (“по-точково”) і в силу (1) лінійна комбінація 
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Дуальний базис

Нехай 
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Дійсно, виберемо за 
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 Співвідношення (3) випливають з (*).

О. Базиси 
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(Номери ковекторів вигідно писати вгорі, координати ковектора – навпаки, будемо писати знизу):
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Для скалярного добутку вектора і ковектора, розкладених за дуальними базисами, одержуємо формулу (**).

Надалі, розглядаючи одночасно 
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Відмітимо, що в дуальних базисах антиізоморфізм 
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Дуальні оператори

Оператори 
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Наслідок: оператор, дуальний до унітарного, є унітарним в  
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“Дії” над просторами та операторами.

Ортогональна сума просторів

Нехай 
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Раніше ми розглядали ортогональні суми підпросторів, вважаючи, що підпростори 
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Звідні оператори:
Нехай 
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З іншого боку, якщо на кожному 
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Якщо існує розклад простору 
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Тензорний (кронекерів) добуток просторів

Інший спосіб побудови більш складних просторів з простіших можна назвати “множенням”, при цьому “перемножуються” й оператори, що діють і просторах “співмножниках” таким чином, що одержується оператор, що діє в “добутку” просторів.

Почнемо для простоти з двох просторів: 
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Розглянемо всі можливі формальні вирази вигляду:
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з довільною кількістю “доданків” Р, де 
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Правила дії над виразами (6):

І. Домовимось вважати два вирази (6) рівними, якщо вони можуть бути одержані один з одного скінченним числом наступних елементарних перетворень:
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і навпаки.

2. Аналогічно, взаємно замінюються вирази
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3. Аналогічно, взаємно замінюються вирази
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Якщо зокрема можна привести вираз (6) елементарними перетвореннями до виду 
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О. Множина всіх виразів (6) з ототожненням рівних виразів називається тензорним (кронекерівським) добутком просторів 
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Для елементів 
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(для додавання двох виразів їх просто виписуємо один за одним, з’єднавши знаком “+”. Часто при цьому можливі спрощення за допомогою елеметарних операцій. Так, якщо в обидва доданки входить 
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Додавання є асоціативним, комутативним; нейтральний елемент – О; протилежним до “монома” 
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4. Скалярний добуток визначимо спочатку для “мономів”.
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а потім для “поліномів”
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Можна показати, що ці дії задовольняють всім аксіомам  унітарного (тобто комплексного евклідового) простору. Побудуємо базис і знайдемо розмірність 
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Дійсно, за означенням скалярного добутку мономів (6):
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Таким чином наступна множина елементів 
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Надалі будемо нумерувати вектори базису 
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Побудуємо за ними новий оператор 
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Визначений так лінійний оператор називається тензорним (кронекерівським) добутком операторів А і В.
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Отже, матричний елемент, що розташований в рядку 
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називається кронекерівським добутком матриць А і В. Відмітимо, що коли А і В – унітарні, то і 
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Випадок довільного числа співмножників.

Нехай 
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вектори якого мають вигляд:
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визначається аналогічно.

За означенням, справедливими є рівності:
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Заміна лівої частини такої рівності правою і навпаки є елементарне перетворення (16); поліноми вважаємо рівними, якщо вони переводяться один в одного над векторами з 
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Нарешті, якщо в кожному просторі 
[image: image227.wmf])

(

i

n

C

 діє оператор 
[image: image228.wmf]i

A

, то можна визначити тензорний добуток


[image: image229.wmf]s

A

A

A

A

Ä

Ä

Ä

=

...

2

1


як оператор, що діє на мономи за правилом:
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Тензорний добуток б.-я. числа унітарних операторів є унітарним оператором.

Тензорна алгебра над унітарним простором.

Зафіксуємо розмірність n. Візьмемо 
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де 
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Приклади:

1. Вектори з 
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Отже, оператори в 
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. Її значення на парі векторів 
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Найбільш загальна білінійна форма на 
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Приклади:
1. Нехай 
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Вказати матрицю відповідного лінійного оператора.

Нехай 
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. Знайдемо образ елемента z при дії Т(1,1):
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2. Знайти згортку заданого тензора Т(1,1).
Кожен елемент тензора Т(1,1) записується у вигляді: 
[image: image287.wmf]j

i

T
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