П.І.Голод                                                                             ОСНОВИ ТЕОРІЇ СИМЕТРІЇ

Симетрія і групи

Поняття симетрії тісно пов’язане із поняттям групи. Розглянемо, наприклад, групу самосуміщень правильного трикутника. 

Оскільки трикутник правильний (симетричний з центром О), то кожен поворот на 0( (360(), 120(, 240( буде самосуміщенням. Запишемо їх у вигляді циклів: е, (132), (123). Наявність трьох осей симетрії l1, l2,  l3 дає ще три самосуміщення: (23), (13), (12).

Легко бачити, що добуток 2-х самосуміщень – знову є самосуміщенням; кожне самосуміщення задає взаємно однозначне відображення вершин, і отже, має обернене; тотожнє перетворення е відіграє роль нейтрального елемента, отже, всі рухи площини, що зберігають трикутник, утворюють групу (в даному випадку – S3).

Аналогічно, всі рухи площини (або простору), що зберігають деяку іншу конструкцію (наприклад, квадрат або, скажімо, відстані і кути між векторами) утворюють групу.

1) Побудувати групу симетрій квадрату. Виписати її елементи і побудувати таблицю множення.

2) Задати групу перетворень площини, які зберігають відстані і кути.

Наша задача – розглянути Групи, що найчастіше вивчаються у фізиці.
В фізиці моделлю нашого 3-вимірного простору є 3-вимірний векторний простір або, точніше, 3-вимірний афінний простір.

В афінному точковому просторі ми розглядаємо дві множини: вектори, що утворюють векторний простір, і точки, що певним чином пов’язані з векторами.
Афінний точковий простір

Нехай дано п вимірний векторний простір Vп над полем К (К=R або K=C). Розглянемо деяку множину об’єктів, які називатимемо точками, і позначатимемо великими латинськими літерами. Ці об’єкти (точки) пов’язані з векторами таким чином, що:

1(. За кожною впорядкованою парою точок А, В однозначно співставляємо вектор
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Ця відповідність зображується рівністю 
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2(. Для даної точки А і 
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Вважають, що точка В утворюється віднесенням вектора  до точки А, і записують

3(. Для довільних трьох точок А, В, С виконується в Vп тотожність трикутнака:

(В–А)+(А–С)+(С–В)=0

Множину точок називають п-вимірним афінним простором над К (позначається Ап), а векторний простір Vп – напрямним для Ап.

Властивості:

1. Двом однаковим точкам відповідає нульовий вектор.

Дов. 
[image: image6.wmf]Ü

 з тотожності трикутника при А=В=С.

2. Вектор, що визначається парою т. В, А протилежний вектору, що визначається парою т. А, В.

Дов. В тотожності трикутника покладемо В=С 
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3. Якщо 
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Дов. 
[image: image12.wmf]Ü

 з аксіом 2( і властивості 2.

4. Якщо виберемо якусь початкову точку О, то 
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 за аксіомою 2( відповідає тільки одна точка 
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 відповідає тільки один вектор 
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Отже, зафіксувавши початкову точку, маємо взаємно однозначну відповідність векторам Vп і точкам Ап.
Групи, які найчастіше зустрічаються у фізиці

Ортогональна група, евклідова група. 

Розглянемо площину, як афінний простір А2, і розглянемо всі взаємно однозначні відображення А2 
[image: image17.wmf]®

 А2, що зберігають відстані між точками (тобто довжини відповідних векторів) і кути між векторами.

Якщо при цьому ще покладемо умову, що деяка точка О залишається нерухомою, то, згідно з властивістю 4, відповідні перетворення будуть відображеннями Vп. Оскільки перетворення, що нас цікавлять, зберігають кути, то вони переводитимуть (ортогональну систему координат) ортогональний базис в ортогональний. Умова збереження відстаней (довжин векторів) дає, що образом ортонормованого базису має бути ортонормований базис. Таким чином ми приходимо до ортогональної групи – групи, елементами якої є ортогональні перетворення простору Vп. Група ортогонального перетворення простору Vп позначається Оп​.

3) Впевнитися, що множина всіх ортогональних перетворень утворює групу (задовольняє всім аксіомам групи).

Вертаючись до афінного простору А2, бачимо, що крім поворотів і дзеркальних відбиттів, що породжують групу О2, відстані і кути зберігають також паралельну переноси.

Паралельні переноси простору Ап утворюють групу, яка називається групою трансляції Тп.

Група, породжена ортогональною групою О2 і групою трансляцій Тп називається п-вимірною евклідовою групою.

Розглянемо найбільш вживані групи

	ГРУПА
	ПОЗНАЧЕННЯ
	ПРИМІТКА
	

	Група всіх невироджених лінійних відображень Vп 
[image: image18.wmf]®

 Vп
	GLn(R), загальна лінійна група
	Задає всі взаємно однозначні перетворення вект. прост. Vп. Часто розглядається як група всіх невироджених (тобто 
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, або група невироджених матриць розмірністю п.
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	Група лінійного відобра-ження Vп 
[image: image22.wmf]®

 Vп, що мають матриці з визначником 1.
	SLn(R), спеціальна лінійна група
	Взаємно однозначні перетворення Vп, що зберігає довжини і об’єми. Часто розглядається як група неви-роджених матриць з визначником 1.
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	Аналогічно визначаються групи GLn(C), SLn(C) над полем комплексних чисел.
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	Ортогональна група Оп​
	Оп​ (R)
	Взаємно однозначні перетворення дійсного простору Vп 
[image: image26.wmf]®

 Vп, що зберігають кути і відстані. Складається з поворотів та інверсій (дзеркальних відобра-жень). Група ортогональних опе-раторів. Часто розглядається як група ортогональних матриць.
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2 компоненти

	Група поворотів
	SOn(R), спеціальна ортогональна група.
	Зберігає кути, відстані, а також орієнтацію систем векторів. Група ортогональних матриць з визначником 1.
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	Примітка: множина інверсій не утворює групу, оскільки добуток двох інверсій матиме матрицю з визначником 1, а отже, зображує деякий поворот.

	Унітарна група
	Un(C)
	Взаємно однозначні перетворення комплексного простору, що переводять ортонормований базис в ортонормований. Група унітарних операторів. Група унітарних матриць.
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	Спеціальна унітарна група
	SUn(C)
	Група унітарних матриць з визначником 1.
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Поняття про групи Лі.

Групи діляться на два основні класи: дискретні та неперервні.

Нехай U – оператор з GLn(К), де К=R або C; виберемо базис 
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, тоді U має в цьому базисі матрицю Uе. Для будь-якого додатного 
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, множина всіх операторів А, всі матричні елементи яких задовольняють нерівностям
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утворюють 
[image: image34.wmf]e

-окіл оператора U.

Означення 1. Якщо кожен оператор U з групи G має 
[image: image35.wmf]e

-окіл, який не містить інших операторів з G, то група G називається дискретною; при цьому 
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 може бути для кожного U вибрано окремо.

Означення 2. Група 
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 називається неперервною групою, або групою Лі, якщо кожен її оператор U має 
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визначених і неперервних в кубі 
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, таких, що матриці 
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 задають у вибраному базисі 
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 всі можливі оператори з 
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-околу оператора U, які належать G, причому різним набором 
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 відповідають різні оператори.

Система функцій (*) називається параметризацією групи в околі U; число k однозначно визначається групою G і називається її розмитістю.

Кожна група Лі може бути заданою за допомогою алгебраїчних співвідношень, накладених на коефіцієнти матриць Uе; для k-вимірної групи дійсні і уявні частини матричних елементів 
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 зв’язуються за допомогою 
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 незалежних алгебраїчних рівнянь з дійсними коефіцієнтами.

Матричні зображення груп

Означення 3. Відображенням групи 
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 називається гомоморфізмом, якщо 
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Означення 4. Взаємно однозначний гомоморфізм називається ізоморфізмом груп.

Означення 5. Зображенням (матричним) групи G називається гомоморфізм 
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Число п називається степенем зображення.

Приклад 1. Розглянемо групу
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Виберемо в 
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, і співставимо ці вектори елементам групи: 
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Далі кожному елементу групи співставимо лінійний оператор:
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Таким чином маємо: 
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 EMBED Equation.3  [image: image64.wmf].
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і так далі.

Кожному елементу групи співставляємо матрицю, при цьому добутку елементів групи відповідає добуток відповідних матриць.

Ми отримуємо, таким чином, регулярне зображення.

Приклад 2. Тривіальне зображення: 
[image: image66.wmf].
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Приклад 3. Скалярне зображення: 
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 де К – відповідне поле. Для групи S3 ми можемо побудувати 2 скалярні зображення: тривіальне і 
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(підгрупа парних підстановок переходить в 1, а множина непарних підстановок – в –1).

Приклад 4. Повну 2-вимірну евклідову групу можна зобразити 3-вимірними матрицями. Дійсно, композиції ортогонального перетворення з матрицею 
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Аналогічно повна 3-вимірна евклідова група зображується 4-вимірними матрицями. (Це відомо тим, хто працював із комп’ютерним зображенням просторових об’єктів).

Легко перевірити, що добутку (композиції) перетворень площини відповідатиме добуток таких матриць (**).

Еквівалентність зображень

Означення 6. Нехай 
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то зображення групи 
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 називається еквівалентним.

Якщо А – унітарне, то 
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 називаються унітарно евклідовими. Зрозуміло, що коли 
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– еквівалентні зображення, то 
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Далі ми можемо розглядати підпростори Vп, інваріантні для всіх операторів 
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 зображення групи 
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 одночасно і намагатися вибрати базис, в якому всі матриці мають найпростіший вигляд. Якщо Vп розкладається в пряму суму підпросторів, інваріантних відносно 
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, то кажуть, що зображення 
[image: image88.wmf])

(

G

j

 є звідним, і незвідним, якщо такий розклад простору Vп неможливий.

Незвідні зображення є “цеглинками”, з яких ми можемо будувати інші за допомогою прямої суми і тензорного добутку.

Приклад 4. Регулярне зображення завжди є звідним.

Група Галілея

Група Галілея складається із сукупності всіх можливих переходів від однієї інерційної системи до іншої. Розташувавши осі координат в цих системах паралельно, будемо розрізняти ці системи за швидкостями 
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, з якою дана система рухається відносно певної фіксованої системи (позначимо її О).

Якщо система I рухається відносно системи О з швидкістю 
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, а система II рухається відносно I з швидкістю 
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, то система II рухається відносно системи О з швидкістю 
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Отже, елементи цієї групи можемо зобразити векторами відповідного простору, а композиції буде відповідати додавання векторів.

Група Лоренца
Дослід Майкельсона показав, що для швидкостей близьких до швидкості світла умова 
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 порушується. Якщо постулювати сталість швидкості світла, то перехід від даної інерціальної системи координат до іншої буде задаватися біль складними законами. Порівнюючи швидкість в різних системах, одержимо
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– координата точки, звідки виходить промінь в момент 
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– координата точки, куди він доходить в момент 
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– координати іншої системи.

Маємо:
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– 4-вимірний простір Мінковського.
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 час – чисто уявна величина.

Перетворення, що зберігають відстань в С4, задаються групою U4. Але кожне таке перетворення можна подати як композицію поворотів, тобто досить розглянути SU4.

Обмеження: координати 
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мають бути дійсними, 
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 – чисто уявною. Відповідну групу будуємо як композицію поворотів.
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) можна подати як композицію 6 поворотів відносно базових (координатних) осей в базових (координатних) площинах.

Поворот в площині 
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Покладемо 
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Повертання системи координат в 4-вимірному “світі” Мінковського в площині 
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 на деякий чисто уявний кут 
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 переходу від однієї інерційної системи до іншої, що рухається відносно неї з постійною швидкістю 
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[image: image129.wmf]a

i

 і швидкістю 
[image: image130.wmf]1

v



[image: image131.wmf],

1

cos

b

a

=

i

 де 
[image: image132.wmf]2

1

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

º

c

v

b


ортохронна група Лоренцо – без відображень (інверсій) часу.
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