NB. 1) При роботі над цим матеріалом прошу звернути увагу  на модифікацію методу Лагранжа у випадку, коли 
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 (див. доведення теореми 1)

2) Розділ 1. Лінійні та білінійні форми  є обов’язковим для тих, хто претендує на 91 бал і вище.

Розділ 2. Квадратичні форми  є обов’язковим для тих, хто претендує на 61 бал і вище.

Тема 11.  Квадратичні форми

1.Лінійні та білінійні форми. 

1.1 Лінійні та білінійні форми - означення.


Нехай 
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Означення 1. Функція 
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 ставить у відповідність деякий елемент поля P, називається лінійною формою, якщо для  будь-яких векторів 
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Означення 2. Функція 
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 ставить у відповідність деякий елемент поля P, називається білінійною формою, якщо вона є лінійною формою відносно кожного з векторів-аргументів 
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Розглянемо деяку білінійну форму 
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Нехай 
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[image: image24.wmf]x

 та 
[image: image25.wmf]y

 у вказаному базисі. Тоді 
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Числа 
[image: image27.wmf]j

i

,

a

 називаються коефіцієнтами білінійної форми в базисі 
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Означення 3. Якщо функція 
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Симетричній білінійній формі відповідає симетрична матриця.
1.2  Зміна матриці білінійної форми при заміні базиса

Виберемо в 
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Враховуючи, що 
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Оскільки рівність (7) справджується при всіх значеннях 
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2. Квадратичні форми. 

2.1 Означення.

Означення 4. Квадратичною формою називається многочлен від n змінних 
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Приклад. Числова функція f(x,x) одного векторного аргумента x, яка отримується з білінійної форми f(x,y) при x = y є квадратичною формою від координат 
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В загальному випадку квадратична форма має вигляд: 
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Квадратичній формі співставляється симетрична матриця 
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яка називається матрицею квадратичної форми. Легко бачити, що матриця А збігається з матрицею симетричної білінійної форми, з якої отримується дана квадратична форма. Позначимо через 
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Ранг матриці квадратичної форми А називаєься рангом відповідної квадратичної форми

2.2  Зміна матриці квадратичної форми при невиродженій заміні змінних.

Розглянемо заміну змінних 
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з невиродженою матрицею 
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Підставляючи замість старих змінних їх вираз через нові, одержимо 
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 - матриця квадратичної форми 
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Зауваження. Формули(9) можна трактувати як результат зміни координат вектора-аргумента 
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 при переході до іншого базису з матрицею переходу 
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2.3. Зведення квадратичної форми до суми квадратів

Розглянемо методи вибору такого базиса f = (f1,f2……,f3) в лінійному просторі V, в якому квадратична форма може бути заданою  в наступному канонічному вигляді:

А (x,x) = 
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(
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 Коефіцієнти 
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називаються канонічними коефіцієнтами 

Означення 5. Базис, в якому квадратична форма має канонічний вигляд, називається канонічним. 

Зауваження 1. Канонічний базис визначається неоднозначно. 

Зауваження 2. Кількість відмінних від 0 канонічних коефіцієнтів дорівнює рангу матриці.

 Нагадаємо, що кожному перетворенню базиса відповідає невироджене лінійне перетворення координат  і навпаки.

2.4. Метод Лагранжа.  

Теорема 1. Будь-яка квадратична форма А(х,у), що задана в n-вимірному просторі V, за допомогою невиродженого лінійного перетворення координат може бути приведена до канонічного виду.  

Теорема доводиться методом Лагранжа. Основна ідея цього  методу  полягає в послідовному доповненні квадратного тричлена по кожному аргументу до повного квадрату: 
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Зауважимо, що  в першому рядку  записано всі доданки,  що містять  
[image: image79.wmf]1
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Доповнимо вираз у дужках до повного квадрату, і , щоб значення  квадратичної форми 
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 не змінилось, віднімемо дописані доданки:
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Позводивши подібні члени, одержимо:
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2). Якщо 
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3). Якщо 
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При цьому одержимо:

 
[image: image102.wmf]12

1

1122

233

(,,...)2

222

nn

nijij

iji

nnnn

jjjjijij

jjiji

f

cccacc

accaccacc

=>

===>

==

=++=

åå

åååå



[image: image103.wmf]2
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де  жоден доданок крім першого не містить квадратів невідомих,  отже в одержаної форми коефіцієнт при квадраті першої змінної відмінний від 0, і ми можемо застосувати крок 1).

4). Якщо 
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, за допомогою якої одержимо квадратичну форму з коефіцієнтом при квадраті деякої змінної, відмінним від 0.

2.5. Метод Якобі.

Розглянемо кутові мінори  матриці А коефіцієнтів форми А(х,х) в базисі 
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Теорема 2. Нехай мінори 
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 матриці А  коефіцієнтів форми А(х,х)   відмінні від 0. Тоді існує невироджене  перетворення координат, за допомогою якого форму А(х,х) можна привести до канонічного виду. При цьому канонічні коефіцієнти (див. (11)) обчислюються за формулами:
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2.6. Зведення  квадратичної форми до канонічного виду за допомогою ортогонального перетворення змінних.

Формула (10) для ортогональної матриці 
[image: image115.wmf]B

 набуває вигляд 
[image: image116.wmf]AB
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, отже ми маємо задачу зведення матриці 
[image: image117.wmf]A

 до діагонального виду перетвореннями подібності за допомогою ортогональної матриці. Оскільки матриця  
[image: image118.wmf]A

 - симетрична, ця задача завжди має розв’язок. Дійсно, симетричну матрицю 
[image: image119.wmf]A

 ми можемо розглядати як матрицю самоспряженого оператора. За теоремою 5 (файл Т10-….) кожен самоспряжений оператор А, що діє в n-вимірному комплексному лінійному просторі V має ортонормовану 
[image: image120.wmf])
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систему з n власних векторів. В базисі 
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 оператор А буде мати діагональну матрицю. Враховуючи, що стандартний базис 
[image: image122.wmf])
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, в якому задано матрицю 
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, є ортонормованим, матриця переходу від 
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 є ортогональною. 

Таким чином, щоб звести квадратичну форму до канонічного виду за допомогою ортогонального перетворення змінних, треба

1) записати матрицю 
[image: image126.wmf]A

 квадратичної форми;

2) знайти її власні числа; власні числа (взяті з їх кратностями) і будуть канонічними коефіцієнтами квадратичної форми.

3) Для кожного власного числа кратності 
[image: image127.wmf]k

 знайти  множину відповідних власних векторів і вибрати лінійно незалежну систему з 
[image: image128.wmf]k

 власних векторів;

4) якщо 
[image: image129.wmf]2
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, то вибрану лінійно незалежну систему з 
[image: image130.wmf]k

 власних векторів ортогоналізувати. Відомо (див. файл Т10-… Теорема 4), якщо А- самоспряжений оператор, то власні вектори, які відповідають різним власним значенням,  ортогональні.

5) Про нормувавши одержані 
[image: image131.wmf]n

 попарно ортогональних векторів, одержуємо ортонормований базис 
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. Виписуємо 
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  - матрицю переходу.

2.6. Закон інерції квадратичних форм.

Означення 6. Нормальним виглядом квадратичної форми називається вигляд:
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Теорема 3. Число доданків з додатніми (від’ємними ) коефіцієнтами в нормальному вигляді квадратичної форми не залежить від  способу зведення її до цього вигляду.

Означення 7. Індексом  інерції  квадратичної форми будемо  називати кількість відмінних від 0 канонічних коефіцієнтів цієї форми, додатним індексом інерції-число додатних канонічних коефіцієнтів, від’ємним індексом інерції – число від’ємних канонічних коефіцієнтів.

Теорему 3 часто формулюють як

Закон інерції квадратичних форм: Додатним (від’ємний) індекс інерції квадратичної форми не залежить від  способу зведення її до нормального вигляду

2.7. Класифікація квадратичних форм.

Означення 8 . Квадратична форма А (x,x) називається:

1) додатно (від’ємно) визначеною, якщо

А (x,x)> 0     (А (x,x)<0)

2) знакозмінною, якщо існують вектори х та у такі, що

А(x,x)<0,     А(y,y)>0

3) квазізнаковизначеною, якщо для всіх х
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але існує відмінний від  0  вектор х, для якого
[image: image137.wmf](,)0
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Необхідна та достатня умова знаковизначеності квадратичної форми.

Для того, щоби квадратична форма A(x,x), що задана у векторному просторі  V, була знаковизначеною, необхідно і достатньо, щоб або додатній індекс інерції p, або від’ємниї індекс інерції q  дорівнював розмірності  n простору V. При цьому, якшо p=n, то форма додатно визначена, якщо q=n, то форма від’ємно визначена.

Необхідна та достатня умова знакозмінності квадратичної форми.

Для того, щоби квадратична форма A(x,x) була знакозмінною, необхідно і достатньо, щоб як додатній, так і від’ємний індекс інерції був відмінним від 0. 

Критерій Сільвестра знаковизначеності квадратичної форми.

Для того, щоб квадратична форма A(x,x), яка задана у векторному просторі  V, була додатно визначеною, необхідно і достатньо, щоб виконувались нерівності:
[image: image138.wmf]12
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Для того, щоб квадратична форма A(x,x), що задана у векторному просторі  V, була від’ємно визначеною, необхідно і достатньо, щоб знаки кутових мінорів чергувались, причому 
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2.8.Задача про одночасне зведення двох квадратичних форм до канонічного виду.

Задача про одночасне зведення двох квадратичних форм до канонічного виду має розв’язок якщо хоча б одна з заданих квадратичних форм є додатно визначеною.

Нехай А(х,х) і В(х,х) – дві квадратичні форми і перша з них є додатно визначеною.

1)Методом Лагранжа зводимо А(х,х) до нормального виду: А(х,х)=А1(у,у)=
[image: image140.wmf]2
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. Знаходимо матрицю 
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, що задає відповідну заміну змінних:
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При цьому форма В(х,х) набуває вигляд 
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В1(у,у) з матрицею 
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2) Ортогональним 
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 перетворенням зводимо матрицю 
[image: image146.wmf]1
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 до канонічного виду. При цьому матриця 
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 не змінюється:

А(х,х)=А1(у,у)= А2(z,z)=
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B(х,х)=B1(у,у)= B2(z,z)=
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Результуюча матриця заміни змінних 
[image: image150.wmf]R
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знаходиться як добуток: 
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