Тема 7. Скалярний добуток. Евклідів векторний простір.

1. Означення і приклади 

Як і раніше, малими латинськими літерами будемо позначати вектори, а малими грецькими – елементи поля.

 Нехай 
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 – векторний простір над полем дійсних чисел 
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Означення 1. 

Векторний простір 
[image: image3.wmf]n

V

над полем дійсних чисел 
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 називається евклідовим, якщо кожній парі векторів 
[image: image5.wmf]y

x

,

 з 
[image: image6.wmf]n

V

, взятих в певному порядку, поставлено у відповідність  деяке дійсне  число, яке  називається  скалярним добутком 
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, що має такі властивості:
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А4. 
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Над полем комплексних чисел 
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:. 

Означення 2. 

Векторний простір 
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над полем комплексних чисел 
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 називається унітарним, якщо кожній парі векторів 
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, взятих в певному порядку, поставлено у відповідність  деяке комплексне   число, яке  називається  скалярним добутком 
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, що має такі властивості:
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А2. 
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А4. 
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Тут через 
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 позначено  число, комплексно спряжене до 
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Зауваження. Означення 1 та Означення 2 можна об’єднати, якщо зауважити, що дійсне число співпадає з своїм  комплексно спряженим, тобто якщо 
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. Через це  евклідів простір називають дійсним унітарним простором, або часом кажуть про унітарний простір, не уточнюючи, над яким полем ми його розглядаємо. 

З властивостей А1,А2 випливає, що 
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Тобто 
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Аналогічно з А1-А3  випливає, що 
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Звідси звичайним чином одержуємо загальну формулу
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Співвідношення (1) при 
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Приклад 1. Розглянемо нескінченовимірний простір всіх неперервних  функцій 
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 з комплексними значеннями, визначених на відрізку [0,1].Додавання та множення цих функцій на число визначаються звичайним чином, а  скалярний добуток функціїї 
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Завдання 1. Довести, що для заданого так скалярного добутку виконуються А1-А4.

Зауваження. Нескінченовимірний простір зі скалярним добутком називається предгільбертовим простором. (Він називається гільбертовим, якщо має властивість повноти як метричний простір, тобто якщо будь-яка послідовність вкладених замкнених сфер  з нескінчено спадаючими радіусами має спільну точку. У функціональному аналізі доводиться, що предгільбертовий простір завжди може бути поповненим до гільбертового простору.)

 Приклад 2. Розглянемо лінійний простір рядків довжини n з елементами з поля С. За скалярний добуток  рядка 
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візьмемо вираз
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Звідси видно, що 
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Оскільки модулі 
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 - невід’ємні дійсні числа, сума їх квадратів буде невід’ємним дійсним числом, що дорівнює 0 тільки коли всі доданки дорівнюють нулю. 

Приклад 3. В тому ж самому комплексному лінійному просторі можна ввести  скалярний добуток векторів 
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 - більш загальним співвідношенням:
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де комплексні числа 
[image: image52.wmf]ij

a

 утворюють матрицю, компоненти якої задовольняють умові  
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,  а квадратична  форма 
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  для всіх комплекних 
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 приймає дійсні невід’ємні значення  і дорівнює 0  лише при умові 
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Завдання 2 Перевірити, що визначений таким чином скалярний добуток задавольняє аксіомам А1-А4

2. Нерівність Коші-Буняковського.

Для будь-яких двох векторів унітарного простору  має місце нерівність 
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Рівність досягається тоді і тільки тоді, коли  вектори 
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та 
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 лінійно залежні.

Доведення. Якщо 
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,   то ліва і права частини нерівності  
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  дорівнюють нулю, отже вона виконується. 

Нехай 
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.  За аксіомою А4 для будь-якого числа 
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 звідки, перемножаючи, одержимо: 
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 Підставимо в останню нерівність замість 
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 число 
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 і домножимо всі члени нерівності на додатнє число 
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Нерівність доведено.

Якщо 
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та 
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 лінійно незалежні, то 
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 в  (3) буде справджуватись строга нерівність 
[image: image75.wmf]0

)

,

(

>

-

-

b

a

b

a

l

l


і в результаті ми одержимо  замість (2) нерівність  
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Якщо ж вектори 
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 лінійно залежні, наприклад 
[image: image79.wmf]b

a

a

=

, то 


[image: image80.wmf](

)

(

)

(

)

)

,

)(

,

(

,

,

)

,

(

,

2

2

2

b

b

a

a

b

b

b

b

b

b

b

a

=

=

=

a

a


Отже, додаткове зауваження до нерівності Коші-Буняковського також доведено.#

3.Довжина вектора і кут між векторами.

Означення 3.

Довжиною (модулем) вектора 
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 називається число 
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Розглянемо дійсний евклідів простір 
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. Кожній парі векторів 
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, поставимо у відповідність дійсне  число 
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.  За нерівностю Коші-Буняковського, 
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, отже ми можемо визначити  кут 
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 між двома векторами таким чином: 
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Два вектори називаються ортогональними, якщо 
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Довжина вектора і ортогональність векторів в унітарному просторі вводяться так само, як в евклідовому.

Зауваження.  Ввведене для евклідового простору поняття кута   між векторами для унітарного комплексного простору втрачає сенс, оскільки  скалярний добуток, взагалі кажучи, є комплексним числом. 

Тема 7 (Продовження). Ортонормований базис. 

Процес ортогоналізації. Ортогональне доповнення

4. Ортонормований базис

Означення 4.
Ортонормованим базисом n-вимірного унітарного (евклідового) векторного простору називатимемо  сукупність векторів 
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Означення коректно, оскільки  
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Доведемо це:

         Нехай існує лінійна залежність:
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Іншими словами, базис 
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 називається ортонормованим, якщо він ортогональний, і довжина кожного вектора базису дорівнює 1, тобто
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Нехай вектори 
[image: image100.wmf]a

 та 
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  задані своїми координатими в ортонормованому базисі  
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5. Процес ортогоналізації.

Нехай 
[image: image105.wmf]n

V

- n-вимірний евлідів векторний простір над полем дійсних чисел 
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 - деяка лінійно незалежна система векторів. 

Побудуємо ортогональну  систему векторів  
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 так, щоб кожен з векторів  був лінійною комбінацією векторів 
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Положимо 
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, а за а2 виберемо деякий вектор, ортогональний до а1, який є клінійною комбінацією b2 і а1:
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Вектори 
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 є  лінійними комбінаціями  векторів
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. Легко перевірити, що  
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 взаємно ортогональні.

Зауваження.  Якшо система векторів 
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 є лінійно залежна, то в процесі ортогоналізації можуть з’являтися  нульові вектори 
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, які ми просто відкидаємо, і продовжуємо процес далі.

6. Властивості ортогональної системи векторів.

Теорема. Якщо
[image: image119.wmf]12
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 - ортогональна система векторів не містить нульових векторів, то вона є лінійно незалежною.

Доведення.  Припустимо, що дана система векторів є лінійно залежною. Тоді існує вектор цієї системи, який є лінійною комбінацією інших. Не втрачаючи загальності, можемо вважати, що цим вектором є 
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Домноживши  скалярно на 
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[image: image124.wmf]
В силу ортогональності системи 
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, всі доданки правої частини дорівнюють 0 . Отже 
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, що неможливо, оскільки система векторів 
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 за умовою не містить нульових векторів. Одержане протиріччя доводить теорему.

7. Ортогональне доповнення.

Означення 5.

Множина векторів 
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, ортогональних до всіх векторів L називається ортогональним доповненням до підпростору L.

Вправа.

Довести, що 
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 є підпростором L.

Ортогональне доповнення до лінійного підпростору простору 
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 має такі властивості (довести самостійно):
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де О – нульовий підпростір, що містить лише нульовий вектор.
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