Первісні корені та індекси

§ 1. Загальні теореми

  а. При (а,m) =1 існують додатні γ з умовою 
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, наприклад (теорема Ейлера) γ=φ(m). Найменше з них називається: показник, якому належить а за модулем m. 

  b. Якщо а за модулем m належить показнику δ, то числа 1=
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  Дійсно, з того що 
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 (mod m), 0< l – k < δ випливало би 
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; 0< l –k <δ, що протирічить з визначенням δ.

  с. Якщо а за модулем m належить показнику δ, то 
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  Дійсно, нехай 
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Тому 
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  d. Нехай а за модулем m належить показнику δ. Тоді з с (
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 випливає, що φ(m) ділиться на δ. Таким чином, показники, яким числа належать по модулю m, є дільниками φ(m). Найбільшим серед цих дільників є саме φ(m). Числа, що належать показнику φ(m) (якщо такі існують), називають первісними коренями за модулем m.

§ 2. Первісні корені за модулями 
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  а. Нехай р – просте непарне і α
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  b. Якщо х за модулем m належить показнику аb, то 
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Дійсно, нехай 
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; відповідно, (с, §1) аδ ділиться на ab, тобто δ ділиться на  b. З іншої сторони, 
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  c. Якщо х за модулем m  належить показнику а, а у – показнику b , причому (а,b) =1, то ху належить показнику  ab.

Дійсно, нехай ху належить показнику δ. Тоді 
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. Тому (с, §1)bδ ділиться на а. Так само знаходимо, що δ ділиться на b. δ ділиться на а і b, оскільки (a, b)=1, то δ ділиться  і на ab. З іншої сторони. З того що 
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  d. Існують первісні корені за модулем р.

Дійсно, нехай

                                                   
[image: image38.wmf]r

d

d

d

,

,

2

,

1

K

                                                             (1)

різні показники, яким за модулем р належать числа 1,2,...,(р-1). Нехай τ – спільне найменше кратне цих показників і 
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  Але оскільки числа (1) ділять τ, всі 1,2,...р-1 є рішеннями  (с, §1) порівняння 
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e. Нехай g – первісний корінь по модурлю р. Можна вказати t з умовою, що  и, яке визначається рівнянням
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де, одночасно з t, u пробігає повну систему розрахунків по модулю p. Тому можна вказати t з умовою, що  u не ділиться на р. При вказаному t з (2) виводимо також
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де 
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Нехай g+pt по модулю 
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Звідси 
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; відповідно, δ кратне р-1, оскільки δ ділить 
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тобто g+pt – первісний корінь по модулю 
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 , причому будь-яке непарне х, яке задовільняє одне з порівнянь
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, очевидно, задовільняє і друге. Тому будь-яке непарне х, яке є первісним коренем за одним з модулів 
[image: image73.wmf]a

p

 і 
[image: image74.wmf]a

p

2

, є первісним коренем і за другим. Але з двох первісних коренів 
[image: image75.wmf]1

g

 і 
[image: image76.wmf]a

p

g

+

1

 за модулем рα один  - обов’язково непарний; отже, він буде первісним коренем і за модулем  2рα.

§ 3. Пошук первісних коренів за модулями рα і 2рα.

Первісні корені за модулями рα і 2рα, де  р – просте непарне і 
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, можна знайти, користуючись наступною загальною теоремою:

Нехай c=φ(m) і q1,q2,...qk  - відмінні прості дільники числа с. Для того, щоби число g, взаємно просте з m, було первісним коренем за модулем m, необхідно і достатньо, щоби це g не задовільняло ні одному з порівнянь


[image: image78.wmf])

(mod

1

,

),

(mod

1

),

(mod

1

2

1

m

g

m

g

m

g

k

q

c

q

c

q

c

º

º

º

K

.                                               (1)

Дійсно, якщо g – первісний корінь, то тим самим воно належить показнику с і, відповідно, жодному з порівнянь (1) задовільняти не може. 

З іншого боку, допустимо, що g – не задовільняє жодне з порівнянь (1). Якщо би показник δ, якому належить g , виявився меншим за с, то, позначаючи буквою q один з простих дільників 
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Приклад 1. Нехай m=41. Маємо φ(41)=40=23*5, 
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. Отже, для того, щоби число g, яек не ділиться на 41, було первісним коренем за модулем 41, необхідно і достатньо, щоби це g не задовільняло жодне з порівнянь
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Але, підставляючи числа 2, 3, ..., знаходимо, що (за модулем 41)
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Звідси можна побачити, що числа 2, 3, 4, 5 – не первісні корені, оскільки кожне з них задовільняє, в крайньому випадку, одне з рівнянь (2). Число 6 – первісний корінь, оскільки воно не задовільняє жодне з рівнянь (2).

Приклад 2. Нехай m=1681=412. Первісний корінь можна було б і тут знайти, користуючись загальною теоремою. Але ми знайдемо його простіше, застосовуючи теорему е, §2. Знаючи вже (приклад 1), що первісний корінь за модулем 41 є 6, знаходимо 

640=1+41(3+41l),

(6+41t)40=1+41(3+41l-639t+41T)=1=41u.

Щоби u не ділилось на 41, достатньо взяти t=0. Тому, як первісний корінь за модулем 1681 можна взяти число 6+41*0=6.

Приклад 2. Нехай m=3362=2*1681. Первісний корінь і тут можна було б знайти, користуючись загальною теоремою. Але ми знайдемо його простіше, застосовуючи теорему f, §2. Знаючи вже (приклад 2), що первісний корінь за модулем 1681 є 6, як первісний корінь за модулем 3862 можна взяти непарне з чисел 6, 6+1681, тобто число 1687.

§ 4. Індекси за модулями  pα і  2pα.
a. Нехай р – просте непарне, 
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; m – одне з чисел pα і  2pα ; c=φ(m),  g – первісний корінь за модулем m.

b. Якщо (  пробігає найменші невід(ємні різниці ( = 0, 1, ..., с-1 за модулем с, то g( пробігає наведену систему різниць за модулем m.
Дійсно, g( пробігає с чисел, взаємно простих з m і, маючи на увазі b, §1, непорівнюваних за модулем m.

с. Для чисел а, взаємно простих з m, введемо понітті про індекс, яке аналогічне поняттю по логарифм; при цьому первісний корінь відіграє роль, аналогічну ролі основи логарифмів.

Якщо
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Маючи на увазі b будь-яке а, взаємно просте з m, має деякий єдиний індекс 
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Знаючи 
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, ми можемо вказати і всі індекси числа а; згідно з с, §1 це будуть всі невід(ємні числа класу


[image: image96.wmf])

(mod

c

g

g

¢

º

.

Безпосередньо з даного тут визначення індекса випливає, що числа з даним індексом ( утворюють клас чисел за модулем m.

      d.  Маємо
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Дійсно,
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gind l(mod m),
звідки, перемножуючи, знаходимо

ab ... l
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gind a+ind b+...+ind l(mod m).

Отже, ind a+ind b+...+ind l - один з індексів добутку ab .... l.
      е. Через практичну користь індексів для кожного простого модуля р (зрозуміло, не дуже великого) складені таблиці індексів. Це дві таблиці; одна – для знаходження індекса за числом, інша – для знаходження числа за індексом. Таблицімістять найменші невід’ємні різниці чисел(наведена система) і їх найменших індексів (повна система) відповідно за модулями р і с = φ (р) = р – 1.

Приклад. Побудуємо вказані таблиці для модуля р = 41. Вище було показано (приклад 1, § 3), що первісним коренем за модулем 41 буде g = 6; його ми возьмемо за основу індексів. Знаходимо (порівняння беруться за модулем 41):
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7    

тому вказані таблиці будуть

p=41, p-1=23*5,  g=6
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Тут номер рядка вказує число десятків, номер стовпчика – число одиниць числа (індекса). В графі, загальній вкзаним стовпчику та рядку, міститься відповідний індекс (число).

Наприклад, ind 25 знайдемо в графі першої таблиці, загальному рядку з номером 2 і стовпику з номером 5, тобто ind 25 = 4. Число, індекс якого 33, знайдемо в графі другої таблиці, загальному рядку з номером 3 та стовпичку з номером 3, тобто       33 = ind 17.
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