Фаддеев Д.К.

Лекции по алгебре ( переклад)

 § 3.Поліноми від декількох літер.

1. Визначення та основні дії. Нехай дано комутативне кільце А з одиницею і декілька інших для А літер x1,…xm..  Одночленом відносно цих літер називається вираз ax1k1,… xmkm, де а 
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 А, k1, … , km – цілі невід’ємні числа. Покажчики   k1, … , km  називаються степенями одночлена відносно відповідних літер, а , k1+ ...+ km  називається повним степенем або просто степенем одночлена. Для подібних одночленів  ax1k1,… xmkm   та  bx1k1,… xmkm   визначено додавання:

 ax1k1,… xmkm   +  bx1k1,… xmkm = (a+b) x1k1,… xmkm  (“Зведення подібних членів”) і визначено множення одночленів:
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ax1k1,… xmkm   ∙  bx1l1,… xmlm = ab x1k1+l1,…, xmkm+lm   .

Многочленом або поліномом називається формальна сума одночленів, до того ж порядок доданків довільний.

Максимальна із степеней одночленів, які складають поліном, називається його степенем. Поліном, усі члени якого мають однакову степінь, називається однорідним поліномом  або формою. Максимальна із степеней відносно якої-небудь літери називається степіню полінома відносно цієї літери.

Два полінома вважаються рівними, якщо вони складаються із однакових одночленів. Для поліномів природньо визначені дії додавання  і множення. Саме, сума двох поліномів складена із об’єднання всіх одночленів, які складають доданки; добуток є сума добутків всіх членів першого множника на всі члени другого. Поліноми утворюють асоціативне і комутативне кільце, яке позначається 
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Зрозуміло, що поліном від літер 
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 можна розглядати як поліном від 
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1

з коефіцієнтами, що є поліномами від інших літер.

Теорема 1. Кільце поліномів від декількох літер над областю цілісності є область тілесності.

Доведення. Застосовуємо метод математичної індукції по кількості літер. База індукції є – для поліномів від одної літери теорема була установлена в п. 2 § 1. Припустимо тепер, що кільце поліномів від 
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 букв є область цілісності. Тоді і кільце поліномів від 
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букв є область цілісності, бо воно є кільце поліномів від одної літери над кільцем поліномів від 
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 букв, яке є область цілісності за припущенням індукції.

2. Значення поліномів від декількох літер. Нехай 
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- асоціативне комутативне кільце (для поліномів від одної змінної комутативність 
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 була не обов’язковою), включає 
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 , та з одиницею, яка співпадає з одиницею 
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. Нехай є поліном:
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Зрозуміло, що якщо
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3. Теорема про відповідність. Якщо 
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 - область цілісності, яка включає безкінечно багато елементів, то дійсна така теорема про відповідність.

Теорема 2. Якщо два полінома 
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(тобто приймають однакові значення при однакових наборах значень літер), то вони рівні формально. 

Для доведення достатньо встановити справедливість леми:

Лема. Якщо поліном
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 відповідно дорівнює нулю в 
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 (тобто всі його значення дорівнюють нулю), то він дорівнює нулю формально. 

Дійсно, достатньо перейти від многочленів 
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Доведення Леми. Ми доведемо рівносильне лемі речення: якщо поліном 
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 формально відрізняється від нуля, то знайдуться значення 
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приймає значення, відмінне від нуля.

Застосуємо метод математичної індукції по кількості літер 
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. При 
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 теорема була доведена. Нехай 
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Можна вважати, що 
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знайдеться набір значень 
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4. Теорема про неістотність алгебраїчних нерівностей.

Теорема 3. Нехай 
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 -  область цілісності, яка включає безкінечно багато елементів, і нехай 
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 всюди, де виконується нерівності 
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Доведення. Розглянемо поліном 
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Ця теорема стає корисною у ситуації, коли рівність значень двох поліномів вдалося встановити в припущені про необерненість у нуль одного або декількох поліномів. В силу доведеної теореми після встановлення рівності поставлені обмеження автоматично знімаються.
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