Тема 3. Теорія подільності цілих чисел

Означення. Ціле число a ділиться на ціле число b, якщо існує таке ціле число c, що 
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Іншими словами, а ділиться на b, якщо їх частка с знову ж таки є цілим числом. Те ж саме відношення подільності a на b може бути виражене іншими рівнозначними термінами: b ділить a; b – дільник a; a є кратним для b. З означення подільності зрозуміло, що число 0 ділиться на будь-яке ціле число, в тому числі й на 0, але жодне з чисел, відмінних від нуля, на нуль не ділиться. Очевидно також, що будь-яке ціле число a ділиться на a, -a, 1, -1. Ці числа називаються невласними або тривіальними дільниками числа a. Інші ж дільники, якщо вони існують, називаються власними чи нетривіальними.

Твердження 1. Якщо два цілих числа a і b діляться на ціле число с, то їх сума та різниця також діляться на с.

Доведення. Маємо 
[image: image2.wmf]  
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 де g та h – цілі числа, бо a і b діляться на с. Тоді  
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Числа 
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цілі. Отже, числа 
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 діляться на с, що і слід було довести.
Твердження 2. Якщо ціле число a ділиться на ціле число b і k – ціле число, то ak ділиться на b.
Доведення. Маємо 
[image: image6.wmf]abm
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при цілому m, бо a ділиться на b. Тоді 
[image: image7.wmf]akbmk
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Число mk ціле. Отже, ak ділиться на b, що і слід було довести.

Теорема 1.  Нехай
[image: image8.wmf] ,,   b0
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. Тоді існують цілі числа q (неповна частка) і r (остача) такі, що 
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Ціми  вимогами q і r визначаються однозначно
Доведення. Покладемо спочатку, що b>0. Розглянемо раціональне (не обов’язково ціле) число 
[image: image10.wmf].
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Якщо воно ціле, то нехай q=. Якщо ж  не ціле, то знайдуться два сусідніх цілих числа, в проміжок між якими попадає . Менше з них позначимо через q. Тоді 
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Отже в обох випадках ми знайшли ціле число q таке, що  
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Помножимо всі три частини нерівності на b. Оскільки b>0, знаки нерівності зберігаються: 
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 звідки 
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Позначимо 
[image: image15.wmf].
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 Це є ціле число, і, оскільки r<b, а числа r і b обидва цілі,  то повинна виконуватись більш сильна нерівність  
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Отже, 
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Нехай тепер b<0. Тоді 
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Застосувавши попередні побудови до чисел 
[image: image19.wmf]  

і  ,

ab


знайдемо цілі числа q'  і  r  такі, що  
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Положимо 
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Тим самим існування q і r  доведено і для додатних, і для від’ємних b.

Залишається довести єдиність чисел q і r. Нехай 
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 де   числа 
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Тоді  
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Нехай 
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Тоді 
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Таким чином,  
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rrb

-³

. 

З іншого боку, найбільше можливе значення для 
[image: image28.wmf]21

   

є   101,   

rrbb

---=-

 найменше: 
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 Отже  
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, а це суперечить виведеному вище.

Ми дійшли до протиріччя, що доводить хибність зробленого припущення: 
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З цього слідує, що 
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qqrr

=Þ=


Теорему доведено.

Зауваження.  Під час доведення ми використовували те, що для будь-якого  (а у нас  було раціональним) знайдеться ціле q таке, що 
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Таке число q  називають цілою частиною  і позначають []. Наприклад, [5]=5, []=3, [-2,7]= - 3.

Найбільший спільний дільник.

Нехай a і b – два цілих числа, з яких принаймні одне відмінне від нуля. Найбільшим спільним дільником чисел a і b називається найбільше натуральне число d,  яке є дільником як для a, так і для b. 

Найбільший спільний дільник чисел позначається 

НСД (a,b)  чи просто  (a,b).

Теорема 4. Нехай a,b – цілі числа, одне з яких відмінне від нуля, і нехай  – d їх найбільший спільний дільник. Тоді

(1) існують цілі числа 
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,

un


такі, що 
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(2) якщо d’ – який небудь спільний дільник чисел a і b, то d ділиться на d’.

Доведення. Розглянемо нескінчену множину M цілих чисел, що складається з чисел 
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 де і v незалежно один від одного пробігають усі цілі числа: 
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Множина М містить число a, ми одержимо його при =1,  М містить число b (при =0, ), М містить 0 (при =0, ) та безліч інших цілих чисел.

Встановимо, що якщо два числа 
[image: image38.wmf],,  
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то остача при діленні x на y теж належить М. Дійсно, 
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при деяких цілих 
[image: image40.wmf]1122
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Нехай


так що r є остачею від ділення x  на  y. Тоді 
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[image: image119.wmf]Виберемо тепер в множині М найменше додатнє число d. Покажемо, що a і b діляться на d. Нехай r1 – остача при діленні a на d. Оскільки a і d належать М, то і r1 належить М. Але

а  d  – найменше додатнє число, що міститься в М.  З цього випливає, що r1 не може бути додатнім числом, тобто 
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Це означає, що a ділиться на d. 

Ті ж самі міркування призводять до висновку, що b ділиться на d. Таким чином,  d є спільним дільником a і b.

Далі, оскільки    
[image: image43.wmf]dM
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, то  
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такі, що  
[image: image45.wmf]00
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Нехай тепер d’ – який-небудь спільний дільник для a і b. 

З рівності 
[image: image46.wmf]00
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 робимо висновок, що d ділиться на d’, бо обидва доданки правої частини рівності діляться на d’. Тому 
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отже d є найбільшим спільним дільником. 

Таким чином  доведено обидва твердження теореми.

4. Алгорифм Евкліда

Метод доведення теореми 2 дуже швидко приводить до мети, але він не дає можливості для фактичного вираховування d. Спосіб, що пропонується – знайти найменше натуральне число в нескінченній множині чисел М – цілком не ефективний. Однак ділення з остачею дає змогу швидко "спускатись" всередині М до найменшого натурального числа, що міститься в М, тобто до найбільшого спільного дільника. 

Поділимо з остачею a на b (вважаємо, що b відмінне від нуля), потім b на першу остачу, 
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   потім першу на другу і т.д. Отримаємо ланцюг рівностей та нерівностей: 
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Кожна наступна остача є натуральне число і строго менша за попередню. Тому процес не може продовжуватись без кінця. Але скінчитись він може тільки на тому, що на якомусь кроці ділення виконається без остачі. Таким чином, 
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 ділиться  на 
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Покажемо, що остання відмінна від нуля остача 
[image: image52.wmf]НСК(,).
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Для цього спочатку передивимось усі рівності знизу вгору: 
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 ділиться  на 
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 як сума двох чисел, що діляться на rk ,  і т.д. До третьої згори рівності ми прийдемо, знаючи, що r2 і r3 діляться на rk , та виведемо звідси, що r1 ділиться на rk. З другої виведемо, що b ділиться на rk, з першої – що a ділиться на rk. Таким чином, a i b діляться на rk.

Нехай тепер d’ – який-небудь спільний дільник для a i b . Переглянемо рівності згори донизу з точки зору подільності на d’. З першої рівності виводимо, що r1 (як різниця двох чисел, що діляться на d’) ділиться на d’. З другої – що r2 ділиться на d’ за тієї ж причини, і т.д. З останньої виведемо, що rk ділиться на d’ і, отже, 
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Отже, rk   є спільним дільником, причому найбільшим.


Викладений спосіб знахоження НСД називається алгорифмом Евкліда, він відомий вже понад 2000 років. В процесі доведення ми знову встановили властивість (2) НСД. Далі, за доведеним вище очевидно, що всі остачі 
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 належать множині М, що дає доведення і властивості (1), причому подання остач у вигляді 
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легко здійснювати крок за кроком. Таким чином, алгорифмом Евкліда дає не тільки спосіб вираховування НСД чисел a i b, але і його лінійне подання у вигляді 
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Приклад. Нехай a=959, b=343. Знайти їх НСД і знайти їх лінійне подання.
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Розв’язок: 

Таким чином, d=7.
[image: image121.wmf],
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Далі,


Таким чином, 
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5. Взаємно прості числа.

Два цілих числа називаються взаємно простими, якщо їх НСД рівний 1.

Очевидно, що якщо d є найбільшим спільним дільником цілих чисел a i b, то  
[image: image62.wmf]  i  
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 ‑-  цілі взаємно прості числа. Дійсно, те, що ці числа цілі, 

випливає з того, що d – спільний дільник для a i b. Якщо  – найбільший 

спільний дільник для 
[image: image63.wmf]  i  ,
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  то a i b діляться на d, звідки слідує, що =1, інакше d – не був би найбільшим спільним дільником a i b. 

Твердження 5. [image: image122.wmf].
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 Для того, щоб цілі числа a i b були взаємно простими, необхідно і достатньо існування цілих чисел 
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 таких, що 
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Твердження 5 можна сформулювати і в інших термінах:

для того, щоб невизначене рівняння 
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 мало роз’вязок  
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 в цілих числах, необхідно і достатньо, щоб a i b були взаємно простими.

Доведення. 
[image: image68.wmf]Þ

 Нехай a i b взаємно прості. Тоді їх НСД дорівнює 1, має  лінійне подання  
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[image: image70.wmf]Ü

  Нехай тепер існують такі 
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, що 
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Тоді НСД (a,b)  ділить 
[image: image73.wmf]00

  i  ,
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а отже, і їх суму, що дорівнює 1. Але 1 не має натуральних дільників окрім 1, отже НСД (a,b)  дорівнює 1. Твердження цілком доведено. 

Твердження 6. [image: image123.wmf] Якщо цілі числа a1, a2 взаємно прості з цілим числом b, то їх добуток a1 a2  теж взаємно простий з b. 

Доведення. Існують цілі  
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. Перемножаючи ці рівності, отримаємо після очевидних перетворень   
[image: image76.wmf]121211222112

()1,

aauubauvauvbvv

+++=


звідки, в силу того твердження, числа a1 a2 і b взаємно прості, бо 
[image: image77.wmf]1211222112
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‑ цілі числа.
Твердження 7. Якщо цілі числа  
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 взаємно прості з b, то і їх добуток 
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 взаємно простий з b.

Доведення. Застосуємо метод математичної індукції. При k=2 твердження справедливе на підставі твердження 6. Припустимо, що воно справедливе для добутку k–1 множників. 

Запишемо 
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 як 
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 Перший множник a1 взаємно простий з b за умовою. Другий  
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 взаємно простий з b з огляду на індуктивне припущення. Отже, ми можемо застосувати твердження 6 і зробити висновок, що 
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 взаємно простий з b, що і доводили.

Твердження 8. Якщо цілі числа 
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 такі, що кожне число 
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  взаємно просте з кожним числом  
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 то їх добутки 
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взаємно прості.

Доведення. Застосувавши m разів твердження 7 до чисел 
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  отримаємо, що числа  
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 взаємо прості з числом 
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Застосовуючи ще раз твердження 7, отримуємо, що 
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 взаємно просте з 
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 що і треба було довести.

Твердження 9. Якщо цілі числа a i b взаємно прості, то при натуральних k і m числа 
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 теж взаємно прості. 

Для доведення досить в твердженні 8 задати
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Твердження 10. Якщо добуток ab двох цілих чисел a i b ділиться на ціле число c і перший множник a взаємо простий з c, то b ділиться на c.
Доведення. За умовою a i c взаємо прості, отже існують цілі 
[image: image96.wmf]00
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 такі, що 
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Помноживши цю рівність на b, отримаємо 
[image: image98.wmf]00
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Перший доданок лівої частини ділиться на c за умовою, другий ділиться на c звичайним способом. Отже, їх сума b ділиться на c, що і доводили.

Твердження 11. Якщо ціле число a ділиться на цілі взаємно прості числа b1 і b2, то a ділиться і на їх добуток.

Доведення. Нехай 
[image: image99.wmf]1
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. За умовою a ділиться на b2, а b1 взаємно просте з b2. Отже, згідно з твердженням 8, число c  ділиться на b2, тобто 
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Тому 
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 що і треба було довести.

Наведені твердження дуже прості і здаються майже тривіальними. Проте з них можна вивести деякі не зовсім тривіальні речі.

Виведемо, наприклад, що степінь з натуральним показником дробового раціонального додатного числа не може бути цілим числом.

Дійсно, нехай  
[image: image102.wmf]a
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  – дробове раціональне число з цілим додатним знаменником b і з цілим чисельником a.  Без порушення загальності можна важати, що чисельник і знаменник взаємно прості, цього можна досягти за рахунок скорочення на найбільший спільний дільник. Нехай це буде виконано. Зрозуміло, що b>1, інакше  
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 було б цілим. Нехай m – натуральне число. Тоді  
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  На підставі тв. 7 
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 взаємно прості. Тому перше не може ділитись на друге, отже 
[image: image106.wmf]m
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  не є цілим числом.

З доведеного випливає далі, що коли ціле додатнє число c не є m–им степенем цілого числа (при натуральному m), то воно не є m–им степенем дробового раціонального числа. Тому 
[image: image107.wmf]m
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 є або цілим числом, або ірраціональним. Так числа 
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 (пропускаються цілі 
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)всі ірраціональні, також ірраціональними є  числа 
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 (пропускаються цілі 
[image: image111.wmf]33
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6. Прості числа

Ціле додатне число, що більше за одиницю, називається простим, якщо воно не має цілих додатних дільників окрім себе й одиниці. Так, числа 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97 прості, а числа 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, … ні. Непрості числа 4, 6, … називаються також складеними. Число 1 не є ані простим, ані складеним.

Твердження 12. Будь-яке ціле число, що більше за одиницю, ділиться  принаймні на одне просте число.

Доведення. Нехай n>1  – ціле додатнє число. Якщо воно просте, твердження справедливе, бо n завжди ділиться на себе. Якщо воно складене, то воно ділиться на число n1>1, що менше ніж n. Якщо n1 просте, твердження доведене: n ділиться на n1. Якщо ні, то воно ділиться на менше ніж n1 число n2 и т.д.

Процес виділення дільників 
[image: image112.wmf]12
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обірветься через скінчене число кроків, а обірватись воно може тільки на тому, що ми дійдемо до простого дільника nk. Твердження доведено.

Простих чисел існує нескінченно багато. Це безпосередньо витікає з наступного твердження.

Твердження 13. Яка б не була скінченна множина простих чисел 
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 завжди знайдеться просте число, що не належить цій множині.

Доведення. Розглянемо число 
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 На підставі тв. 12 воно ділиться в крайньому випадку на одне просте число p. Це число p не може співпадати ні з одним із чисел 
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Дійсно, якщо  
[image: image116.wmf]i
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, то 1 ділиться на 
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 як різниця двох чисел, що діляться на 
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[image: image124.wmf]Твердження 14. Якщо ціле число n не ділиться на просте число p, то n і p взаємно прості.
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Доведення. Нехай Так як p ділиться на d і p просте, для d існують тільки два варіанти: 

В першому випадку ділиться n на p, в другому n і p взаємно прості, що і слід було довести.

З твердження 14 витікає наступне.

[image: image126.wmf].
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Твердження 15. Якщо – два різних простих числа, то вони взаємно прості.

Дійсно менше з них не ділиться на більше, а, отже, вони взаємно прості.

Твердження 16. Якщо добуток двох цілих чисел ділиться на просте, то хоча б один з множників ділиться на це просте число.
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Дійсно, нехай  ab  ділиться на p, де 

Якщо a  ділиться на p, то твердження справедливе. Якщо a  не ділиться на p, то a  і  p  взаємно прості, а тоді, за твердження 10, b  ділиться на p.

Це твердження легко узагальнюється.

Твердження 17. Якщо добуток декількох цілих чисел ділиться на просте число, то на нього ділиться хоча б один з множників.
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Доведення. Застосуймо метод математичної індукції за числом множників. База є – твердження вірне для двох множників. Припустимо, що воно вірне для добутку k-1 множників. Нехай тепер ділиться на просте число p. 
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[image: image131.wmf]k
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робимо висновок на підставі твердження 14,  що або a1 ділиться на p, або добуток ділиться на p. В другому випадку, в наслідок індуктивного припущення, один з множників ділиться на p, а в першому a1 ділиться на p. Тим самим твердження доведено.

Тепер ми в змозі довести основну теорему теорії подільності цілих чисел (основну теорему арифметики).

Теорема 18. Кожне натуральне число більше одиниці може бути представлене у вигляді добутку простих множників, і два таких розклади можуть різнитись тільки порядком слідування множників.

Доведення. Застосуймо метод індукції. Для числа 2 твердження теореми тривіальне (як і для будь-якого простого числа). припустимо, що теорема справедлива для всіх натуральних чисел, менших n, і в цьому припущенні доведемо її для числа n.
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На основі твердження 12 число n ділиться на деяке просте число p1, так що Якщо n1=1, то n –  "добуток" одного співмножника p1. Якщо n1>1, то на підставі індуктивного припущення n1 припускає розклад на прості співмножники:

Можливість розкладу доведена.

[image: image134.wmf].
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Доведемо однозначність розкладу з точність до порядку слідування співмножників. Нехай
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З цієї рівності слідує, що добуток 

[image: image136.wmf].
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На основі твердження 15 один з множників 
Без порушення спільності, за рахунок зміни нумерації співмножників другого розкладу, ми можемо вважати, що q1=p1, так що 
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[image: image138.wmf].
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Тому можна застосувати індуктивне припущення, так що 

тільки порядком слідування. Теорема доведена.
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Серед співмножників в розкладі можуть бути рівні. 
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Їх прийнто об’єднувати у вигляді степенів. Розклад у формі
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називається канонічним розкладом натурального числа n. Канонічний розклад розповсюджується на всі цілі числа, окрім 0, у формі
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Далі, канонічний розклад може бути поширений на дробні раціональні числа, якщо допустити від’ємні значення для 
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Щоб вийшов канонічний розклад для дробного раціонального числа, слід написати розклади для чисельника і знаменника і виконати ділення одного на друге, використовуючи, в разі необхідності, від’ємні показники. Так,

Теорема про однозначний розклад цілих чисел на прості множники відіграє надзвичайно велику роль в теорії чисел.
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[image: image154.wmf]просте.
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[image: image160.wmf].

   

потім

 

і

   

,

2

1

2

1

k

k

p

p

p

n

p

p

n

K

K

=

=

[image: image161.wmf]прості.
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