Тема 6. Властивості кілець лишків. Прості поля. 

З означення операцій додавання та множення на множині класів лишків за модулем 
[image: image1.wmf]m

  випливає

Теорема 1. Класи лишків за модулем 
[image: image2.wmf]m

 утворюють комутативне кільце  відносно визначених природнім чином операцій додавання і множення. 

Розглянемо таблиці  множення для класів лишків за деяким невеликим модулем.

За модулем 3:
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Добуток класів 
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 обчислюється  таким чином:
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 EMBED Equation.3  [image: image6.wmf]1
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Таблиця  множення для класів лишків за модулем 4.
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      тут   
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Тут ми  бачимо досить незвичну річ: добуток двох ненульових елементів 
[image: image9.wmf]2
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 дорівнює нульовому елементу. Такі ситуації неможливі в знайомих нам числових системах :  полях раціональних, дійсних, комплексних чисел або в кільці цілих чисел. Але вони нічим не суперечать означенню кільця, і отже, можуть з’являтися в деяких кільцях.

Означення 1. Відмінний від нуля елемент 
[image: image10.wmf]a

кільця 
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 називається дільником нуля, якщо існує 
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 такий, що  
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Означення 2. Кільце 
[image: image14.wmf]K

, що не має дільників 0, називається цілісним або областю цілісності. 

Приклади. 1) Поля раціональних, дійсних, комплексних чисел і кільце цілих чисел є 

областями цілісності. 

2) Розглянемо таблиці множення в кільцях лишків за модулем 5 та 6:
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[image: image16.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]1
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Порівнюючи з попередніми прикладами кілець лишків, бачимо, що кільця лишків за модулем 3 або 5 не мають дільників нуля і , отже, є областями цілісності. В кільці лішків за модулем 4  єдиним дільником нуля є клас 
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, за модулем 6 – три дільники нуля, а саме 
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,
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Теорема 2. Нехай 
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 - кільце з одиницею, і 
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. Якщо елемент 
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кільця 
[image: image25.wmf]K

  є дільником 
[image: image26.wmf]0

, то 
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 не має оберненого в 
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 відносно визначеної в цьому кільці операції множення і навпаки,  якщо елемент 
[image: image29.wmf]a

кільця 
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 має обернений, то він не є дільником  нуля.
Доведення. Нехай 
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, тобто 
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.Припустимо, що 
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 має обернений 
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Теорема 3. Кожне поле є областю цілісності.
Дійсно, оскільки в полі всі елементи, крім 0, мають обернені, то  за  теоремою 2 , поле не має дільників 0. 

Теорема 4. Кожен ненульовий елемент кільця лишків 
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 має обернений тоді і тільки тоді, коли 
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просте число :
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Доведення. Необхідність. Розглянемо всі ненульові класи лишків: 
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. За умовою для кожного з них існує обернений 
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. Нехай 
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  та 
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 представники класів 
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 та 
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відповідно. Маємо 
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 з остачею: 
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. За властивостю конгруенцій 
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 пробігає всі ненульові класи лишків 
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 пробігає всі числа 
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. Таким чином маємо, що 
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 взаємно просте з усіма натуральними числами, меншими за  
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, отже 
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 - просте.

Достатність. Нехай 
[image: image60.wmf]m

-просте. Тоді для будь-якого 
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. Клас лишків, якому належить елемент  
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 буде оберненим до класу 
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Наслідок. Кільце лишків 
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 є полем тоді і тільки тоді,  коли 
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просте число 

Теорема 5.. Кільце лишків 
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 не має дільників 
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 коли 
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Доведення Достатність. Нехай 
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просте число.За теоремою 4, кожен ненульовий елемент кільця лишків 
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Z

 має обернений, отже, згідно теореми 2, кільце лишків 
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 не має дільників  нуля.

Необхідність доведемо від супротивного. Припустимо,   що 
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 - складене, тобто 
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. Класи лишків 
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 та 
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 відмінні від  нуля, алеїх добуток дорівнює нульовому класу.#.

Означення 3. Елемент  
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кільця 
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, що має обернений, називається одиницею кільця 
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.

 Теорема 6. Одиниці кільця 
[image: image80.wmf]K

 утворюють групу відносно множення. 

Доведення.  Очевидно, що оберений до одиниці знову є одиницею. Покажемо, що добуток двох одиниць знову буде одиницею кільця 
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. Дійсно, якщо 
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  та 
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 - одиниці  кільця, то вони мають обернені відповідно 
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Означення 4.  Група одиниць кільця 
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 називається мультиплікативною групою кільця 
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.

6.2. Циклічні групи.

Означення 5.  Група 
[image: image90.wmf]G

 називається циклічною, якщо існує  елемент 
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такий,  що кожен інший елемент 
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 є степенем елемента 
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.  При цьому елемент 
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 називається твірним або породжуючим  елементом  групи 
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, а група 
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 - породженою елементом 
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.

Приклади. 1) Корені 
[image: image98.wmf]n

-го степеня з 1  утворюють групу  відносно множення. Ця група є циклічною, оскільки  для будь якого 
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2) Група цілих чисел за додаванням є циклічною. Дійсно,  операція  в цій групі записується аддитивно. Степеням 
[image: image101.wmf]n
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 елемента  
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 при мультиплікативному записі  операції відповідають  кратні  
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елемента 
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 при аддитивному записі. Кожне ціле  число 
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 можна подати у  вигляді  кратного одиниці 
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. Отже,  1 є  твірним групи цілих чисел за додаванням. 

3) Група лишків за модулем 
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 відносно операції додавання є циклічною . Дійсно, кожен клас 
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, де 
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 класа 
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Означення 6. Кількість елементів в групі 
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 на зивається порядком групи 
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 і позначається 
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Порядком елемента 
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 називається найменше натуральне число  
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 таке, що  
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Теорема 7. Нехай 
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 - циклічна група, і 
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 - її твірний. Тоді порядок групи 
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 дорівнює порядку елемента 
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.
Доведення.  Нехай 
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 - порядок елемента 
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. Елементи 
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 попарно різні, і для кожного  натурального 
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 вичерпуються всі елементи групи 
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Приклади. 1) Група коренів 
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-го степеня з 1 має порядок 
[image: image134.wmf]n

.

2) Група цілих чисел за додаванням має нескінчений порядок. 

3) Група лишків за модулем 
[image: image135.wmf]m

 відносно операції додавання є циклічною порядку 
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Означення 7. Групи 
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 називаються ізоморфними, якщо  існує взаємно однозначне відображення 
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Приклад. Група  коренів з 1 степеня 
[image: image142.wmf]n

 відносно множення  ізоморфна групі  лишків за модулем  
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 відносно додавання.  Дійсно, ці групи мають однакову кількість елементів, а саме 
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,  отже  ми можемо побудувати взаємно однозначне відображення між їх елементами. Нехай 
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Далі, оскільки 
[image: image149.wmf]k
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. Отже, відображення 
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 є ізоморфізмом. 

Теорема 8. Будь-яка циклічна група порядку 
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 ізоморфна групі лишків за модулем 
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 відносно додавання.

Доведення. Нехай 
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 - циклічна група, і 
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 - її твірний, 
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 -циклічна група відносно додавання. Ці групи мають однакову кількість елементів, а саме 
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,  отже  ми можемо побудувати взаємно однозначне відображення
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 попарно  різні і вичерпують всі елементи групи 
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[image: image162.wmf]j

 є ізоморфізмом. 

Теорема 9. Мультиплікативна група поля 
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 є циклічною  порядку 
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 Означення 8. Нехай 
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 - просте число . Число 
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 називається первісним коренем  за модулем 
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, якщо  клас лишків 
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 є твірним мультиплікативної групи поля 
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Якщо 
[image: image170.wmf]a

 є первісним коренем  за модулем 
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 Індекси відіграють у теорії чисел роль логарифмів. 

З означення індекса випливає 
[image: image179.wmf](mod)
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Легко бачити, що всі числа, які належать тому ж самому класу лишків за модулем 
[image: image180.wmf]p

, що і 
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, мають такий самий індекс, що і 
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, тобто ми можемо говорити про індекс класу лишків 
[image: image183.wmf]b

 відносно 
[image: image184.wmf]a

. Зрозуміло, що індексом 
[image: image185.wmf]b

 за основою 
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 є  показник степеня, до якого треба піднести 
[image: image187.wmf]a

, щоб одержати 
[image: image188.wmf]b

.

Складені таблиці індексів за простими модулями, які дозволяють  полегшувати обчислення при конгруенцій, особливо конгруенцій вищих степенів.   
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