Поля Галуа

Характеристика поля : Якщо існує таке число n : 
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 , то число n  називається характеристикою поля. Якщо 
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 , то кажуть, що поле має  характеристику 0.

Приклади

1) Q,R,C , Q(1-i√3)   мають характеристику 0 

2) Z,GF(25), GF(57) має характеристику 5

3)GF(φm) має характеристику p

Алгебраїчне розширення

Степінь розширення:  R=P(α) , де α є коренем многочлена f(x), deg f(x)=n. Тоді можна розглядати R як векториний простір розмірності n над P.

Означення:  Розмірність простору R над  P називається степенем розширення . Наприклад, С має степінь 2 над R

1) C=R(i) -має степінь 2 над R (fmin=x2+1)

2) Q(√2) -має степінь 2 над R (fmin=x2-2)

3) (Q(√2))(√3)=Q(√2+√3) (fmin=x4-10x2+1)

 Означення:  Поле Р називається алгебраїчно замкненим, якщо f(x)  P(x)  f(x) має корінь в Р

Теорема Будь-який многочлен над алгебраїчно замкненим полем розкладається в добуток лінійних.

Доведення:  Індукція по  n=degf

База n=1 - лінійний многочлен завжди має корінь.

Крок def=n, f(α)=0 , α є P => за т. Безу f(x)=g(x)(x-α), deg(g(x))<degα

Наслідок 1  Над алгебраїчно замкненим полем незвідними є тільки лінійні многочлени. 

Наслідок 2  Поле P є алгебраїчно замкненим 
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 f є C[x], degf=n => f має n коренів.

Основна теорема алгебри
C є алгебраїчно замкненим. (Сформулював Альберт де Жирар в 1629 році, доводили Даламбер, Ейлер, Лагранж, Фонсене, Гаус).

Теорема Руше

 f,g є C[z] (комплексно-значні функції комплексного аргумента) , γ- замкнена крива на комплексній площині. Тоді якщо 
| f(z)-g(z)|<|f(z)|+|g(z)|   
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z є γ ,                (1)

то всередині кривої γ розташоване однакове число коренів f(z) i g(z) (з врахуванням кратностей)

Доведення : Розглянемо на комплексній площині векторні поля v(z)=f(z) i w(z)=g(z), (1) => ні в якій точці кривої вектори u i v не є протилежно напрямлені. 

  Індексом кривої γ відносно векторного поля v називається кількість оборотів вектора v(z) при повному обході точки вздовж кривої γ. Розглянемо векторне поле vt=tv+(1-t)w. При цьому

 v0 =w, v1=v. Зрозуміло, що для будь-якого z є γ  vt(z)≠0.   t  є (0,1] (vt(z)=t(f(z)-g(z))+g(z) =>

Для кривої γ визначено індекс ind t відносно веторного поля vt. Ціле число ind t неперервно залежить від t , тому ind t=const => індекси кривої γ відносно векторних полів u та v співпадають.

Доводиться, що індекс кривої γ відносно векторного поля v дорівнює сумі індексів особливих точок, в яких v(z)=0 (Індекс особливої точки   z0   визначається як індекс кривої |z-z0 |=ε , де  ε достатньо мале). Для векторного поля v(z)=f(z) індекс особливої точки z0   дорівнює кратоності кореня z0 многочлена f . Отже, з того, що індекси кривої γ відносно векторних полів v(z)=f(z) i w(z)=g(z) випливає, що всередині  γ розташована однакова кількість коренів f(z) i g(z).   

Оцінка модуля кореня многочлена f(z) є C(z).

Нехай F(z)=zn+a1z n-1+…+an , a i  є C . Тоді всередині кола  |z|=1+max |aі| розташовано рівно n коренів f . 

Доведення :Нехай a=max|ai| . Множина g(x)=zn має всередині цього кола корінь 0 кратності n, тому досить перевірити, що коли |z|=1+|a| , то |f(z)-g(z)|<f|(z)+g(z) . Ми також доведемо, що 

|f(z)-g(z)|<f(z)+g(z) , тобто  

|a1zn-1+…+an| <|z|n

 Дійсно, якщо |z|=1+a , то |z|-1=a  i 

|a1zn-1+…+an| ≤a|zn-1|+…+1)=
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Цим основну теорему алгебри доведено.

Незвідні поліноми.

1) над С - тільки лінійні

2) Над R - лінійні і другого степеня з від'ємним дискримінантом, корені якого є комплексні спряжені числа. 
3) Над Q - існують незвідні будь-якого степеня, наприклад xn-5. Особливий інтерес-многочлени з цілими коефіцієнтами.
 Теорема 1 Якщо 
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- нескоротній дріб є коренем f(x)
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Z(x), то p є дільником  an≠0 ; q є дільником a0 .

Доведення При a0=1 всі раціональні корені є дільниками an і отже є цілими.

Многочлени над Z.

Мета : довести факторіальність Z[x].

Означення примітивного многочлена : НСД(a0,a1,…,an)=1.

Лема Гауса .

Добуток двох примітивних многочленів є примітивним.

Означення Редукції за mod m , m є N, Z[x]→Zm[x].

Зрозуміло, f1≡f2(mod m), f3≡f4(mod m) => f1±f3 ≡f2±f4   (mod m)  ;  f1*f2 ≡f3*f4   (mod m)
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