Фаддеев Д.К.

Лекции по алгебре ( переклад)

§ 3. Результант.


1. Визначення результанта за допомогою симетричних поліномів. Для двох поліномів
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, можна побудувати поліном від їх коефіцієнтів так, щоб перетворення його на нуль проходило тільки в тому випадку, коли 
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не взаємно прості, тобто якщо вони мають спільний корінь в потрібному розширені основного поля.


Нехай 
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- корені полінома 
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. Симетричний поліном 
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 перетворюється на нуль тільки в тому випадку, коли один з коренів полінома 
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є коренем полінома 
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. До вищого члена цього полінома 
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 є поліномом від коефіцієнтів 
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 і, очевидно, поліномом від коефіцієнтів 
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. Цей поліном називається результантом поліномів 
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 і позначається 
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Визначення результанта здається не симетричним по відношенню до поліномів 
[image: image19.wmf]f

та
[image: image20.wmf]g

. В дійсності це визначення “майже симетричне”, а саме, 
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. Для доведення цієї формули введемо до розгляду корні 
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Помітимо, що  
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Відмітимо, ще деякі властивості результанта. По перше зрозуміло, що результант є однорідним поліномом степеня 
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 від коефіцієнтів полінома 
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 і, в силу співвідношення 
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, однорідним поліномом степеня 
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від коефіцієнтів полінома 
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Далі, назвемо вагою одночлена 
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. Зрозуміло, що тут ваги коефіцієнтів 
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 дорівнюють степеням відповідних основних симетричних поліномів від 
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 -  степеням відповідних основних симетричних поліномів від 
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 вважають рівними нулю. Тому вага одночлена 
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 дорівнює повній степені цього одночлена, розглядаємого як поліном від 
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є однорідний поліном степеня 
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. Тому ваги всіх одночленів, які складають результант, однакові і рівні 
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В якості приклада наведемо результант поліномів 
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. Обрахунки тут не є важкими, і ми випишемо результат цих обчислень:
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2. Інший спосіб побудови результату.  Для взаємної простоти поліномів
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необхідно і достатньо, щоб не існувало відмінних від нуля поліномів 
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 відповідно, і таких, що 
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, взаємно прості, то із рівності  EMBED Equation.3  


та  випливає, що 
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, а це при введених обмеженнях на степені можливе тільки при 
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 не взаємно прості та 
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Спробуємо знайти поліноми 
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 методом невизначених коефіцієнтів, тобто знайдемо рівності, яким повинні задовольняти коефіцієнти поліномів 
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Будемо вважати, для визначеності, що 
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Матриця M із коефіцієнтів цієї системи, як легко побачити, дорівнює







Елементи вище 
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Для існування відмінних від нуля поліномів 
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були не взаємно прості, необхідно і достатньо, щоб 
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Теорема 1. 
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Припустимо, що 
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 попарно різні. Помножимо матрицю 
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зліва на матрицю:
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Визначник цієї матриці дорівнює:
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При виконані множення 
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 візьмемо до уваги, що 


[image: image97.wmf]0

...

1

1

0

=

+

+

+

-

a

x

a

x

a

n

n

i

n

i

 і 
[image: image98.wmf]).

(

...

1

1

0

x

b

x

b

x

b

i

n

m

i

m

i

g

=

+

+

+

-


Отримаємо:
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В нижній частині вище за 
[image: image100.wmf]a

0

і вище за 
[image: image101.wmf]b

0

знаходяться нулі. Тому



Поділивши обидві частини рівності на 
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Рівність 
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попарно різні, а це рівносильне тому, що дискримінант D(f) полінома 
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і вони приймають однакові значення за умови, що поліном D(f) відмінний від нуля. За твердженням про не значимість алгебраїчних нерівностей (ст. 71) 
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3. Лінійне форма подання результанта. Нехай поліноми 
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 взаємно прості, так що їх результант відмінний від нуля. Тоді існують такі поліноми 
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, ми отримаємо для визначення коефіцієнтів систему лінійних рівнянь с матрицею М і з стовпчиком в правій частині, що складається з нулів, окрім останньої компоненти, рівної 1. За формулами Крамера коефіцієнти 
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Зрозуміло, що поліном 
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 дорівнює визначнику матриці, отриманої із матриці М заміною перших 
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4. Застосування результанта до виключення невідомого із системи двох алгебраїчних рівнянь з двома невідомими.   Нехай дана система рівнянь:
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Кожна різниця 
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Тим самим допустимий зв’язок встановлено.
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