Лекція від 18.11.2002

ПОРІВНЯННЯ В КІЛЬЦІ ПОЛІНОМІВ І РОЗШИРЕННЯ ПОЛІВ

 1. Порівняння в кільці поліномів над полем

1.1 Кільце лишків за поліномом. Розглядається кільце поліномів К[х] над полем К. Нехай f—даний поліном. Два поліноми g1 і g2 з кільця K[х] називаються конгруентними за модулем  f, якщо їхня різниця g1 — g2 ділиться на f. Конгруентність позначається так: g1 ≡ g2 (mod f). Справедливі наступні твердження:

Твердження 1. Якщо g1 ≡ g3(mod f) і g2 ≡ g4 (mod f), то g1 ± g2 ≡ g3 ± g4 (mod f).
Твердження 2.  Якщо g1 ≡ g3 (mod f) і g2 ≡ g4 (mod f), то g1g2 ≡ g3g4 (mod f).
Доведення нічим не відрізняється від доведення аналогічних тверджень теорії порівнянь у кільці цілих чисел 

Попарно конгруентні поліноми об’єднуються в класи. Для класів природно визначаються дії додавання та множення: саме, сумою і добутком класів називається клас, що містить суму і добутки яких-небудь поліномів з цих класів. Коректність цих визначень забезпечується твердженнями 1 і 2. Відносно цих дій класи утворюють кільце, комутативне й асоціативне. Нулем у цьому кільці є клас поліномів, порівняних з нулем, тобто тих, що діляться на f. Одиницею є той клас, що містить “поліном” 1, тобто множину поліномів, що починають ділитися на f після віднімання 1.

Усі поліноми одного класу за модулем f мають один і той самий н.с.д. з f. Дійсно, якщо g1 = g2 + qf, то будь-який спільний дільник g2 і f ділить g1 і будь-який спільний дільник g1 і f ділить g2. Клас називається примітивним, якщо поліноми, що в нього входять є взаємно прості з модулем. Клас називається оборотнім, якщо для нього існує оберенений, тобто  такий, добуток якого з даним дорівнює одиничному.

Твердження 3. Оборотними є примітивні класи і тільки вони.
Доведення.   Нехай g належить примітивному класу, так що (g, f) = 1. Тоді знайдуться поліноми М, N з кільця К[х] такі, що gМ + fN = 1 . Зрозуміло, що gМ ≡ (mod f), так що М належить класу, оберненому до класу, що містить g.

Нехай тепер клас, що містить g, оборотний. Це означає, що для полінома g знайдеться такий поліном М, що gМ ≡ 1(mod f). Позначивши через N частку від ділення 1—gM на f, одержимо gM + fN = 1, а це й означає, що g і f взаємно простi.  #

З доведеного твердження негайно випливає

Твердження 4.  Кільце  лишків  за   модулем  незвідного полінома є полем.

Дійсно, у цьому випадку всі класи, крім нульового, оборотні. Якщо ж поліном f звідний, то кільце лишків по модулі  f не  тільки  не є полем,  але  й навіть  не є  областю  цілісності.  Дійсно,   нехай f = f1f2, де f1, f2 є K[х] відмінні від констант. Тоді класи, що містять f1 i  f2, відмінні від нульового, але їх добуток є нульовим класом.

1.2. Значення раціональних дробів. Нехай K[x]—поле раціональних дробів від літери х над полем К, ω—яке-небудь розширення поля К. 

Нехай ((ω. Якщо для дробу 
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 елемент ( є коренем для знаменника і не є коренем чисельника, кажуть, що 
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 має полюс у точці (. 

Якщо g(() ( 0, то значення 
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 дробу має зміст. Якщо чисельник і знаменник помножити на один і той самий поліном, що не обертається  на  нуль в точці (, то значення дробу, очевидно, не змінюється. Отже, воно не зміниться і після скорочення чисельника і знаменника на поліном, що не обертається  на  нуль в точці (. 

Якщо дріб нескоротний, тобто  якщо його чисельник і знаменник взаємно прості, то вони не можуть обертатися в нуль одночасно, отже якщо ( не є полюсом дробу, то існує його значення в (, яке приймається за значення дробу незалежно від його запису. Так, дріб 
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має значення при х = 2, хоча знаменник і обертається в 0 в цій точці, саме, це значення дорівнює 
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 2. Розширення полів

2.1.Просте розширення поля. Нехай дано поле К, та поле ω, що його містить, і α ( (. Раціональні дроби поля К(х), які не мають ( за полюс, мають значення в (, і ці значення належать полю (. Множина таких значень 
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 усіх дробів 
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 ( K(х) утворює, очевидно, поле. Дійсно, якщо ( не є полюсом для  
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 , тo ( не буде полюсом для їх суми, різниці та добутку, отже, якщо значення 
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 в ( мають зміст, то має зміст значення в ( для їхньої суми, різниці і добутку. Далі, якщо 
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, то f(() ( 0, отже дріб 
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не має ( полюсом і має значення в (. Зрозуміло, що 
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.  Таким чином побудоване поле позначається через К(() і називається простим розширенням поля К за допомогою приєднання (.
Елемент ( ( ( називається трансцендентним відносно поля К, якщо він не є коренем якого-небудь ненульового полінома з коефіцієнтами з К. Якщо ж ( є коренем деякого полінома з К[х], то ( називається алгебраїчним відносно К. Алгебраїчний елемент ( є коренем однозначно визначеного незвідного полінома    ( ( К[х]. Дійсно, якщо f(() = 0 при деякому f ( K[х] і f = (1(2 ... (m—розклад f на незвідні над К множники (допускаються рівні множники), то (1(()(2(()...(m(() = 0  , і, оскільки всі начення (1((), (2((), ..., (m(() належать полю (, повинен дорівнювати нулю один зі співмножників (і. Якщо два нормалізованих незвідних поліноми мають коренем (, то вони не взаємно прості і, а звідси слідує, що вони співпадають.

Числа, трансцендентні й алгебраїчні над полем Q раціональних чисел, мають назву, відповідно, трансцендентні і алгебраїчні числа. Так, числа і,
[image: image16.wmf]2

,
[image: image17.wmf]3

5

    алгебраїчні, у той час, як числа е, (, 
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 трансцендентні, що доведено в роботах видатних учених 19-го і 20-го століть.

Прості розширення, що одержуються за допомогою приєднання трансцендентного елемента, називаються простими трансцендентними розширеннями, розширення ж за допомогою алгебраїчного елемента називаються простими алгебраїчними розширеннями. 

Теорема. Всі прості трансцендентні розширення ізоморфні між собою, тому що вони усі ізоморфні полю дробів К (х). 

Доведення . Між дробами поля К (х) і їхніми значеннями в ( є взаємно однозначна відповідність Дійсно, якщо ( ( ( трансцендентний відносно К, то ( не може бути полюсом жодного з дробів поля К(х), тому що він не може бути коренем жодного полінома, а отже і полінома, що знаходиться в знаменнику. Тому кожний дріб 
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 має значення 
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. Різні дроби мають різні значення. Дійсно, якщо 
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, то f1(()g2(()‑f2(()g1(() = 0  , звідки випливає, що поліном 
[image: image22.wmf]1

2

2

1

g

f

g

f

-

 дорівнює нулю в силу трансцендентності (, отже дроби 
[image: image23.wmf]1

1

g

f

 і 
[image: image24.wmf]2

2

g

f

  рівні.

Очевидно, що взаємно однозначна відповідність між дробами поля К (х) і їхніми значеннями в (, зберігається при діях додавання і множення. Таким чином, поле К (х) і поле К (() ізоморфні. #
Зрозуміло, саме поле К (х) теж є простим трансцендентним розширенням поля К, тому що х не є коренем полінома з коефіцієнтами з К (в якості обіймаючого поля (, що містить поле К и х, можна взяти саме К (х)).

Нехай тепер ( ( ( алгебраїчне над К і ( ( К[х]—незвідний  над К поліном, коренем якого є (. Нехай, далі, 
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 ( K(х)—нескоротній дріб, для якого ( не є полюсом, тобто g(() ( 0. Це означає, що поліном g взаємно простий з незвідним над К поліномом (. Тому існують поліноми М, N ( K[х] такі, що gМ + (N = 1. Переходячи до значень при (, одержимо g(()М(а) = 1, так що 
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 = f (а) М (а). Таким чином, значення дробу 
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виявляється рівним значенню полінома f
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М. Далі, поліноми з K[х] мають однакові значення в ( в тому і тільки в тому випадку, коли вони порівнянні за модулем (. Дійсно, якщо f1 ( f2(mod (), тo f1—f2 = (q i f1(()—f2(() = ((()q(() = 0. В зворотному напрямку, якщо f1(() = f2((), тo полiном f1—f2 ( K[х] має спільний корінь з незвідним над К поліномом ( і, отже, ділиться на нього, тобто f1 ( f2(mod (). Отже, ми одержали взаємно однозначну відповідність між класами по модулю ( і значеннями поліномів F ( К[х] у точці (. Зрозуміло, що ця відповідність зберігається при додаванні і при множенні. Таким чином, ми довели 

Теорема.  Алгебраїчне розширення К(() ізоморфне полю лишків кільця К[х] за модулем незвідного полінома (, коренем якого є (.
Таким чином, це поле лишків виявляється абстрактною ізоморфною моделлю, що не залежить ні від того поля (, з якого взяте (, ні від вибору кореня полінома (. Так, наприклад, поліном х3—3, що є незвідним над полем раціональних чисел (якби був звідним, то мав би раціональний лінійний множник і раціональний корінь), має в полі С комплексних чисел три корені a1 = 
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 ізоморфні полю лишків кільця Q[х] за модулем полінома х3—3 і, отже, ізоморфні між собою, хоча множини чисел, що їх складають, різні. Так, поле 
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складається тільки з дійсних чисел, а елементами поля 
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, крім елементів Q, є комплексні числа з відмінною від нуля уявною частиною.

Відмітимо також, що поле С комплексних чисел отримується з поля R дійсних чисел шляхом приєднанням кореня незвідного над R полінома х2 + 1. Тому воно ізоморфне полю лишків кільця R[х] по модулю полінома х2 + 1. Це дає один iз способiв обґрунтування поняття комплексного числа. (Комплексними числами називаються класи лишків кільця R [х] по поліному x2 + 1. Позначивши клас, що містить х, через i, одержимо, що всі комплексні числа мають вид а + bi при а, b ( R. Оскільки х2 ( -1 (mod x2 + 1), тo i2 = -1 і т.д. ).

Обчислення, за допомогою якого значення дробу 
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 на алгебраїчному елементі перетворюється в значення полінома, називається виключенням ірраціональності в знаменнику.

Приклад. Виключити ірраціональність у знаменнику виразу 
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, де а—корінь полінома х3—х—1.

Ми знаємо, що результат може бути єдиним чином поданим  у вигляді А
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+ Ba + С. Записавши рівність 
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 + B + С, одержимо,    що а + 1 = (А
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Далі, 
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 + (B + C)а + С.

Завдяки однозначності запису у вигляді полінома від а не вище другого степеня, одержуємо 

2A + B + C = 0,

2A + 2B + C = 1,

A + B + C = 1,

Одержали  систему трьох лінійних рівнянь із трьома невідомими, і ми знаємо заздалегідь, що вона має єдиний розв’язок. Ми легко його знайдемо: А = -1, В = 1, С=1. Отже, 
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2.Конструювання простих розширень. Результати п. 1 показують, що з точністю до ізоморфізму можна конструювати прості розширення поля К, не звертаючись до розгляду поля (, з якого беруться  елементи, що приєднуються. Так, просте трансцендентне розширення є поле раціональних дробів К(х) від деякої літери. Просте трансцендентне розширення поля К(х) є поле раціональних дробів від літери у з коефіцієнтами з К(х). Кожен такий дріб за допомогою множення на добутки всіх знаменників коефіцієнтів при у можна  звести до вигляду 
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 частки двох  поліномів від х і у, так що подвійне трансцендентне розширення приводить до поля часток кільця поліномів від двох літер, і т.д.

Алгебраїчні ж розширення можна конструювати як поля лишків кільця поліномів по  незвідних поліномах.

Розглянемо ще один приклад. Неважко переконатись, що над полем з двох елементів є один незвідний  поліном другого степеня, а саме x2 + x + 1.

Поле лишків по ньому складається з чотирьох елементів 0, 1, (, ( + 1, де через ( позначений клас, що містить х. Додавання в цьому полі відбувається природнім чином, тільки характеристика поля дорівнює 2, отже додавання кожного елемента із собою дає 0. Множення ж характеризується тим, що (2 + ( + 1 = 0, тобто  (2 = ( + 1.

Як уже говорилося вище, над полем лишків GF(р) за простим модулем р існують незвідні поліноми будь-якого степеня. Поле лишків за модулем незвідного  полінома степеня n має рn елементів, тому що кожен елемент такого поля можна однозначно записати у вигляді полінома степеня n—1  чи нижче, і для коефіцієнтів таких поліномів є рівно рn можливостей. Виявляється, що всі такі поля ізоморфні, отже різні незвідні поліноми степеня n приводять до ізоморфних полів лишків. Так побудовані поля з рn елементів мають назву полів Галуа й позначаються GF(рn). Доводиться, що ніяких інших полів з скінченного числа елементів не існує.
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