Лекція 7. Многочлени

7.1. Алгебраїчні структури

|Означення 1. Нехай 
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 - дві алгебраїчні структури, що мають однакову кількість операцій, і відповідні операції мають однакову арність(однакову кількість операндів), наприклад 
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Нехай 
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Відображення 
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 називаєтсья гомоморфізмом , якщо 
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 і для всіх відповідних операцій виконується
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Означення 2. Гомоморфізм 
[image: image10.wmf]j

 називається ізоморфізмом, якщо це відображення є взаємно однозначним.

Означення 3.  Кільця 
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 називаються гомоморфними, а відображення 
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 називається гомоморфізмом кілець, якщо 
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Приклади. 

Розглянемо  поле комплексних чисел С як комутативне, асоціативне кільце

 С={a+ib 
[image: image17.wmf]a,b належать R}  та асоціативне, але не комутативне кільце 
[image: image18.wmf]2

M

 -  кільце матриць розмірності 
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 над полем  дійсних чисел R: 
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 Побудуємо гомоморфізм поля комплекних чисел С в кільце М2

Задамо відображення 
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Це відображення є ін’єктивним. 

Перевіримо , що воно є гомоморфізмом. Дійсно, 
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- образ суми дорівнює сумі образів;
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· образ добутку дорівнює добутку  образів. 

· Отже, вказане відображення є гомоморфізмом.

Означення 4. Ін’єктивний гомоморфізм називається мономорфізмом 
Сюр’єктивний гомоморфізм називається епіморфізмом
Означення 5. Підкільце 
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 називається ідеалом, якщо 
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Приклади. 

1). K=Z – кільце цілих чисел, I=2Z – множина парних чисел. Довести, що  I є підкільце і  ідеал кільця Z.

2) Нехай 
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. Розглянемо  множину А всіх можливих сум добутків цих елементів  (і добутки одержаних сум),  одержимо підкільце.

Розглянемо всі можливі суми добутків  елементів 
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 на довільні елементи кільця, одержимо ідеал І.
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Легко бачити, що 
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3). K=Z – кільце цілих чисел 
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Ідеал, породжений одним елементом називається головним. 

Теорема. В кільці цілих чисел Z кожен ідеал є головним.

Означення 6. Кільце, в якому кожен ідеал є головним, називається кільцем головних ідеалів

Приклади. 1.  Згідно з теоремою, Z є кільцем головних ідеалів.

2. Будь-яке поле P має тільки 2 тривіальні ідеали: нульовий ідеал 
[image: image39.wmf]0{0}
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, що складається з 0,  та саме поле, яке можна розглядати як ідеал, породжений 1 .

7.2. Многочлени від однієї змінної.

Розглянемо множину K[A] нескінчених послідовностей чисел 
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,   А – асоціативне, комутативне кільце з 1.

Визначимо операцію додавання “+”. 
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Оскільки  додавання відбувається покомпонентно, то визначена так операція додаваннямає всі властивості операці додавання в кільці А, тобто  є комутативною, асоціативною, має  нейтральний елемент (0,0,…,0,…), і для кожної послідовності 
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 існує протилежний елемент 
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Визначимо операцію  множення 
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Нехай
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(Відмітимо, що при 
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Згідно з (1)  маємо
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Визначена таким чином операція множення 
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 - комутативна. 

Перевіримо асоціативність: 
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. Нехай  f, g  задані як вище, 
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. Позначимо 
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Обчислимо 
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В обох випадках маємо однаковий результат. Отже, операція множення 
[image: image71.wmf]""

´

 асоціативна.

Перепозначимо   нескінчені послідовності
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Кожному елементу 
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 ставимо у відповідність послідовність  (а,0,0,…,0,…):
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В цих позначеннях послідовність 
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Кожний многочлен однозначно визначається своїми коефіцієнтами.

0=(0,…,0)  
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 - старший член многочлена f(x) = 
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 - старший коефіцієнт,

 число n називється степенем многочлена  f, позначається:  
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З формули множення многочленів легко бачити, що
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Теорема 1.

Якщо А не має дільників нуля, то кільце многочленів А[x] не має дільників нуля.

Доведення.

З (1) 
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Нехай кільце А є підкільцем деякого більшого комутативного кільця R: 
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, f- деякий многочлен над A: 
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,  t – деякий елемент кільця R, який не належить R :    
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tRA

Î

.  Тоді f(t) є деяким елементом кільця R : 
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. Таким чином ми одержали відображення , яке кожному елементу кільця 
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 ставить у відповідність елемент кільця R.
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Легко бачити, що це відображення є гомоморфізмом кільця 
[image: image96.wmf][]
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 на R.

Самостійно опрацювати:

1. Алгоритм ділення з остачею для многочленів над полем.

2. Подільність многочленів над полем.

3. НСД та НСК 

4. Незвідні многочлени та їх властивості.

  (див. файл Polynoms1.doc)
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