Теорія порівнянь
Нехай 
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 – дане натуральне число. Всі цілі числа по відношенню до числа 
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  розбиваються на m класів, якщо відносити до одного класу числа, які дають одну й ту саму остачу при діленні на 
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. Так, якщо 
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, цілі числа розбиваються на класи парних і непарних чисел. Якщо 
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, класи в цьому розумінні складають числа вигляду 
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 при цілих  
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 і т.д. Числа, що відносяться до одного класу, називаються конгруентними, і вивчення властивостей класів має назву “теорія порівнянь”. Перейдемо до точних визначень понять.

1. Визначення і найпростіші властивості.

Нехай 
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  – натуральне число. Два цілих числа 
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називаються конгруентними за модулем 
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, якщо їх різниця 
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. Висловлювання "
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 " записується у вигляді 
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Дійсно, 
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Саме ці властивості порівнянь дають змогу підсумувати, що кожне ціле число попадає в один і тільки один клас попарно конгруентних між собою цілих чисел. Ці класи називаються класами лишків  (рос.-вычет) за модулем 
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 чи просто класами за модулем 
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Твердження 2. Кожне ціле число конгруентне за модулем 
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 тільки з одним із чисел ряду 
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Дійсно, нехай  
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 – деяке ціле число. Поділимо його на 
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 з остачею: 
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. Отже, кожне ціле число 
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 конгруентне зі своєю остачею при діленні на 
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. Залишається показати, що серед чисел 
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 нема конгруентних за модулем 
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. Але це очевидно – якщо взяти два різних цілих числа цього ряду і відняти від більшого менше, ми отримаємо як різницю додатнє число, менше ніж 
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, і з цього , ця різниця не ділиться на 
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. Твердження доведено.

Під час доведення ми переконались, що кожний клас за модулем 
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 дійсно складається з чисел, що дають одну й ту саму остачу при ділення на 
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Будь-яка сукупність чисел, що взяті по одному з кожного класу за модулем 
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, називається повною системою лишків за модулем 
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. Наприклад, числа 
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 утворюють повну систему лишків. Повною системою лишків буде 
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 повною системою лишків буде 
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Твердження 3. Якщо 
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Доведення. Якщо 
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Твердження 4. Якщо 
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Доведення. 
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. Якщо 
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, а з ними і їх сума 
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, що і слід було довести.

Зокрема, якщо 
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 – будь-яке число, то 
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Твердження 5. Якщо 
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 взаємно просте з 
[image: image80.wmf]m

, то 
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Дійсно, якщо 
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, 
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 взаємно просте з 
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 і згідно з твердженням 8 
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, що й доводили.

Таким чином, обидві частини порівняння можна скоротити на множник, що взаємно простий з модулем. Без твердження про взаємнопростоту цього, взагалі-то кажучи, робити не можна. Так, 
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2. Дії над класами

Сумою двох класів за модулем 
[image: image91.wmf]m

 називається клас за модулем 
[image: image92.wmf]m

, до якого належить сума яких-небудь чисел із класів, що додаються.

Добутком двох класів за модулем 
[image: image93.wmf]m

 називається клас за модулем 
[image: image94.wmf]m

, до якого належить сума яких-небудь чисел із класів, що перемножуються.

На підставі тверджень 3, 4 ці означення коректні – які б числа з двох даних класів ми б не вибрали, їх сума і їх добуток належитимуть цілком визначеним класам, що не залежать від вибору чисел серед даних класів.

Приклад. Наведемо "таблиці множення" для класів за модулем 7 і 8.

Таблиця 1
Таблиця 2
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Символи 
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 в таблиці 1 означають класи за модулем 7, яким належать числа 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Значення символів в таблиці 2 – аналогічно. Такими позначеннями ми будемо користуватись і надалі – символ 
[image: image130.wmf]a

 буде позначати клас за модулем (який передбачається заданим), що містить число 
[image: image131.wmf]a

.

Відмітимо деякі очевидні властивості дій над класами за модулем.
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 (асоціативність додавання).

Дійсно, 
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 є класом, що містить 
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, звідки і слідує потрібне.

2. 
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 (комутативність додавання).

3. Клас 
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 відіграє роль нуля при додаванні: 
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4. Клас 
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 відіграє роль класу, що протилежний класу 
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, а саме, 
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 (дистрибутивність).

6. 
[image: image147.wmf](

)

(

)

c

b

a

c

b

a

=

 (асоціативність множення).

7. 
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 (комутативність множення).
Властивості 3 і 4 очевидні. Властивості 2, 5, 6, 7 доводяться точно так, як властивість 1, шляхом переходу від класів до будь-яких чисел з цих класів, для яких відповідні властивості дій мають місце.

8. Клас 
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 відіграє роль одиниці при множенні класів: 
[image: image150.wmf]a

a

=

×

1

 при будь-якому 
[image: image151.wmf]a

.
3. Зведена система лишків та примітивні класи

Твердження 6. Нехай d=НСД(a,m) і 
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Доведення. Маємо 
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Зокрема, якщо одне з чисел класу за модулем 
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 взаємно просте з 
[image: image168.wmf]m

, то і всі числа цього класу взаємно прості з 
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Класи, що складаються з чисел, взаємно простих з модулем, називаються примітивними класами. Для будь-якого модуля примітивні класи існують; такими будуть, зокрема, класи 
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Твердження 7. Для того, щоб порівняння 
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Доведення. Необхідність. Нехай існує ціле число 
[image: image175.wmf]0

x

 таке, що 
[image: image176.wmf](

)

m

ax

mod

1

0

º

. Число 1 взаємно просте з 
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, що і слід було довести.

Достатність. Нехай 
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. Тоді, згідно з твердженням 5 §1 (теорія подільності цілих чисел), існують цілі числа 
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Якщо модуль є простим числом, то всі класи, окрім нульового, примітивні, так що.
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В термінах класів твердження 8 означає, що можливе ділення на примітивний клас: рівняння 
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Якщо модуль 
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 є просте число, то всі класи, окрім нульового, примітивні, так що в цьому випадку можливе ділення на будь-який клас, окрім нульового.

Теорема Ейлера. 
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 – числа, взяті по одному з кожного примітивного класу, так що 
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 лежать в різних класах і, так як їх кількість рівна кількості класів, серед них існує по одному з усіх класів ("10 чоловік в 10 кімнатах, і в жодній нема двох, отже, всі кімнати зайняті"). Тому числа 
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В термінах класів теорема Ейлера виглядає так: якщо 
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Важливим окремим випадком теореми Ейлера є теорема Ферма:
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