                                            Алгебра і теорія чисел.
Тема 1. Основні алгебраїчні структури.
1.1. Бінарні операції. Нехай Х- довільна множина. Бінарною алгебраїчною операцією на Х називається довільне (але фіксоване) відображення 
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 декартова квадрата 
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 в Х.  Таким чином, кожній впорядкованій парі 
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 ставиться у відповідність однозначно визначений елемент 
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 тієї ж множини Х. Часом замість 
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 пишуть 
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, але частіше бінарну операцію на Х позначають якимось спеціальним символом: 
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  або +.  І ми надалі будемо користуватися цими позначеннями, називаючи 
[image: image9.wmf]b

a

×

( або просто 
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 без жодного значка між a і b)  добутком, а a+b  – сумою елементів 
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. Зрозуміло, що ці назви в більшості випадків є умовними. 

1.2. Групи. Розглянемо множину G  всіх взаємно однозначних відображень деякої множини  М в себе. Композицію відображень ми можемо розглядати як  бінарну операцію на G. Задана таким чином операція завжди асоціативна, має нейтральний елемент, а саме – тотожне відображення e, композиція з яким будь-якого іншого відображення g не змінює g. Крім того, кожне взаємно однозначне відображення має обернене. Одержана таким чином алгебраїчна структура 
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 є настільки важливою, що заслуговує спеціальної назви .

Означення 1.

Множина G з визначеною  на ній бінарною операцією  “*” називається групою, якщо 

А1)  операція “*” асоціативна, тобто для будь-яких 
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 виконується a*(b*c)=(a*b)*c;

А2) існує нейтральний (одиничний) елемент 
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 для всіх 
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А3)  для кожного елемента 
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 протилежний (обернений) елемент 
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Приклади: 1. Множина дійсних чисел R з заданою на ній операцією додавання “+” утворює групу (R,+).

2. Множина дійсних чисел без нуля 
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 з заданою на ній операцією множення утворює групу (
[image: image21.wmf]}
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3. Множина цілих чисел Z з заданою на ній операцією додавання “+” утворює групу (Z,+).

4. Множина дійсних додатних  чисел без нуля R+ з заданою на ній операцією множення утворює групу  (R+,*) .

5. Множина з двох елементів M={a,b} з операцією, заданою таблицею 
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утворює групу.  Якій елемент в цій групі є нейтральним?

5. Множина S самосуміщеннь трикутника утворює групу відносно композиції відображень. Скільки самосуміщень має трикутнік? Побудувати  таблицю, що задає операцію на S.

Означення 2. Група (G,*) називається комутативною (або абелевою), якщо 

А4) операція “*” комутативна, тобто для будь-яких 
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Приклади:. Групи (R,+),  (
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, (R+,*)  є комутативними.

Чи буде комутативною група самосуміщень трикутника?

1.3. Кільце.

Означення 3.

Множина K з визначеними  на ній бінарними операціями “+”(додавання)  та “*”(множення) називається кільцем, якщо 

К1)  (К,+)  - абелева група;

К2) операція “*” асоціативна, тобто для будь-яких 
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 виконується a*(b*c)=(a*b)*c;

К3) операції додавання та множення пов’язані дистрибутивними законами   (а+b)*c=a*c+b*c,    c*(a+b)=c*a+c*b.

Означення 4. Кільце (К,+,*) називається комутативним, якщо  додатково виконується умова:

К4) операція “*” комутативна, тобто для будь-яких 
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Приклади: Множини цілих Z , раціональних Q та дійсних R  чисел утворюють відповідно  кільця   (Z,+,*),  (Q,+,*), (R,+,*). Ці кільця є  комутативними.

Множина натуральних чисел N не утворює кільця відносно операцій “+”(додавання)  та “*”(множення). Чому?


Багато властивостей  кілець є переформулюваннями  відповідних властивостей груп і, більш загально, множин з однією асоціативною операцією.  Наприклад, 
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для всіх невід’ємних цілих чисел n,m та всіх 
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.  Інші властивості, що випливають безпосередньо з аксіом кільця, по суті моделюють властивості кільця цілих чисел (Z,+,*).  Відмітимо деякі з них:

В1.  
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Дійсно, 
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 EMBED Equation.3  [image: image39.wmf]0
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  (аналогічно 
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В2. Якщо кільце має більше одного елемента, то 
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Дійсно, припустимо, що 1=0. Тоді  а=а*1=а*0=0  для всіх 
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, тобто К складається тільки з 0.

В3.  (-а)*b=a*(-b)=-a*b.


Дійсно, з В1 та аксіоми дистрибутивності випливає  0 = a*0 = a*(b‑b) =  a*b+a*(-b) 
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Оскільки  
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, то з В3 одержуємо рівності  (-1)(-1)=1, 
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В4. Загальний закон дистрибутивності:
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є наслідком аксіоми дистрибутивності. Доводиться індукцією  спочатку (при m=1) по n,  потім по m.

Суму n однакових доданків а+а+…+а надалі будемо позначати na. 

В5. 
[image: image47.wmf])

(

*

*

)

(

)

*

(

nb

a

b

na

b

a

n

=

=

,

Випливає з В1, В3, В4.

В6. В комутативному кільці К має місці біном Ньютона:
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 для всіх 
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1.4. Поле.

Означення 5. Комутативне кільце з одиницею 
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, в якому кожен елемент
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 має обернений, називається полем.

Еквівалентні означення:

Означення 5а. Полем називається множина  P математичних об"єктів, на якій визначено дві дії "+" і "*" так що

1) відносно "+" P є комутативною групою,

2) відносно "*" P\{0} є комутативною групою, і 
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3) "+" і "*" пов"язані дистрибутивним законом.

Означення 5б. Полем називається множина  P математичних об"єктів, на якій визначено дві дії "+" і "*" , що задовольняють аксіомам:

А1.  (a+b)+c=a+(b+c)  для всіх 
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 (асоціативний закон);

А2. Існує нейтральний елемент 0:   a+0=a для всіх 
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А3 
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 існує протилежний елемент (-а) такий, що а+(-а)=0;
А4 a+b=b+a  для всіх 
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 ( комутативний закон);

Р1'. (ab)c=a(bc) для всіх 
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 (асоціативний закон множення);

Р2'. Існує нейтральний елемент 1: a*1=a для всіх 
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Р3'.
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0 існує обернений елемент а-1;
Р4'  a*b=b*a для всіх 
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 ( комутативний закон множення );

D1. (a+b)c=ac+bc   для всіх 
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 (ліва дистрибутивність).

Приклади полів: Q, R 
Полем не будуть: Z, N, R+; R+
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0 з визначеними звичайним чином операціями додавання та множення. .


Добуток 
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 звичайно записується у вигляді дробу:
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. Дріб 
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 і є єдиним розв’язком рівняння 
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які виводяться з аксіом поля. 

Доведемо, наприклад, другу властивість.

 Нехай 
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Завдання. 

1. Множина з двох елементів M={a,b} з операцією, заданою таблицею (таблицею Келі)
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утворює групу.  Якій елемент в цій групі є нейтральним?

2. Побудувати таблицю Келі для групи з трьох елементів.

3. Множина S самосуміщеннь трикутника утворює групу відносно композиції відображень. Скільки самосуміщень має трикитнік? Побудувати  таблицю, що задає операцію на S. Чи буде комутативною група самосуміщень трикутника?

4. Довести третю і четверту властивості дробів.
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