Д.С.Фаддеев

Лекции по алгебре  

(переклад)

РОЗДІЛ VI  ПОЛІНОМИ І ДРОБИ
§ 1. Теорія подільності для поліномів від однієї букви

1.  Подільність в кільці. Нехай А - комутативна  асоціативна область цілісності (тобто кільце без дільників нуля) з одиницею. Говорять, що елемент 
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  ділиться на елемент 
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 , якщо  існує такий елемент 
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, що a = bc . Говорять також, що а – кратне для b, b - дільник a, b ділить a.  З цього визначення ясно, що якщо a1 і а2 діляться на b, то a1 
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 а2 ділиться на b. Далі, якщо а ділиться на b і b ділиться на с, то а ділиться на с. Елемент ε кільця називається одиницею, якщо для нього існує обернений ε-1
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А, тобто такий, що εε-1=1. Елементи, що відрізняються множником-одиницею, називаються асоційованими. Ясно, що любий елемент ділиться на асоційовані елементи і на одиниці. Одиниці і асоційовані елементи вважаються нецікавими, тривіальними дільниками. Елементи неодиниці, що не мають дільників крім тривіальних, називаються нерозкладними. Теорія подільності для даного кільця (або класу кілець) заключається в з’ясуванні характеру розкладу довільного елемента кільця в добуток нерозкладних. Якщо такий розклад існує, і він однозначний з точністю до порядку співмножників і заміни співмножників на асоційовані, то кільце називається факторіальним.

Ми вже мали приклад теорії подільності для кільця цілих чисел. В цьому кільці є тільки дві одиниці 
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1, нерозкладними елементами є прості числа, і має місце теорема про однозначність розкладу на прості множники, тобто кільце цілих чисел факторіальне. Іншим уже відомим прикладом факторіального кільця може служити кільце поліномів K[x] над алгебраїчно замкнутим полем К. В цьому кільці нерозкладними елементами є тільки поліноми першого степеня, які асоційовані з лінійними двочленами виду х – с. Має місце однозначний розклад на лінійні множники

f(x) = a0(x–c1)(x–c2) … (x–cn).

В кільці поліномів K[x] з коефіцієнтами з довільного поля К, одиницями є елменти поля К крім нуля, і інших одиниць немає, бо якщо f1f2 = 1, f1,f2
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K[x], то степені f1 і f2 не можуть бути більше нуля, тобто f1 і f2 – константи із К. Асоційованими є поліноми, що відрізняються множниками із К. Поліноми із старшим коефіцієнтом 1 називаються нормалізованими. Ясно, що будь-який поліном із K[x] асоційований з нормалізованим, і два нормалізованих полінома  є асоційованими тільки тоді, коли вони співпадають.

2. Ділення з остачею. 

Т е о р е м а  1 (про ділення з остачею). Для даних поліномів f, g 
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K[x], g
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0, існують і єдині поліноми q i r 
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K[x] такі, що

 f = gq + r 

і степінь r менша за степінь g.

Теорема ця дуже схожа на відповідну теорему теорії подільності цілих чисел. Поліном q називається неповною часткою, r – лишком від ділення f  на g.

Д о в е д е н н я. Нехай f = a0 xn + a1xn-1 + … + an,  g = b0xm + b1xm-1 + … + bm, причому b0
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0 . Застосуємо метод математичної індукції за степенем полінома f, вважаючи  g фіксованим. Нехай n < m. Тоді f = gּ0 + f, так що за q можна взяти 0, а за r – сам f; обидві умови будуть виконані. Цей випадок дає базу для індукції. Припустимо тепер, що для поліномів степеня меншого за n теорема доведена. Доведемо її і для полінома f, вважаючи що n
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m. Відтворимо перший крок відомого процесу ділення многочленів, тобто побудуємо одночлен 
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і складемо різницю f1 = f – 
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g. Поліном  f1 має степінь менший  за n, бо при відніманні найвищі члени зникнуть. В силу індуктивного припущення знайдуться поліноми q1 і r такі, що f1 = gq1 + r і deg r < deg g. Тоді

F = 
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Обидві умови виконані, якщо взяти q = 
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+q1 . Залишилося довести єдиність. Нехай f = gq + r і  f = gq1 +r1, причому степені поліномів r i r1 менше степені полінома g. Тоді g( q – q1) = r1 – r, але степінь полінома r1 – r менша степені g. Це можливо, тільки якщо r1 – r = 0 і  q – q1 = 0, тобто q = q1 ,  r1 = r.

3. Найбільший спільний дільник двох поліномів. 

Найбільшим спільним дільником  двох поліномів f1, f2 з кільця K[x] називається поліном найбільшої степені  серед поліномів з коефіцієнтами із поля K або будь-якого його  розширення R, що ділять обидва поліноми f1 і f2.

Зауважимо, що ми не припускаємо, що найбільший спільний дільник  має коефіцієнти із поля K, і “допускаємо до конкурсу” поліноми  з коефіцієнтами із будь-якого, більшого за К, поля R. Так, для поліномів x2 – 1 і x3 – 1 (з коефіцієнтами із поля Q раціональних чисел) найбільшим спільним дільником буде як поліном x – 1, так і поліном 
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 або поліном (1 + i) (x – 1).

Т е о р е м а 2.  Найбільший спільний дільник двох поліномів f1,f2
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K[x] єдиний з точністю до асоційованості і ділиться на будь-який спільний дільник цих поліномів. Коефіцієнти нормалізованого спільного дільника поліномів із K[x] належать полю K. Нормалізований найбільший спільний дільник d(x) допускає лінійне зображення у вигляді d(x) = f1(x)M1(x) + f2(x)M2(x), де M2  і M2 – деякі поліноми з K[x].

Д о в е д е н н я.  Розглянемо множину поліномів

W = {f1N1 + f2N2|  N1, N2 
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 K[x]}

Тут припускається, що N1 і  N2 незалежно пробігають всі поліноми із K[x]. В цій нескінченній множині  поліномів виберемо відмінний від нуля поліном d(x) найменшого степеня. Покажемо, що він є найбільшим спільним дільником поліномів f1 і f2.

Для цього перш за все встановимо, що остача від ділення двох поліномів із множини W належить цій множині. Дійсно, нехай h1 і h2 належать W, так що h1 = f1N1 + f2N2  і  h2 = f1N3 + f2N4. Тоді остача r від ділення h1 на h2, що дорівнює h1 – qh2, де q  – неповна частка, буде дорівнювати  f1N1 + f2N2 – q( f1N3 + f2N4) = f1(N1 – qN3) + f2(N2 – qN4) 
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 W, бо N1 – qN3 
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K[x] і N2 – qN4 
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K[x].

Тепер легко довести, що d є найбільший спільний дільник f1 і f2. Оскільки f1 
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K[x] і d 
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K[x], остача від ділення на d також належить W , але степінь цієї остачі менше степені d. Тому остача дорівнює нулю, бо d – поліном найменшого степеня  серед відмінних від нуля поліномів із W. Таким чином,  f1 ділиться на d. Аналогічно f2 ділиться на d, так що d є спільним дільником f1 і f2. Далі, d 
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 W   і, отже,

d = f1M1 + f2M2
при деяких M1 і M2. Нехай δ – якийсь спільний дільник  f1 і f2 з коефіцієнтами із К або якого-небудь більшого поля. Тоді, за властивостями подільності,  f1M1 + f2M2 = d  ділиться на δ. Тому степінь d не менше степені δ, так що  d є дійсно найбільший спільний дільник. Нарешті якщо d1 – який-небудь інший найбільший спільний дільник, то його степінь дорівнює степеню d  і, оскільки d ділиться на d1, їх частка є константою, тобто d і d1 асоційовані. 

Нормалізований найбільший спільний дільник d0 отримується з d шляхом ділення його на старший коефіцієнт a0. Коефіцієнти 
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 має лінійне зображення. Тим самим ми довели всі властивості найбільшого спільного дільника, сформульованого в теоремі.

Окрім двох властивостей, аналогічних тим, які ми бачили в теорії подільності для кільця Z цілих чисел, слід відмітити також, що коефіцієнти нормалізованого найбільшого спільного дільника належать тому ж полю, що і коефіцієнти даних поліномів. Це суттєво і не зовсім очевидно. Наприклад f1=x4 – 1 і f2 = x3 + 2x2 + x + 2  з раціональними коефіцієнтами обидва мають коренем число  і, так що нормалізований поліном х – і є спільний дільник f1 і f2, але це не найбільший спільний дільник, бо його коефіцієнти не належать полю раціональних чисел. Легко побачити, що тут найбільшим спільним дільником є  x2 + 1 = (х + і)(х – і).

Знаходити найбільший спільний дільник двох поліномів можна тим же способом, що і для двох цілих чисел, – за алгорифмом Евкліда. Виконаймо ланцюжок ділень з остачею:

	f1 = f2 q1 + r1,
	deg r1 < deg f2,

	f2 = r1 q2 + r2,
	deg r2 < deg r1,

	r3 = r2 q3 + r3,
	deg r3 < deg r2,

	.   .   .   .   .   .
	.   .   .   .   .   .

	rk-2 = rk-1 qk + rk,
	deg rk < deg rk-1,

	rk-1 = rk qk+1 .
	


Процес обірветься, на якомусь кроці ділення виконається без остачі, бо степінь кожного наступного лишка менше степені попереднього.

Всі лишки, які ми будуємо, належать множині W = {f1N1 + f1N2 | N1, N2 
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K[x]}, і ми “спускаємось” за  степенем в цій множині. Останній відмінний від нуля лишок rk і буде шуканим найбільшим спільним дільником для f1 і f2. Очевидно, що із алгорифма Евкліда виходять всі  властивості найбільшого спільного дільника, сформульовані в теоремі.

4. Властивості взаємно простих поліномів. Два  полінома називаються взаємно простими, якщо їх нормалізований найбільший спільний дільник рівний 1, тобто ці поліноми на мають спільних дільників, крім констант.

П р о п о з и ц і я  3. Для того, щоб поліноми f1 і f2  були взаємно прості, необхідно і достатньо, щоб існували поліноми М1 і М2 такі, що f1М1 + f2М2 = 1.

Дійсно, якщо f1М1 + f2М2 = 1, то всякий спільний дільник для М1 і М2 ділить одиницю і є константою.  Якщо f1 і f2 взаємно прості, то  нормалізований найбільший спільний дільник 1 має лінійне представлення 1 = f1М1 + f2М2.

П р о п о з и ц і я  4.  Якщо добуток f1f2 ділиться на f3,  і f1 взаємно простий з f3,  то f2 ділиться на f3.

Дійсно, оскільки  f1 , f3 взаємно прості, знайдуться М1 і М2 такі, що f1М1 + f3М2 = 1. Помноживши на f2, отримаємо: f2 = f1 f2М1 + f3f2М2. Перший доданок правої частини ділиться на  f3, бо f1f2 ділиться на f3, другий тривіально ділиться на f3, отже, їх сума f2 ділиться на f3.

П р о п о з и ц і я  5.  Якщо f1  і f2 обидва взаємно прості з g, то і їх добуток f1f2 взаємно простий з g.

Дійсно, існують M1, M2, M3, M4 такі, що що f1М1 + gМ2 = 1 і f2М3 + gМ4 = 1. Перемноживши ці рівності, отримаємо f1f2 M1M3 + g(М2 f2М3 + f1M1M4 + gM2M4) = 1, так що f1f2 і g задовольняють ознаку взаємної простоти.

П р о п о з и ц і я  6.  Якщо кожний із поліномів f1, f2, ..., fk взаємно простий з g, то їх добуток  f1 f2 ... fk взаємно простий з g.

Ця пропозиція доводиться очевидним проведенням індукції на основі пропозиції 5.

П р о п о з и ц і я  6.  Якщо кожний із поліномів f1, ..., fm взаємно простий з кожним із поліномів g1, g2, ..., gn, то добуток f1 ... fm взаємно простий з добутком g1 ... gn.

Це доводиться багаторазовим застосуванням пропозиції 6.

П р о п о з и ц і я 8.  Якщо f  і g взаємно прості, то  fm  і  gn взаємно прості.

Це безпосередньо виходить з пропозиції 7, достатньо покласти f1 = ... = fm і g1 = ... = gm.

Відмітимо ще одну властивість взаємно простих поліномів, яка не має аналогів в теорії подільності цілих чисел.

П р о п о з и ц і я  9.  Якщо поліноми f  і g взаємно прості, то вони не мають спільних коренів ні в якому розширенні основного поля.

Дійсно, нехай f  і g належать кільцю K[x] і взаємно прості. Нехай R – будь-яке поле, що містить поле K, і нехай x0 
[image: image32.wmf]Î

 R. Із взаємної простоти випливає, що існують поліноми М1 і М2
[image: image33.wmf]Î

K[x] такі, що  fМ1 + gМ2 = 1. Перейшовши до значень при x0 , отримаємо f(x0)М1(x0) + g(x0)М2(x0) = 1, звідки випливає, що f(x0) і g(x0) не можуть одночасно бути рівними нулю.

5. Незвідні поліноми. Відмінний від константи поліном φ
[image: image34.wmf]Î

K[x] називається незвідним в полі K, якщо він не має нетривіальних дільників в K[x]. В іншому випадку поліном називається звідним в полі K.

Очевидно, що незвідні поліноми в теорії подільності поліномів повинні відігравати таку ж роль, як прості числа в теорії подільності цілих чисел, тобто роль нерозкладних в кільці K[x] елементів.

Відмітимо, що поняття незвідного полінома суттєво пов’язане з полем. Так, поліном х2 – 2 незвідний в полі Q раціональних чисел, бо він не має раціональних коренів, але він звідний в полі R  дійсних чисел:

 х2 – 2 = (х – 
[image: image35.wmf]2

) (х +
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).

П р о п о з и ц і я  10.  Нехай  f 
[image: image37.wmf]Î

K[x] і  φ незвідний в K . Тоді або f ділиться на φ, або f взаємно простий з φ.

Д о в е д е н н я.  Розглянемо нормалізований найбільший спільний дільник d поліномів f  і φ. Поліном φ ділиться на  d  і  d 
[image: image38.wmf]Î

K[x]. Тому d або асоційований з φ, або рівний 1. В першому випадку f ділиться на  φ, бо ділиться на d. В другому f і φ взаємно прості.

П р о п о з и ц і я  11.  Якщо φ1 і φ2 незвідні в K[x], то вони або взаємно прості, або асоційовані.
Дійсно, якщо φ1 і φ2 не взаємно прості, то φ1  ділиться на φ1 і φ2 ділиться на φ1, так що φ1 і φ2 асоційовані.

П р о п о з и ц і я  12.  Нехай f1 і f2
[image: image39.wmf]Î

K[x] і добуток f1f2 ділиться на незвідний в K[x] поліном φ. Тоді один із співмножників ділиться на φ.
Дійсно, або f1 ділиться на φ, або f1 і φ взаємно прості. В другому випадку f2 ділиться на φ в силу пропозиції 4.

П р о п о з и ц і я  13.  Нехай f1,f2, ..., fk
[image: image40.wmf]Î

K[x] і добуток f1f2 … fk ділиться на незвідний в K[x] поліном φ. Тоді один із співмножників ділиться на φ.

Доводиться очевидним застосуванням індукції на основі пропозиції 12.

П р о п о з и ц і я  14.  Якщо незвідний над К поліном 
[image: image41.wmf]j

  має корінь x0 в деякому розширенні R поля К і цей корінь є коренем полінома f 
[image: image42.wmf]Î

K[x], то f ділиться на φ.

Дійсно, f і φ не взаємно прості, бо мають спільний дільник х – x0
[image: image43.wmf]Î

R[x], і, згідно пропозиції 10, f ділиться на φ.

Звідси випливає, що будь-який корінь поліному φ є коренем f, так що, за словами угорського математика Пойа, “корені незвідних поліномів ходять в гості усією сім’єю”.

6. Канонічний розклад.
П р о п о з и ц і я  15.  Кожен поліном f
[image: image44.wmf]Î

K[x] степені 
[image: image45.wmf]³

1 ділиться щонайменш на один незвідний в K[x] поліном.

Доведення індукцією за степенем. Поліноми першого степеня незвідні. Далі, якщо f незвідний, то він ділиться на себе. Якщо звідний, то ділиться на поліном f1
[image: image46.wmf]Î

K[x] меншого степеня, котрий, за індуктивним припущенням ділиться на незвідний в K[x] поліном φ. Тоді і f ділиться на φ.

Т е о р е м а  16.  Будь-який поліном із K[x] степені 
[image: image47.wmf]³

1 може бути зображений у вигляді добутку незвідних над К поліномів, і таке зображення єдине з точністю до порядку співмножників і асоційованості.

Д о в е д е н н я.  Нехай f
[image: image48.wmf]Î

K[x]. В силу пропозиції 14 f ділиться на незвідний поліном φ1 так, що f = φ1f1. В свою чергу, f1 ділиться на деякий незвідний поліном φ2, так, що f1 = φ1φ2f2, і т. д. Процес виділення незвідних співмножників закінчиться за скінченне число кроків, бо степінь поліномів f, f1, f2, ... строго зменшується. Отже, f = φ1φ2...φk, де всі φk незвідні. Залишається довести єдиність розкладу. Застосуємо індукцію за степенем. Базу індукції дають поліноми першого степеня. Нехай f = φ1φ2...φk і f = ψ1ψ2...ψi – два розклади полінома f на незвідні. Добуток ψ1ψ2...ψi ділиться на 
[image: image49.wmf]j

1. В силу пропозиції 13, один із співмножників ψ1, ψ2, ... ,ψi ділиться на ψ1. За рахунок зміни нумерації можна вважати, що ψ1 ділиться на φ1. Оскільки φ1 і ψ1 обидва незвідні, вони асоційовані, тобто ψ1 = с1φ1 при с1
[image: image50.wmf]Î

K. Покладемо f = φ1f1. Поліном f1 
[image: image51.wmf]Î

K[x] має меншу степінь ніж f і має два розклади на незвідні співмножники: f1 = φ2...φk і f1 = (с1ψ2)...ψi. В силу індуктивного припущення ці розклади співпадають з точністю до порядку співмножників і асоційованості, а значить, такими ж будуть і розклади f = φ1φ2...φk і f = ψ1ψ2...ψi. Теорему доведено.

Якщо вважати незвідні поліноми нормалізованими, то в розклад слід ввести константний множник а0, рівний коефіцієнту в старшому члені полінома f, так що розклад набуває вигляду f = а0φ1φ2...φk. В цій формі розклад єдиний з точністю до порядку співмножників. Серед співмножників можуть бути рівні, і їх можна об’єднати у степені. Розклад набуває вигляду

f = а0φ
[image: image52.wmf]1
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де φ1,φ2,…φm – попарно різні нормалізовані незвідні в K[x] поліноми. Цей розклад називається канонічним розкладом на множники полінома із K[x]. Він аналогічний розкладу цілих чисел в добуток простих.

П р о п о з и ц і я  17.  Над будь-яким полем існує нескінченна кількість незвідних поліномів.

Доведення проведемо по тій же схемі, що і доведення нескінченності множини простих чисел. Отож, якщо дана будь-яка скінченна сукупність незвідних поліномів φ1, φ2, ... φk, складемо поліном F = φ1φ2...φk + 1. Він ділиться щонайменше на один незвідний поліном ψ, який не може бути рівним ні φ1, ні φ2,... ні φk, бо інакше 1 ділилася би на ψ. Таким чином, для будь-якої скінченної множини незвідних поліномів ми можемо побудувати новий незвідний поліном, що не міститься в цій множині.

Пропозиція 17 тривіальна, якщо поле містить нескінченно багато елементів, бо над таким полем існує нескінченна кількість поліномів першого степеня х – с, які всі незвідні, і має зміст лише для скінченних полів, до числа яких належать кільця різниць по простим модулям. Для будь-якого скінченного поля існує лише скінченне число qn нормалізованих поліномів  xn + a1xn-1 + …+ an степені n (тут q означає число елементів поля). Оскільки число незвідних поліномів нескінченне, серед них існують  поліноми як завгодно великого степеня. За допомогою значно більш тонких міркувань можна довести, що над скінченним полем існують незвідні поліноми будь-якого степеня.

Обчислимо незвідні поліноми другого і третього степеня над полем з двох елементів (полем лишків за модулем 2). Поліномів першого степеня два: x і x +1. Поліномів другого степеня чотири: х2, х2 + 1, х2 + х, х2 + х + 1. З них звідні х2, (х + 1)2 = х2 + 1 і х(х + 1) = х2 + х. Незвідним виявляється один поліном х2 + х + 1. Поліномів третього степеня вісім. З них шість звідні: х3, х2(х + 1) = х3 + х2, х(х + 1)2 = х3 + х, (х + 1)3 = х3 + х2 + х + 1, х(х2 + х +1) = х3 + х2 + х і (х + 1)(х2 + х + 1) = х3 + 1. Решта два поліноми х3 + х + 1 і х3 + х2+ 1 незвідні.

Аналогічно, відкидаючи звідні поліноми, які легко конструюються із незвідних поліномів менших степенів, можна будувати незвідні поліноми четвертого, п’ятого степеня і т.д. Існують й інші, більш тонкі засоби.
7. Канонічний розклад над полем R дійсних чисел і над полем С комплексних чисел. Канонічний розклад над полем C нам уже відомий. Це розклад f(x) = a0(x–x1)
[image: image55.wmf]1
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… (x–xk)
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П р о п о з и ц і я  17. Над полем дійсних чисел незвідними поліномами є тільки поліноми першого степеня і поліноми другого степеня, що не мають дійсних коренів.

Д о в е д е н н я.  Нехай f = a0x1 + ... + an 
[image: image57.wmf]Î

R[x] і n
[image: image58.wmf]³

2. Якщо поліном f має дійсний корінь, то він має дільник першого степеня і, відповідно, є звідним. Незвідними можуть бути тільки поліноми, що не мають дійсних коренів. Нехай f – такий поліном. Він має щонайменше один комплексний корінь x0 = a + bi, при b
[image: image59.wmf]¹

0. Розглянемо допоміжний поліном 

φ(х) = (х – x0)(х – 
[image: image60.wmf]0

x

) = (х – a – bi)(х – a + bi) = x2–2aх + a2 +b2.

Ясно, що φ(х)
[image: image61.wmf]Î

R[x] і φ незвідний над R, бо інакше він мав би дільник  першого степеня і дійсний корінь. Поліноми f і φ  не взаємно прості, бо мають спільний корінь в С і, відповідно,  f ділиться на φ. Якщо степінь  f рівна 2, то f асоційований з φ і незвідний. Якщо степінь  f більше 2, то  f  звідний.

В силу доведеної пропозиції канонічний розклад полінома f 
[image: image62.wmf]Î

R[x] має вигляд:

f(x) = a0(x–x1)
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m

… (x–xk)
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(x2+p1x+q1)
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де поліноми x2+pix+qi 
[image: image67.wmf]Î

R[x]  не мають дійсних коренів, тобто p
[image: image68.wmf]2

i

–4qi < 0.

Відмітим простий, але важливий наслідок: якщо поліном з дійсними коефіцієнтами має комплексний корінь a + bi, b
[image: image69.wmf]¹

0, то він має і спряжений корінь a – bi тієї ж кратності.

Дійсно, комплексні корені a + bi при b
[image: image70.wmf]¹

0 являються коренями поліномів другої степені, що входять в канонічний розклад, а кожний такий поліном разом з коренем a + bi має корінь a – bi.

П р и к л а д.  Знайти канонічний розклад в R[x] полінома x2n+1.

Тут множників першого степеня немає, оскільки поліном не має дійсних коренів. Всі комплексні корені прості, оскільки множники другого степеня входять з показниками 1. Спочатку напишемо розклад в кільці С[x], для чого знайдемо корені

xk = 
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при k=1, 2, …, 2n. Корені xk при  k=1, 2, …, n мають аргументи менше π, так що вони знаходяться у верхній півплощині. Корені xk при k=1, …, 2n розташовані в нижній півплощині і, в силу висновку з канонічного розкладу, спряжені з коренями xk при k=1, …, n (легко перевірити безпосередньо, що 
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= x2n-k). Тому 

x2n+1=
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