Тема 3. Подільність цілих чисел.

3.1. Подiльнiсть натуральнiх чiсел

 Означення. Дiльником натурального числа  b наз. натуральне число a на яке дане число  b дiлиться без остачi, тобто b=ak. 
"a є дiльником  b" позначається  a|b, “ b ділиться на a ” будемо позначати 
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 Властивостi подiльностi натуральних чисел:

1. Якщо  a|b, a|c, то a|(b+c), a|(b-c)

2. Якщо a|b, то для будь-якого c  a|bc
3. Якщо a|b, b|c, то a|c
4. Якщо одне число не дiлиться на друге, то воно не може дiлитися на будь- яке кратне другому числу.

5. Якщо ab|c, то a|c, b|c
3.2.Дiлення з остачею
Теорема 1. Для будь-яких двох цілих  чисел a та b iснують єдина пара чисел c та невід’ємне r, де с – ціле число, а r  - невід’ємне, для яких справедлива рівність:   

  a=b*c+r, при чому r<
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Довести. 

Означення. Якщо числа a і b мають однакову остачу при діленні на n, то кажуть, що a конгруентно b за модулем n, записується a(b (mod n).
Теорема 2. a(b (mod n) тоді і тількі тоді, коли різниця a-b ділиться  на n без остачі,

тобто a-b=kn, де k - ціле. 

Довести.

Властивості

К1) Відношення конгруєнтності є відношенням еквівалентності.

Доведення. Легко бачити, що відношення конгруентності є симетричним та рефлексивним. Покажемо, що воно транзитивне, тобто якщо a має остачу b при діленні на n, а b має остачу c при діленні на n, то a має при діленні на n ту ж остачу, що і c, тобто, якщо a(b (mod n), b(c (mod n), то a(c (mod n). Дійсно, a-b=kn, b-c=tn, отже a-c=(a-b)-(b-c)=(k-t)n. Різниця k-t є цілим числом, отже a(c (mod n), що і треба було довести. 
О2) Якщо a має остачу u при діленні на n, а b має остачу v при діленні на n, то сума a+bмає при діленні на n ту ж остачу, що і сума u+v, тобто, якщо a(u (mod n), b(v (mod n), то a+b(u+v (mod n).

Довести. 
О3) Якщо a має остачу u при діленні на n, а b має остачу v при діленні на n, то добуток ab має при діленні на n ту ж остачу, що і добуток uv, тобто, якщо a(u (mod n), b(v (mod n), то ab(uv (mod n).

Довести.

Властивості О2) та О3) узагальнюються на будь-яку кількість  доданків ( співмножників)

Як наслідок властивості О3) одержуємо

О4) Якщо a(u (mod n), то 
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 для будь-якого натурального k.

3.3. Кратні та дільники

Означення.  Число m називається спільним кратним чисел a та b, якщо воно кратне числу a та числу b. Найменше додатне серед спільних кратних  чисел a та b називається найбільшим спільним кратним чисел a та b та позначається НСК(a,b) або просто К(a,b).
Означення.  Число n називається спільним дільником чисел a та b, якщо воно є дільником числа a та числа b. Найбільший з спільних дільників  чисел a та b позначається НСД(a,b) або просто D(a,b).
Властивості НСД та НСК

Д1)  Теорема 3.  Якщо D(a,b)=d, то існують цілі числа u та v такі, що au+bv=d.

Доведення. Розглянемо  множину 
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. Легко бачити, що сума (різниця) двох елементів  з М та добуток двох елементів  з М також належить М. Числа a та b також належать М. Виберемо в М найменший додатний елемент 
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. За теоремою 1 , існують 
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 такі, що 
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. Якщо 
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, що суперечить вибору 
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. Отже, 
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, і a ділиться на d. Аналогічно, b ділиться на d, і d є спільним дільником  чисел a та b . 

Нехай 
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 - інший додатній спільний дільник  чисел a та b. Оскільки  
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, то d ділиться на 
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 є найбільшим спільним дільником чисел a та b. Теорему доведено.
Ми також довели  властивість

Д2) Найбільший спільний дільник чисел a та b ділиться на їх будь-який інший спільний дільник.
Д3) Якщо D(a,b)=d, то для будь-якого натурального c справедлива рівність D(ac,bc)=dc.
Довести. 

Д4) Якщо число c є спільним дільником чисел a та b, то число k=ab/c є спільним кратним чисел a та b, і навпаки. 

Довести. 

Наслідок:

D(a,b) K(a,b) = ab
Довести. 

К5) Будь-яке спільне кратне чисел a та b ділиться на їх найменше спільне кратне.

Довести. 

К6) Якщо К(a,b)=k, то для будь-якого натурального c справедлива рівність К(ac,bc)=kc.
3.4.Алгорифм Евкліда

Метод доведення теореми 3, наведений в лекції, дуже швидко приводить до мети, але він не дає можливості для фактичного вираховування d. Спосіб, що пропонується – знайти найменше натуральне число в нескінченній множині чисел М – цілком не ефективний. Однак ділення з остачею дає змогу швидко "спускатись" всередині М до найменшого натурального числа, що міститься в М, тобто до найбільшого спільного дільника. 

Поділимо з остачею a на b (вважаємо, що b відмінне від нуля), потім b на першу остачу, 
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   потім першу на другу і т.д. Отримаємо ланцюг рівностей та нерівностей: 
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Кожна наступна остача є натуральне число і строго менша за попередню. Тому процес не може продовжуватись без кінця. Але скінчитись він може тільки тоді, коли на якомусь кроці ділення виконається без остачі. Таким чином, 
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 ділиться  на 
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Покажемо, що остання відмінна від нуля остача 
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Для цього спочатку передивимось усі рівності знизу вгору: 
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 як сума двох чисел, що діляться на rk ,  і т.д. До третьої згори рівності ми прийдемо, знаючи, що r2 і r3 діляться на rk , та виведемо звідси, що r1 ділиться на rk. З другої виведемо, що b ділиться на rk, з першої – що a ділиться на rk. Таким чином, a i b діляться на rk.

Нехай тепер d’ – який-небудь спільний дільник для a i b . Переглянемо рівності згори донизу з точки зору подільності на d’. З першої рівності виводимо, що r1 (як різниця двох чисел, що діляться на d’) ділиться на d’. З другої – що r2 ділиться на d’ за тієї ж причини, і т.д. З останньої виведемо, що rk ділиться на d’ і, отже, 
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Отже, rk   є спільним дільником, причому найбільшим.


Викладений спосіб знахоження НСД називається алгорифмом Евкліда, він відомий вже понад 2000 років. В процесі доведення ми знову встановили властивість Д2) НСД. Далі, за доведеним вище очевидно, що всі остачі 
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 належать множині М, що дає доведення і властивості Д1), причому подання остач у вигляді 
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легко здійснювати крок за кроком. Таким чином, алгорифм Евкліда дає не тільки спосіб вираховування НСД чисел a i b , але і його лінійне подання у вигляді 
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3.5. Прості та взаємно прості числа

Означення. Простими числами називаються натуральні числа більші за 1, які мають рівно два дільники: 1 і саме це число.Числа, що мають більше двох дільників, називаються складеними.

Означення. Два числа, що не мають спільних дільників крім 1, називаються взаємно простими.

Властивості взаємно простих чисел

В1) Цілі числа a та b взаємно прості тоді і тільки тоді, коли існують цілі числа u та v такі, що au+bv=1.
Доведення. Необхідність випливає  з Т3.

Достатність. Нехай  d є спільним дільником  чисел a та b. Тоді ліва частина рівності au+bv=1 ділиться на d, а отже і права частина  1 також ділиться на d, отже 
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В2) Якщо добуток ab натуральних чисел ділиться на натуральне число  m, і a взаємно просте з m, то b ділиться на  m. 

Доведення.  
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, отже існують цілі u,v такі, що 
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. Помноживши останню рівність на b, одержимо 
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.  Ліва частина ділиться на  m, отже і b
ділиться на m.
В3) Якщо натуральні числа a і b взаємно прості, і c ділиться на  a і на  b, то воно ділиться і на їх добуток ab.
Доведення.  Дійсно, 
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 ділиться на b, D(a,b)=1, отже за властивістю 2, с ділиться на b

З властивості 3) випливають ознаки подільності на числа, які є добутками двох взаємно простих чисел.

В4) Якщо цілі числа 
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 такі, що кожне число 
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  взаємно просте з кожним числом  
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 то їх добутки 
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взаємно прості.

Наслідок: Якщо цілі числа a i b взаємно прості, то при натуральних k і m числа 
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 теж взаємно прості. 

Наведені твердження дуже прості і здаються майже тривіальними. Проте з них можна вивести деякі не зовсім тривіальні речі, наприклад, що 

В5) Степінь з натуральним показником дробового раціонального додатного числа не може бути цілим числом.

В6) Якщо ціле додатнє число c не є m–им степенем цілого числа (при натуральному m), то воно не є m–им степенем дробового раціонального числа. Тому 
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 є або цілим числом, або ірраціональним.

Властивості простих чисел

Надалі через p,q будемо позначати прості числа.

П1) Якщо просте число p ділиться  на деяке натуральне число n не рівне 1, то воно співпадає з n.

П2) Для кожного натурального числа a і простого p, або a ділиться на p, або a і p взаємно прості.

П3) Якщо просте число q ділиться на просте p, то ці числа співпадають.

П4)Якщо добуток чисел a і b ділиться на просте число p, то хоча б одне з них ділиться на p.

Ця властивість може бути узагальнена на будь-яку кількість співмножників.

П5) Кожне  натуральне число більше за 1 має хоча б один простий дільник. 

П6) Найменший простий дільник складеного числа a не первищує ((a.

П7)

Теорема 4. (Основна теорема арифметики) Будь-яке натуральне число більше за 1 розкладається в добуток простих натуральних чисел, і цей добуток є єдиним з точністю до порядку множників.

Доведення.1) існування розкладу доведем методом математичної індукції по n.  Якщо число n – просте,  то ми можемо вважати, що воно подано у вигляді добутку простих, і зрозуміло, що таке подання єдине.  Якщо n- складене, то воно має простий дільник p,  n=pm, де 
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, і за припущення індукції, m розкладається в добуток простих.

2) Єдиність. Тут  ми доведемо її індукцією  за  кількістю k простих множників в розкладі. 

Припустимо, що розклад  всіх натуральних чисел,  в яких кількість простих множників не перевищує k, є єдиним  (з точністю до порядку множників). Доведемо це для будь-якого елемента 
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, який може бути  розкладеним на k+1  простих множників.  Нехай 
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- два розклади числа a, де 
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. За властивістю П4, хоча б один зі співмножників 
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. Не втрачаючи загальності ( бо це питання нумерації)  вважаємо, що 
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. В першому добутку стоїть k співмножників, отже за припущенням індукції  
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 і оба розклади відрізняються тільки порядком простих елементів. Теорему доведено. 

П8)

Теорема 5 (теорема Евкліда) Множина всіх простих чисел нескінчена.

Дов. Припустимо, що існує  скінчена кількість простих чисел  
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  взаємно просте з будь-яким 
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 Одержане протиріччя доводить теорему.  

Задачі

1. (жарт)  Якщо  вiд задуманого тризначного  числа

вiдняти 7, то воно роздiлиться на 7,

вiдняти 8, то воно роздiлиться на 8,

вiдняти 9, то воно роздiлиться на 9.

Яке число задумано?

2.  Звертаючись до продавця магазину, покупець сказав:

Порахуйте, будь-ласка, за двi пачки солi - по 45 коп.,

за 2 шматки мила - по 1грн 50 коп., за три пачки цукру та за 6

коробок сiрникiв, але вартiсть пачки цукру та коробки сiрникiв

я не пам`ятаю.

  Касир видав покупцю чек на 9 грн 17 коп. Подивившись на чек,

покупець повернув його та сказав:

 - Ви помилились в пiдрахунку загальної суми.

   Яким чином покупець знайшов помилку?

3. Чи змiниться при дiленнi з остачею частка та остача, якщо дiлене

 та дiльник збiльшити в  n разiв? Вiдповiдь пiдтвердити прикладом.

4. (майже жарт) Знайти найменше серед всiх  тих чисел, якi
 при дiленнi на  2 дають в остачi 1,
 при дiленнi на 3 дають в остачi 2,
 при дiленнi на   4 дають в остачi 3,
 при дiленнi на  5 дають в остачi 4,
 при дiленнi на  6 дають в остачi 5,
 при дiленнi на 7 дають в остачi 6,
 при дiленнi на  8 дають в остачi 7.

 5. (так само)  Чи може бути таке число, яке

 при дiленнi на 3 дає в остачi 1,
при дiленнi на 4  дає в остачi 2,
при дiленнi на 5 дає в остачi 3,
при дiленнi на 6 дає в остачi 4.

6. Дано три послiдовних натуральних числа, з яких

перше - парне. Довести, що добуток цих чисел дiлиться на  24.

7. Число p2- 1  (p > 3 -  просте число) дiлиться на 24 :
8. Довести, що добуток 5 послiдовних натуральних чисел дiлиться на 120.

9. Натуральне число при дiленнi на 11 має остачу 4. Довести,

що його квадрат   при дiленнi на 11 має остачу 5.

10.  Натуральне число при дiленнi на 5 має остачу 4. Довести,

що сума куба цього числа та його квадрату дiлиться на 5.

11.  Натуральне число при дiленнi на 5 має остачу 1, а друге

 число при дiленнi на 5 має остачу 2. Довести, що сума квадратiв

 цих чисел дiлиться на 5.

12. Довести, що 1111+1212+1313  дiлиться на 10.

13. Довести, що 3 n+2 -2n+2 +3n -2n   дiлиться на 10 при будь-якому натуральному n.

14. Довести, що   116+146-1363  дiлиться на 10.

15. Довести, що сума кубiв трьох послiдовних натуральних чисел

дiлиться на 9.

16. Чи може в натуральному рядi чисел стояти пiдряд 10 складених чiсел?
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