Тема 5.Арифметичні застосування теорії конгруенцій. 

5.1. Подальші властивості конгруенцій. 

Використовуючи означення конгруенцій, легко довести наступні властивості:

В6. Якщо справедливою є конгруенція 
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В9. Якщо одна частина конгруенції  і модуль діляться на деяке число, то і друга частина конгруенціїї ділиться  на те саме число. 
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Незважаючи на свою простоту, ці  властивості  є  досить ефективими при  розв’язуванні задач.

 5.2 Китайська теорема про лишки.  

Теорема 1. Якщо числа  
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Домножимо ліву і праву частини першої конгруенції на  
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Доведемо, що коефіцієнт при х конгруентний 1 за модулем  М.  Дійсно, . 
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 , оскільки всі доданки, крім першого, діляться на  
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Аналогічно,


[image: image36.wmf])

(mod

1

...

2

2

2

1

1

m

y

M

y

M

y

M

k

k

º

+

+

+


.......................................................................


[image: image37.wmf])

(mod

1

...

2

2

1

1

k

k

k

m

y

M

y

M

y

M

º

+

+

+

.

За властивістю конгруен

цій В7,  маємо 
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Повертаючись до конгруенції (2), одержуємо  :
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який буде розв’язком системи (1).

Доведемо єдиність розв’язку за модулем М. Дійсно, нехай 
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За властивістю конгруенцій В8, одержуємо  
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5.3. Конгруенції першого степеня з одним невідомим.

Означення. Конгруенцією з одним невідомим за модулем  
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 називають конгруенцію виду
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ліва частина якої містить многочлен з цілими коефіцієнтами. 

Якщо 
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, то число 
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називають степенем даного порівняння (конгруенції). 

Розв’язком конгруенції (3)  називають клас лишків за модулем 
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, кожне число якого задовольняє цю когруенцію. 

Клас лишків за модулем 
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Конгруенції з одним невідомим називають рівносильними, якщо множини їх розв’язків збігаються. 

Наступні операції не змінюють множину розв’язків конгруенцій:

О1.  додавання до обох частин одночасно довільного многочлена з цілими коефіцієнтами;

О2. додавання до однієї частини конгруенціі  многочлена з коефіцієнтами, кратними модулю;

О3. множення обох частин конгруенції на число, взаємно просте з модулем (ділення  обох частин конгруенції на число, взаємно просте з модулем, яке є їх спільним дільником);

О4. множення обох частин конгруенції та модуля на натуральне число.
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Теорема 2. Нехай  
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 довільна конгруенція  першого степеня одним невідомим 
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Всі числа виду 
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5.3. Застосування конгруенцій до розв’язування діофантових рівнянь. 

Означення. Діофантовим рівнянням називається рівняння з цілими коефіцієнтами, розв’язки якого шукаються на множині цілих чисел.

Найпростішим прикладом діофантового рівняння є невизначене рівняння виду 
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5.5. Конгруенції вищих степенів  з одним невідомим.
Якщо  
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Отже, розв’язання  конгруенції (7)  за довільним модулем  зводиться до  розв’язання  конгруенцій виду 
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Число розв’язків   конгруенції (7) дорівнює 
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 - дорівнює відповідно числу розв’язків кожної конгруенції (8). Розв’язки конгруенції (7)  знаходяться за розв’язками (8)  за допомогою китайської теореми про лишки. 


Конгруенцію другого степеня виду 
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завжди можна звести до двочленної конгруенції 
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Для цього  слід обидві частини  і модуль конгруенції (9)  домножити на 
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  Найбільш важливим випадком є коли модуль є простим числом. 

Критерій Ейлера: При простому непарному   
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Для ефектовного використання критерію Ейлера вводиться так званий символ Лежандра 
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Символ Лежандра визначається для всіх цілих чисел  
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  квадратичним нелишком за модулем .

Основні властивості символу Лежандра:
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